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ifTondere  io  Italia  tra  i  giovani  cultori  delle  mate* 
maliche  i  princìpi  della  variabilità  complessa  e  la  con- 
seguente teorica  generale  delle  funzioni»  mostrar  loro 
r  importantissima  applicazione  che  se  n'  è  fatta  allo 
studio  delle  funzioni  definite  da  equazioni  algebriche 
ed  aigebrìco-differenziali ,  e  cosi  metterli  io  grado  di 
profittare  agevolmente  di  tutti  gli  scritti  originali  com- 
parsi  e  che  vanno  comparendo  in  questo  ramo  d'  a- 
natisi,  come  fu  il  nostro  intento  nelle  lezioni  libere 
d'  Analisi  Superiore  date  in  questa  Università  di  Pavia 
negli  anni  scolastici  1866  e  1867»  cosi  è  lo  scopo  della 
presente  pubblicazione. 

Per  orientare  sino  da  principio  il  lettore  nel  va* 
sto  campo ,  additandogli  in  pari  tempo  gli  scritti  ai 
quali  ci  riferiamo ,  abbiamo  pensato  di  premettere  al* 
cune  notizie  storiche.  Non  ci  siamo  proposti  il  com- 
pito gravissimo ,  e  non  necessario»  di  una  storia  com- 
pleta e  circostanziata  di  tutti  quanti  i  lavori  che  a 
questa  materia  hanno  attenenza;  ma  soltanto  una 
rapida  indicazione  di  quelli  nei  quali  si  svolsero  le 
precipue  idee  e  furono  conseguiti  ì  risultamenti  di  più 


vili 


generale  importanza.  Ci  si  vorrà  dunque  perdonare , 
se  ,  in  vista  di  ciò  ,  e  senza  pregiudizio  della  stima 
dovuta  a  ciascuno  scrittore ,  abbiamo  taciuto  di  molli 
fra  quei  lavori  che  concernono  esclusivamente  uno 
od  altro  dei  singoli  argomenti  o  singole  teorie  che  si 
legano  alla  variabilità  complessa,  comunque  nella  loro 
specialità  importanti;  se  abbiamo  taciuto  di  quei  la- 
vori i  quali,  trattando  della  variabilità  complessa, 
deviano  dal  sistema  di  rappresentazione  che  con  Gauss 
e  Gauchy  venne  universalmente  adottato;  se  abbia- 
mo infine  taciuto  di  tutti  quelli  che  giudicammo  po- 
tersi riferire  piuttosto  alla  geometria  che  all'  analisi, 
e  la  cui  ommissionc  non  ci  parve  impedire  una  chiara 
connessione  delle  idee  destinate  a  entrare  nel  pre- 
sente corso. 

Saremo  riusciti  a  scegliere  e  coordinare  sempre 
opportunamente  cose  sparse  in  si  gran  numero  di 
scritti  ?  Gè  ne  rimettiamo  con  reverente  fiducia  ai 
giudici  competenti.  Ben  possiamo  dire  che  la  divisione 
in  Sezioni  e  la  successione  di  queste  ci  si  offersero 
da  sé  per  le  più  opportune;  ma,  quanto  air  ordine, 
per  dir  così ,  interno  di  qualche  Sezione  e  delle  No- 
tizie, e  a  certe  particolari  norme  in  esse  seguite,  non 
dobbiamo  tacere  la  influenza  che  ebbero  le  interru- 
zioni alle  quali  la  redazione  deir  opera  andò  soggetta 
per  cause  estranee  alla  scienza,  e  taluni  riguardi  spe- 
ciali avuti  nel  concepire  il  piano  di  essa. 

Avendo  la  redazione  e  la  stampa  durato  più  di 
quello  che  credevamo  da  principio,  demmo  luogo  nel 
frattempo  ad  alcune  giunte  e  modificazioni ,  le  quali, 
se  possono  aver  turbato  in  qualche  parte  queir  armo- 


nia  e  spontaneità  che  sovente  s' accompagna  al  primo 
disegno  di  un'  opera,  contribuiranno  però  in  sostanza, 
lo  speriamo,  a  rendere  la  presente  sempre  più  idonea 
al  suo  scopo. 

Gli  speciali  riguardi,  dei  quali  abbiamo  toccato  qui 
sopra,  si  manifestano  segnatamente  nelle  Notizie,  per  la 
esposizione  alquanto  particolareggiata  di  talune  idee  in 
confronto  di  altre,  e  nelle  Sezioni  prima  e  terza,  per 
la  trattazione  incompleta  ed  inegualmente  estesa  degli 
argomenti.  Il  che ,  se  può  parere  non  del  tutto  op- 
portuno per  giovani  allevati  in  altri  istituti ,  riceve 
spiegazione  dall'  esserci  noi  regolati  sull'  indirizzo  e 
suir  estensione  delle  cognizioni  impartite  d*  ordinario 
nella  nostra  Università  durante  i  primi  due  anni  dello 
Studio  matematico  (1). 

Se  poi  si  noterà,  avere  noi  dato  alla  seconda  serie 
delle  Notizie  maggior  ampiezza  che  non  alla  prima,  ed 
essere  entrati  in  più  minuti  particolari  a  riguardo  di 
O^uchy  e  di  Riemann  che  non  di  tulli  gli  altri  analisti, 
vogliasi  scorgerne  la  ragione  in  ciò  che,  informandosi 
r  ^Dpera  nostra  più  specialmente  alle  idee  ed  ai  melodi  di 
q  uesti  due  celebri  matematici,  ci  é  parso  di  dover  met- 
l^re  in  maggior  luce,  per  quali  modi  nei  loro  lavori  la 
dottrina  della  variabilità  complessa  siasi  svolta  e  costi- 
tuita nella  forma  in  cui  la  presentiamo. 

Nelle  Notizie  profittammo  di  alcuni  brani  del  rap- 
ii) Abbiamo  però  ommesso^  nel  presente  volarne,  le  dimostrazioni  di 
ire  teoremi  assai  importanti  che  non  entrano  nel  giro  di  queste  cognizioni; 
es^Ddoci  contentati  per  il  primo  (Continuità  delle  funzioni  algebriche,  §.  43) 
dirtmandare  il  lettore  alla  Memoria  in  cui  originariamente  venne  dato,  e 
nservandoci  per  gli  altri  due  (Continuità,  derivazione  e  integrazione  delle 
^^^ ,  %.  49.  Convergenza  della  serie  ^ ,  §.  61  )  di  ritornarvi  più  tardi. 


porio  soi  receotì  progressi  delF  analisi  letto  dal  R.  L. 
EUis  Dell*  adunanza  del  1846  della  Bntish  Association, 
e  deir  elogio  di  Jacobi  letto  da  Dtrichlet  nel  Luglio 
1852  air  Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  (1),  non 
che  d' altri  luoghi  segnati  dalle  rispettive  citazioni. 

Alle  difficoltà  di  esposizione,  che  avremmo  incon- 
trato in  qualsiasi  altra  materia ,  qui  si  aggiunse  quella 
noe  lieve  di  aver  dovuto  cercare  ed  eleggere  i  voca- 
boli necessari  ad  esprimere  parecchie  idee  e  parec- 
chie sorte  di  considerazioni  non  ancora  divulgate  io 
Italia,  dove  non  conosciamo  altri  scritti  sulP  argomento 
fuorché  alcuni  del  prof.  Betti. 

Per  certo,  nell'  intraprendere  questo  lavoro ,  ao- 
ziché  consultare  severamente  le  forze  del  nostro  in- 
gegno e  r  attitudine  della  nostra  palmola,  abbiamo  ob- 
bedito al  desiderio  di  provvedere  la  gioventù  italiana 
di  un  sussidio  che  le  mancava  per  studi  di  somma 
importanza.  Tuttavia,  senza  dissimularci  le  imperfe- 
zioni di  esso,  speriamo  che  non  sia  per  fallire  di 
molto  al  suo  scopo  ;  confortandoci  nel  pensiero  che 
quei  giovani ,  i  quali  riusciranno  a  superare  le  dif- 
coltà  e  r  apparente  aridezza  che  fossero  per  trovare 
in  alciini  paragrafi  delle  prime  Seziofii,  sentiranno  di 
poi  crescere  ognor  più  il  loro  interessamento  per 
questi   studi ,  e  si  terranno   paghi  della  loro   fatica  ; 


{ì)  PH  n|iporto  cilato  (portante  «lidie  il  titolo  più  particolare  di 
Tkeary  of  tkt  Comparisom  •/*  Trmntcendenials]  vedi  il  relativo  Toliune  fatto 
stampare,  oone  di  regola,  dalla  As$ocialion. 

V  dopo  di  iacobi,  oltreché  nel  tono  53  del  gtoraaie  di  Creile,  può 
leggersi,  tradotto  in  italiaiio,  nel  tomo  7  degli  Annali  di  Sciense  mai.  e 
fisiche  (Roma,  It^). 
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come  noi    in  questo  caso  crederemo  d'  aver  colto  il 
più  desiderabile  frutto  della  nostra. 

Prima  di  terminare  questa  prefazione  ci  sia  per- 
messa una  breve  parola  su  cose  posteriori  al  1865 , 
col  qual  anno  chiudemmo  le  nostre  Notizie. 

Riemann  cessò  di  vivere  il  20  Luglio   1866   (1). 

(I)  Attaccato  da  malattia  polmonare,  Riemann,  sul  cadere  del  1862, 
si  condusse,  per  consiglio  dei  medici,  in  Italia.  Passato  l'inverno  a  Mes- 
sina, si  restituì  in  Germania;  ma  rifece  presto  il  cammino  d'Italia,  fer- 
mandosi in  Pisa  dal  Novembre  1865  sino  alla  primavera  del  1865.  Da 
Pisa  passò  a  Livorno,  a  Genova,  a  Nizza  e  finalmente  a  Selasca,  pat^sello 
vicinissimo  a  Intra  sul  lago  Maggiore^  dove  stette  l'inverno  1865-66.  Ri- 
tornato nella  primavera  1866  in  Germania,  si  ricondusse  ben  tosto  a  Se- 
lasca,  dove  terminò  i  suoi  giorni.  Una  lapide  fu  quivi  posta  per  indicare 
il  suo  sepolcro  con  le  parole  <  Hier  ruhet  in  Gott  Georg  Friedrich  Bern- 
hard Riemann,  Professor  zu  Gottingen,  geboren  in  Breselenz  den  17  Sept. 
1^6»  gestorben  in  Selasca  den  20  Juli  1866.  Deuen  die  Gott  lieben,  miis- 
sen  alle  Dingo  zom  Besten  dienen  >. 

Ecco  la  nota  degli  scritti  da  lui  consegnati  alla  stampa. 

1.  Grundlagen  fùr  cine  aUgenieine  Theorie  der  FuncUonen  einer  veràn- 
deriiehea  compkxen  Gròsse.  Dissertazione  inaugurale  stampata  in  Gottinga 
ad  1851,  e  ristampata  di  fresco,  essendone  da  tempo  esaurita  la  prima 
edizione. 

M «irli  AmiaII  «il  Fisica  e  dilnlea  di  Poflnr^niiorr. 

2.  Zur  Theorie  der  Nobili  'schen  Farbenringe  (  Tomo  95  ). 

Mei  Giornale  di  Crelle-Borehardt 

3.  AUgemeine  Voraussetzungen  und  Hiilfsmittel  fiir  die  Unlersuehung 
von  Functioìien  unbeschrànkt  verànderlichen  Grossen  (Tomo  54). 

4.  Lehrsàtze  aas  der  anahjsis  situs  fiir  die  Theorie  der  Integrale  von 
zweigliedrigen  vollstàndigen  Differentialen  (  Tomo  54  ). 

5.  Bestimmung  einer  Function  einer  verànderlichen  complexen  Grosse 
dareh  GrenZ'und  Unstetigkeilsbedingungen  (  Tomo  54  ). 

6.  Theorie  der  AheV schen  FuncUonen  (Tomo  54).  Dì  questa  famosa 
Memoria  si  può  avere  copia  separata,  che  contiene  anche  i  tre  articoli 
precedenti,  col  titolo  della  Memoria  slessa  (Berlino^  1857). 

7.  Veber  das  Verschwinden  der  ^-FuncUonen  (Tomo. 65). 

Fra  le  «MHMrie  della  R.  Seeietà  delle  Selenie  di  GoUìngm. 

8.  Beilràge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss* sche  Meihe  F(<x»3>r9')  dar- 


XII 

Questa  fine  immatura  e  altamente  lamentevole  non 
scema  punto  il  grandissimo  valore  dei  risultamenti 
da  lui  ottenuti  ;  ma  può  tuttavia  esercitare  non  poca 
influenza  sul  grado  di  diffusione  che  saranno  per  con- 
seguire i  suoi  metodi  di  ricerca,  i  quali,  adoperati  da 
un  cosi  potente  ingegno,  avrebbero  continuato  a  dare 

stellbaren  Funclionen  (Tomo  7).  Di  questa  Memoria,  che  venne  in  luce 
nello  stesso  anno  della  Theorie  d.  A.  FuncL ,  e  pur*  essa  concorse  a  fare 
splendida  prova  della  fecondità  del  metodo  riemanniano,  vorremmo  veder 
presto  una  ristampa,  essendone  esaurite  le  copie  a  parte. 

9.  Ueber  die  Foripflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher    Schwin- 
gungsweite  (Tomo  8). 

iO.  Ein  Beitrag  zu  den  Unlersuchungen  uber  die  Bewegung  eines  glei- 
chartigen  fliissigen  Ellipsoids  (Tomo  9). 

Mei  MonatsberlelileB  dell^  Aecadenla  delle  Selene  éì  Berlino. 

ii.  Ueber  die  Anzahl  der   Primzahlen  unler  einer   gegebenen   Gròsse 
(Novembre  1859). 

Nel  tomo  7  degli  Annali  di  Matematica  (Roma,  1866)  si  legge  un 
estratto  di  una  lettera  scritta  da  Riemanu  in  lingua  italiana,  nel  Gennajo 
1864,  al  sig.  Betti,  sull*  attrazione  di  un  cilindro  ecc. 

Finalmente  si  troveranno  nel  tomo  13  delle  Memorie  della  R.  Società 
delle  Scienze  di  Gottinga  due  lavori  inediti,  comunicati  dal  sig.  Dedekind, 
che  Riemann  stendeva  per  conseguire  nel  i85i,  presso  l'Università  di  Got- 
tinga, il  diritto  dMnsegnare,  i  quali  versano  rispettivamente  Ueber  die  Dar- 
stellbarkeii  einer  Function  durch  eine  irigonomeirische  Reihe  e  Ueber  die 
Hypotesen ,  welche  der  Geometre  zu  Grunde  liegen  ;  e,  oltre  di  questi , 
un  recente  lavoro  Ueber  die  Flàche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener 
Begrenzungy  redatto  per  incarico  di  Riemann  stesso  dal  sig.  Hattendorff. 
Con  siffatta  nuova  applicazione  del  proprio  metodo  Riemann  torna  a  in- 
contrarsi in  uno  stesso  campo  scientifico  coir  illustre  fondatore  della  teorica 
delle  funzioni  iperellittiche ,  le  ricerche  del  quale  {Ueber  die  Flachen,  in 
denen  die  mittlere  Kriimmung  ùberall  gleich  Nuli  istj  ossia  Minimal-Flà- 
chen)  si  possono  vedere  nei  Monatsberichten  deirAccad.  di  Berlino  del  i866. 

Per  ulteriori  notizie  sulla  vita  e  sui  lavori  di  Riemann  vedasi  il  breve 
estratto  (Nachrichten  der  R.  Gesellschaa  d.W.zu  Gòttingen.  i867.  Junil9) 
della  commemorazione  preparata  dal  sig.  Schering  per  essere  inserta  fra 
le  Memorie  dello  stesso  Corpo  scientifico;  alla  quale  però  il  detto  mate- 
matico farà  precedere,  giusta  lo  svolgimento  storico  della  scienza,  la  com- 
memorazione di  Gauss. 


ognora  nuovi  ed  importantissimi  risultati,  e  ottenuto  di 
tal  maniera  senz'altro  viepiù  numerose  ed  autorevoli 
adesioni.  Però,  checché  avvenga,  pur  non  essendo  i 
soli  coi  quali  sia  possibile  il  progresso  in  questa  disci- 
plina, siffatti  metodi  non  cesseranno  di  essere  somma- 
mente opportuni  e  tali  da  compensare  largamente  la 
fetica  necessaria  per  prenderne  intima  cognizione. 

Fra  gli  scritti,  che  con  frequenza  crescente  si 
vanno  succcdendn  in  relazione  colla  nostra  materia  , 
d  più  notevole,  in  questi  ultimi  due  anni  (1866  e  1867), 
ó  la  Theorie  der  Àbet'schen  Functionen  dei  sigg.  Clcbsch 
e  Gordan.  «  Volgendo  in  mente  il  pensiero  »  dicono  i  due 
autori  «  di  stabiliie  la  teorica  delle  l'unzioni  abeliane  in 
una  nuova  maniera,  ci  è  parso  che  fosse  specialmente 
da  riportai'si  1'  attenzione  sulla  primitiva  sorgente  della 
intera  disciplina,  cioè  sul  problema jacobiano  d'inver- 
sione, sopra  del  quale  il  slg.  Welerstrass  ha  si  feli- 
cemente fondata  la  teorica  delle  funzioni  iperellittiche. 
E  ci  è  parso  conseguentemenle  possibile ,  pigliando 
le  mosse  dal  medesimo,  di  pervenire  direttamente  ad 
xiua,  formola  analoga  alla  jacobiana 


e(0)' 


/.w 


<i  perciò  contenente,  come  nella  teorica  del  sig.  Weì- 
irstrass .  la  soluzione  del  problema  d'  inversione.  Ed 
•  nfatli  bastarono  alcune  considerazioni  geometriche  ed 
^«.Icuni  teoremi  della  integrazione  complessa,  per  poter 
battere  compiutamente  questa  via  diretta  •  (1).  Insieme 

(1)  Pagg.  V  e  VI  della  prtfaiionc  di  essa  opera.  AUri  passi  della  prc- 
fe*ione  medesima  ci  diedero  occasione    di  l'ine    Aìchiip  7-ipeiiiioni   rfliilit'r 


XIT 


cogli  scritti ,  che  specialmcDte  furoDo  nostra  guida , 
raccomandiamo  con  calore  anche  lo  studio  di  quest'o- 
pera ;  persuasi  che  V  intimo  legame  per  essa  stabilito 
fra  la  moderna  geometria  e  il  ramo  più  importante 
delle  moderne  ricerche  analitiche  debba  esercitare 
grande  influsso  sulF  avvenire  di  quella  e  di  questo. 

Gli  scritti  di  minor  mole,  in  questi  medesimi  due 
anni,  sono  pure  dovuti  quasi  tutti  a  matematici  tede- 
schi ,  e  rinvengonsi  per  la  più  parte  nel  giornale  di 
Crelle-Borchardt ,  nei  Monatsberichten  dell'Accademia 
di  Berlino,  nella  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik 
e  negli  Annali  di  Matematica  in  Milano  (1). 

Infine  vogliamo  qui  render  grazie  al  dott.  Carlo 
Fermenti ,  uno  tra  quelli  che  seguirono  col  maggior 
interessamento  le  nostre  lezioni ,  per  le  intelligenti  e 
assidue  cure  da  lui  prestate  nella  correzione  delle 
prove  di  stampa. 

Pavia,  Gennajo  4868. 

alla  teorica  generale  delle  funzioni  di  variabili  affatto  libere,  che  leg- 
gonsi  nel  voi.  3  dei  Rendiconti  del  R.  Istiluto  Lombardo  (Dicembre  1866). 
(1)  Come  autori  di  questi  scritti  possiamo  indicare  i  sigg.  Betti,  Brill, 
Christoffei,  Fuchs,  Hankel,  Heine,  Kònigsberger,  Kronecker,  Neumann. 
Prym>  Roch,  Schiàfli,  Thomae,  Weierstrass.  '—  La  Memoria  dei  sig.  Prym, 
a  cui  qui  alludiamo,  ha  |)er  titolo  :  Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer 
zweiblàttrigeti  Fioche ^  e  fa  parte  del  tomo  22  delle  Meni,  della  Schweiz. 
Naturforsch.  Gesellschtft.  —  Il  sig.  Hankel  sta  pubblicando  un  corso  di  Vòr- 
lesungen  ilber  die  complexen  Zahlen  und  ihre  Functionen  y  diviso  in  due 
parti.  Ne  comparve  finora  la  prima  parte,  ove  sono  svolte  con  molta  cura 
e  compiutamente  le  proprietà  fondamentali  dei  vari  sistemi  di  numeri.  — 
Equi  citeremo  eziandio  la  prima  parte  (Algebre  des  quantités  complexeSj 
estratta  dalle  Mem.  della  Soc.  di  Scienze  fis.  e  nat.  di  Bordeaux,  A. 
Cahier  1867)  di  una  Théorie  élèmeniaire  des  quantités  complexes,  che 
sta  pubblicando  il  sig.  Hoiiel. 
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monogena  di  Cauchy.  ^-  Equazioni  alle  quali  devono  sod- 
disfare le  componenti  reali  u  e  v  di  una  funzione  to=U'{-vi 

d*nna  variabile  complessa 222 

%  51  Per  le  funzioni  di  una  variabile  complessa  non  cessano  di 
sussistere  certune  proprietà  sottintese  di  continuo  nei  pro- 
cedimenti dell'analisi 224 
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S.  33.  Interpretazione  geometrica  che  ha  luogo  se  si  rappresenti 
u*=u-fvt  mediante  il  sistema  delle  due  superficie,  che,  se- 
paratamente y  rappresenterebbero  le  funzioni  reali  u(x,y)  e 

v(x,y)  giusta  il  §.  22 226 

S  34.  Interpretazione  geometrica  che  ha  luogo  se  si  rappresentino 

i  valori  di  w  mediante  i  punti  di  un  piano,  come  i  valori  di  z  .    228 
%  33.  Considerazioni  sulla  rappresentazione  di  w^z^=0  ....    230 

$•  36.  E  su  quella  di  w—z'*'=^       237 

t  37.  E  su  quella  di  w  e*=4) 238 
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%  39.  E  su  quella  di  w^snz=0 246 
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S*  ^-  Le  funzioni  si  classificano  considerando  o  la  forma  analitica 
*. sotto  cui  si  presentano   e  le  loro  proprietà 250 
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infinita 3?S2 

§.  45.  Funzioni  algebriche  e  trascendenti.  —  Le  funzioni  algebri- 
che sono  continue  senza  eccezioni 255 

§.  44.  Funzioni  a  un  valore ,   funzioni  a  più  valori.  —  Monodro- 

mia,  polidromia 258 
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§.  45.  Le  somme  infinite  distinguonsi  in  serie  e  in  integrali  .    .    .    262 
§.  46.  Come  si  stabilisca  un  significato  preciso  per  una  espressione 

infinita ivi 

§.  47.  Delle  alterazioni  nell'  ordine  dei  termini  in  una  serie  .    .    .    264 

%.  48.  Operazioni  razionali  sulle  serie      266 
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una  variabile.  Cerchio  di  convergenza 268 

§.  51.  Serie  progredienti  secondo    le  potenze   intere  e  negative  di 

una  variabile 27i 

§.  52.  Serie  semplici  che  progrediscono  in  due  sensi ivi 

$.  53.  Serie  semplici  che  progrediscono  nell*  un  senso  secondo  le 
potenze  intere  e  positive   e  nell*  altro  secondo   le   potenze 

intere  e  negative  di  una  variabile 272 

S*  54.  Serie  semplici  colle  quali  si  può  attuare  la  periodicità  sem- 
plice in  maniera  che  rimanga  afiatto  evidente 274 

2         1 
; r- .  Teorema  di  con- 
{z  —  tj-ay 

vergenza  per  g>i ,  il  quale  però  abbraccia  più  larga  classe 
di  serie  semplici.  Influenza  delle  alterazioni  nell'ordine  dei 
termini  per  g==ì      276 

§.  56.  Come  si  possa  attuare  colle  serie  del  §.  54  facilmente  an- 
che la  periodicità  doppia 28i 

§.  57.  Per  attuare  però  colle  serie  la  doppia  periodicità  in  ma- 
niera che  rimanga  in  evidenza,  e  senza  il  soccorso  di  fun- 
zioni che  gii  siano  periodiche,  bisogna  ricorrere  alle  serie 
doppie *283 
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convergenza  per  ^  >  2 ,  il   quale  però  abbraccia  più   larga 

classe  di  serie  doppie 284 

$.  59.  Suir  influenza  delle  allerazioni  nell'  ordine  dei    termini  nei 
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lineari 338 
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lineari 341 
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i  67.  Estensione  che  la  idea  d'integrale  ottiene  in  virtù  della  va- 
riabilità complessa 337 

S-  68.  Con  questa  estensione  continuano  a  sussistere  le  proprietà 
fondamentali  della  integrazione  con  variabile  reale,  scatu- 
rienti  dalla  definizione  d*  integrale  come  di  limite  d'  una 
somma 361 

S- 69.  Ricerca  dell*  influenza  del  cammino  sul  valore  di  fwdzy 
fatta  nella  consueta  diretta  maniera  analitica,  cioè,  imagi- 
nando  da  prima  una  variazione  infinitesima  nel  cammino  e 
cercando  la  sola  parte  necessaria  ,  ossia  il  primo  termine , 
della    corrispondente    variazione    infinitesima    dell*  integra- 
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le.  Ne   risulta   il   teorema  cardiBale:  L'integrale  f  tod^  , 

preso  lango  ana  linea  qualsivoglia ,  non  cambia  di  valore , 
se,  rimanendo  Ossi  i  punti  estremi  Zq  e  s  »  la  linea  si  de- 
formi senza  sorpassare  alcun  punto  dove  w  eessi  di  essere 
funzione  monodroma  continua  e  finita.  U  qual  teorema  equi- 
vale al  seguente  :  L*  integrale  di  wdz  preso  lungo  1*  intero 
contorno  di  una  parte  del  piano  Zy  entro  cui  w  sia  fun- 
zione monodroma  continua  e  finita  ,  è  nullo 565 

§.  70.  Direzione  positiva  del  contorno  di  una  superficie.  Normale 
interna.  —  Direzioni  laterali  positiva  e  negativa  rispetto  a 

3m;     dw 
una  linea  (lati  di  essa).—  La  proprietà  -— ==- —  espressa 

dx      dyi 

con  altre  coppie  di  differenziali  invece  della  coppia  dx^dyi  .    571 
§.  7i.  Trasformazione  di  un  integrale  esteso  a  tutti  i  punti  di  una 
superficie  in  integrale  da  prendersi  lungo  il  contorno  della 
medesima.  —  Deduzione  di  formole  importanti  per  il  seguito, 

ed  ancora  del  teorema  del  §.  69 576 

§.  72.  Come  l'integrale  di  wdz  da  prendersi  lungo  il  contomo  di 
una  superficie  si  decomponga  in  integrali  di  todz  da  pren- 
dersi lungo  contomi  di  parti  provenienti  dal  dividere  essa 
superficie.  —  Come  tutti  i  possibili  valori  dell'integrale  di 
wdz  da  prendersi  da  ^o  ^  '  ^^  esprimano  mediante  uno  qual- 
sivoglia fra  essi  e  talune  costanti  rispetto  a  Zq  e  m      ...    384 

dz 
%.  73.  L' integrale  di  — 891 

z 

àz 
§.  74.  L' integrale  di  -^-7-7 596 

j(.  75.  Si  fa  notare  che,  per  un  giro  positivo  di   z  intomo   a  r> 

riesce  I  -: r~r:  =0»  ove  l'intero  n  non  sia  nullo     .    .    399 
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$.  76.  Il  valore  di  una  funzione  u;  di  z  in  uu  punto  qualunque  di 
una  porzione  S  del  piano  z ,   nella   quale  sia  monodroma 

1     P  tvU)d7t 
eoBtinaa  e  finita,  può  esprimersi  eolIMntegrale  ;r— .  I   

da  prendersi  lungo  il  contorno  di  5.  —  I  valori  nel  contorno 
deierminano  a  pieno  w  anche  entro  5  —  Se  nel  contorno 
w  fosse  costante  9  lo  sarebbe  per  tutta  S 402 

S-  77.  Dove  tv  aia  monodroma  continua  e  finita  devono  pure  es- 
serlo tutte  le  sue  derivate*  —  Ivi  le  sue  parti  reale  e  ima* 
ginaria  non  possono  avere  né  massimo,  né  minimo  valore  in 
alcun  punto 406 

S'  78.  Teorema  di  Cauchy,  che  stabilisce  la  sviluppabilità  di  w  in 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  z-^r^ 
se  w  sia  funzione  monodroma  continua  e  finita  in  un  cer- 
chio di  centro  r.  —  É  possibile  un  solo  sviluppo  secondo  le 
potenze  intere  positive  di  z— r 408 

S*  79.  L' intomo  di  un  punto.  —  Una  funzione  data  in  una  esten- 
sione superficiale  o  lineare  comunque  piccola  può  da  quivi 
m  una  sola  maniera  essere  proseguita  con  continuità.  —  Se 
la  funzione  sarà  costante  in  quella  estensione^  rimarrà  costante 
anche  nel  proseguimento.  —  Una^  funzione  non  può  avere 
tutte  le  derivate  nulle  in  un  punto,  dove  sia  monodroma 
continua  e  finita,  se  non  sia  costante  per  tutto  V  intorno  di 
esso  punto kil 

^  %.  Zeri  di  una  funzione  monodroma  e  continua.  —  Se  to  sia 
nulla  in  01,  si  può  decomporla  come  segue:  to:»(^— «)|»IF, 
essendo  i»  uq  intero  positivo  e  W  una  funzione  monodroma 
e  continua  insieme  con  w,  infinita  negli  stessi  punti,  nulla 
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negli  stessi  punti,  tranne  «.  —  Distinzione  degli  zeri  in  ordini. 
*-  L'ordine  dello  zero  di  to  in  «  non  può  essere  inOnito  a 
meno  che  to  sia  nulla  per  tutto  1*  intorno  di  a.  —  Del  segno  Oi» 

CAPITOLO  SECONDO 

OmHe  ma  ftiudoBe  si  «•■ip^rll  l«l#mo  «  «■  ¥alM*  fieli*  ▼ariaUl 
pel  ^«ale  sia  HMaedlreHia  eesilnna  e  lallalUi* 

§.  81.  Se   w  sia   infinita    in  p ,  si    può  decomporla  come  segue  : 

W 
w  =  r r-,  essendo  v  un  intero  positivo  e  Tf^  una  funzione 

(2-/3)v 

monodroma  e  continua  insieme  con  to,  nulla  negli  stessi 
punti,  infinita  negli  stessi  punti,  tranne  p.  —  Quindi  w  può 
spezzarsi  in  due  parti ,  delle  quali  una  rimane  finita  in  P 
e  può  esprimersi  con  serie  ordinata  secondo  potenze  intere 
e  positive  di  ^r— p,  mentre  l'altra  vi  diviene  infinita  ed  è 
una  frazione  razionale  il  cui  denominatore  è  una  potenza 
di  ;y-P 

§.  82.  Questa  frazione  equivale  all'integrale—  I  da  pren- 
dersi lungo  una  linea  chiusa  che  formi  un  giro  positivo  in- 
torno a  P 

§.  85.  Distinzione  degli  infiniti  delle  funzioni  in  ordini.  —  L'  or- 
dine dell'  infinito  di  ti^  in  P  non  può  essere  infinitamente 
grande  a  meno  che  w  sia  infinita  per  tutto  l'intorno  di  P.  — 
Del  segno  oo^ 

$.  84.  Comunque  sia  to  in  r»  purché  monodroma  e  continua,  può 
porsi  w=={z—r)^W^  essendo  q  numero  intero  e  W  funzione 
monodroma  e  continua  insieme  con  to  e  nulla  e  infinita  negli 
stessi  punti ,  tranne  r.  —   Il   numero  q   può  determinarsi 
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colla  formola  q  =  ^z\  I    dlw 

9 

%,  86.  Supposto  w  infinita  in  qualsiasi  numero  di  punti  in  S,  come 
si  possa  esprimerla  in  maniera  valida  per  tutta  S ,  tanto 
in  forma  d'integrale,  quanto  nelle  forme  analoghe  di  quelle 
d'una  frazione  razionale  spezzata  nelle  sue  più  semplici 
parti  additive  o  decomposta  nei  suoi  fattori  lineari  ... 
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$.  86.  Il  numero  degli  0'  diminuito  del  numero  degli  oo'  di  io  in 
S  eguaglia  l' integrale  del  divo  preso  lungo  il  contorno  di  S 
e  diviso  per  2irt 429 

CAPITOLO    TERZO 
€•«•  MA  fuisUae  si  «•■ip«ril  lalM*Bo  a  un  valere  éell»  VArlAbll« 

1^  87.  Le  discontinuità  possibili  in  un  punto  convien  distini^uerle 

in  separate  e  non  separate  dagli  infiniti 430 

S-  88.  In  un  punto  dove  sia  discontinua  una  funzione  ammette  come 
valori  tutti  quanti  i  numeri.  S*  intendono  però  escluse  le 
discontinuità  che  si  possono  togliere  mutando  il  valor  della 
funzione  in  un  solo  punto 434 

$.  89.  Teorema  di  P.  A.  Laurent  che  stabilisce  la  sviluppabilità  di 
IP  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  positive  e  ne- 
gative di  2r— tf^  se  w  sia  funzione  monodroma  continua  e 
finita  in  una  corona  circolare  di  centro  »  —  È  possibile  un 
solo  sviluppo  secondo  le  potenze  intere  di  z— ^  nella  corona  .    435 

S-  90.  Se  la  discontinuità  di  to  In  ^  sia  separata  dagli  infiniti ,  v) 
è  la  somma  di  due  funzioni,  delle  quali  una  discontinua  in 
t,  ma  dappertutto  altrove  continua  e  finita,  e  1*  altra  continua 
e  finita  in  ^ ,  ma  in  sé  racchiudente  tutte  le  restanti  singu- 
larità  di  w.  —  Lo  sviluppo  della  prima  di  queste  due  fun- 
sioni  secondo  le  potenze  intere  negative  di  z — 9  non  può 
constare  di  un  numero  finito  di  termini.  B,  reciprocamente, 
una  serie  (cioè  dire  una  somma  veramente  infinita)  ordinata 

i 

secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  z'= ;;,  ecouver- 

Z — 0 

gente  per  qualunque  valor  finito  di  z'^  esprime  una  fun- 
zione discontinua  per  2r'=x  (ossia  per  2r=9),  pel  qual  valore 
ammette  come  valor  proprio  qualunque  numero.  —  Per  le 
discontinuità  non  separate  dagli  infiniti  fanno  d'uopo   altre 

formole 438 

S-  91.  Una  funzione  w  monodroma  in  5,  e  quivi  infinita  o  discon- 
tinua soltanto  in  un  numero  finito  :V  di  punti,  è  la  somma 
di  N+ì  funzioni  monodrome,  di  N  delle  quali  ciascuna  ha 
comune  con  w  una  singularità  in  un   punto  di  S,  ma   per 
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Pi 

Ogni  altro  ponto  entro  e  fuori  di  S  è  continua  e  finita,  e  la 
(iV4H)esinia  è  continua  e  finita  dappertutto  entro  S,  ma 
racchiude  in  sé  tutte  le  singularitè  che  w  possa  avere  fuori 
di  S.  —  Espressione  di  queste  vane  funzioni  e  quindi  di  w 
mediante  frazioni  razionali  e  serie 4 

CAPITOLO  QUARTO 


catpTfrsi  pel  Talare    x    della   rariaMle , 
•appaata  «he  failaraa  al  ledealaia  ichha  cadere  ai^asiraaia  e  aaallBi 


§.  92.  Oltreché  del  piano ,  giova  principiare  ormai  1*  uso  anche 
della  sfera  ^  come  luogo  dei  punti  rappresentativi  dei  valori 
di  z,  su  cui  imaginare  deposti  i  valori  di  u? 4 

%.  95.  Applicando  al  punto  od  della  sfera  la  slessa  distinzione  di 
circostanze,  rispetto  ai  modi  possibili  di  essere  dei  valori 
della  funzione,  che  per  ogni  altro  punto  si  é  potuto  traspor- 
tare dal  piano  alla  sfera,  si  ottiene  la  distinzione  che  con- 
vien  fare  tra  i  possibili  modi  di  comportarsi  della  funzione 
per  z=>».  —  Con  quali  modificazioni  si  presentino  sul 
piano  le  varie  sorte  di  circostanze  che  resta  cosi  fissato  di 
distinguere  intomo  al  punto  qd  della  sfera 4 

§.  94.  Prima  consueta  espressione  di  w  in  una  zona  (sferica  ,  o 

corona  circolare  piana)  circondante  il  punto  oc 4 

§.  95.  Sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z  pel  caso  di 
w  continua  e  finita  in  co.  —  Se  u;  sarà  nulla  in  oo,  si  potrà 

decomporre  come  segue:  u<=(  —  j  IT,  essendo  IV funzione 

continua,  non  infinita,  né  nulla  in  oo ,  e  |i  numero  intero  da 
riguardarsi  come  Perdine  dello  zero  di  to  in  oo     .    .    .    .    l 

%•  96.  Pel  caso  in  cui  sia  continua  e  infinita  in  oo,  la  u'  si  può 
decomporre  come  segue:  w=:z^Wj  essendo  TT funzione  con- 
tinua, non  nulla,  né  infinita  in  oo^  e  v  numero  intero  da  ri* 
guardarsi  come  l'ordine  dell*  infinito  di  u;  in  oo.  —  Sviluppo 
di  u)  in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z.  —  La  parte 
di  w  che  diviene  infinita  in  oo  é  una  funzione  razionale  intera    4 

§.  97.  Sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z  pel  caso 

che  w  abbia  in  qd  una  discontinuità  separata  dagli  infiniti    .    ^ 

§.  98.  I  risultati  relativi  a  z^^x  possono  anche  e  semplicissima- 
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mente  ottenersi  col  sussidio  di  nuova  variabile  indipendente, 
che  rimanga  finita  mentre  z  diviene  infinita,  come,  in  parti* 

colare,  la  z'=  — .  —  Piano  antipode  come  luogo  dei  punti  rap- 

z 

presentativi  dei  valori  di  z'.  —  Con  ciò  diviene  chiaro  in- 
tuitivamente che  intorno  al  punto  qo  della  sfera  le  funzioni 
di  z  non  possono  comportarsi  in  modi  diversi  da  quelli  pos- 
sibili Intorno  agli  altri  punti.  Cosi,  in  particolare,  si  scorge 
non  poter  darsi  che ,  camminando  sulla  sfera  verso  il  punto 
j2r<=ao,  si  incontri  uno  stesso  valore  i4  perm  a  intervalli  che 
divengano  infinitesimi  insieme  colla  distanza  da  esso  punto, 
a  meno  che  \n  sia  discontinua  per  ^=^qo,  oppure  abbia  il 
valore  >4  e  in  ao  e  (non  ad  intervalli,  ma  senza  interruzione) 
dappertutto  altrove  si  possa  giungere  da  x  per  liste  di  lar* 

ghezza  finita  esenti  da  discontinuità 455 

\*  99.  Una  linea  che  possa  considerarsi  come  l'intero  contorno  di 
una  parte  della  superficie  z ,  può  anche  considerarsi  come 
r  intero  contorno  di  tutta  la  restante  parte.  Però  quella  di- 
rezione del  contorno,  che  si  riguarda  come  positiva  per  Tun 
caso,  va  riguardata  come  negativa  per  T  altro.  —  L*  intorno 
del  punto  oo.  —  Estensione  al  valore  oo  di  z  delle  varie 
sorte  di  formole  stabilite  nei  passati  Capitoli  della  corrente 
Sezione  e  nel  Capitolo  quarto  della  precedente  e  non  an- 
cora considerate  in  questo.  Per  estendere  il  teorema  del 
§.  69  ad  una  porzione  di  superficie  z  contenente  il  punto 
OD, bisogna  presupporre  che  in  aosia  finita,  oltreché  continua^ 
anche  la  toz< 458 

CAPITOLO  QUINTO 

€^«Me  si  «•■ip«rUBO ,  Interno  aI  singoli  waUrl  diell»  VArlAblle , 

1a  éerlvAla  e  l' latef^Ale  41  a«A  fbmil^Be 

\m  —mSr%m%%  dicllA  f«asl«ae  «tossa. 

^  ^00.  Espressione  della  derivata  neir  intorno  di  un  punto-valor 
finito  T  di  ;?  ovvero  del  punto  oo.  —  Dovunque  (ossia  in  od, 
come  dal  §.  77  in  qualunque  altro  punto  r)  ^  sia  monodroma 
continua  e  finita,  ivi  lo  è  pure  la  derivata,  che  nel  punto  oo 
rit^irebbe  altresì  nulla  del  second*  ordine.  —  L*  ordine  di 
uno  zero  diminuisce  ovvero  cresce  di  un'unità  dalla  funzione 


XXX 

alla  derivata,  secondochè  esso  zero  abbia  luogo  per  valor 
finito  ovvero  infinito  di  z.  —  L'ordine  di  un  infinito  cresce 
ovvero  diminuisce  di  un  unitè^  secondo  che  l'infinito  abbia 
luogo  per  valore  finito  ovvero   infinito  di  z.  —  Dove  w  sia 

discontinua,  ivi  lo  è  pure  la  derivata 462 

§.  401.  Espressione  dell'integrale  nell'intorno  di  r  ovvero  di  od.  — 
Affinchè  l'integrale  di  wdz  sia  monodromo  (essendolo  w)  nel- 
r  intorno  di  z=y  ovvero  di  ;2^  =qo,  è  necessario  e  sufficiente 
che  nello  sviluppo  di  w  ovvero  di  wz*  in  serie ,  secondo  le 

i 

potenze  intere  di  z^r  ovvero  di —  ,  manchi  il  termine  che  in 

z 

quel  punto  diverrebbe  infinitamente  grande  del  prim' ordine. 
—  Con  questa  condizione,  l' integrale  sarà  continuo  e  finito, 
0  continuo  e  infinito,  o  discontinuo  insieme  con  w  ovvero 
wz^  nel  punto  r  ovvero  ex».  —  Divenendo  infinito  in  r  ovvero 
in  OD,  r  integrale  lo  diverrà  soltanto  algebricamente  (come 
ti;)  se  monodromo  ;  e  l' ordine  di  quest'  infinito  differirà  di 
— I  ovvero  di  +4  da  quello  di  ti;,  secondochè  abbia  luogo 
in  T  ovvero  in  oo • 
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ÌDO  dai  primi  passi  nel  calcolo  integrale  i  matematici  dovet- 
tero sospettare»  che  in  un  gran  numero  di  casi  gli  integrali  non 
si  potessero  esprìmere  con  un  numero  finito  di  segni  di  ope- 
razioni 0  funzioni  già  in  uso,  e  che  quindi  costituissero  in  certo 
modo  nuove  funzioni  trascendenti.  Le  funzioni  trascendenti 
già  da  tempo  in  uso  riducevansi  ai  logaritmi  ed  alle  funzioni 
esponenziali»  agli  archi  circolari  ed  alle  funzioni  dette  trigono- 
metriche» ovvero»    come  noi  sempre  diremo»  circolari.  Mercè 
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l'intervento  degli  imaginari  queste  quattro  specie  di  trascen- 
denti potevano  anche  risguardarsi  ridotte  a  due;  risultando  le 
funzioni  circolari  esprimìbili ,  sotto  forma  finita  ,  con  funzioni 
esponenziali ,  e  gli  archi  circolari  con  logaritmi. 

Cominciando  dagli  integrali  dei  differenziali  della  natura  più 
semplice,  per  indi  procedere  di  mano  in  mano  a  quelli  di  na- 
tura viepiù  complicata,  si  riusci  ad  integrare  i  differenziali  ra- 
zionali, poscia  gli  irrazionali,  la  cui  irrazionalità  consistesse  nel 
contenere  la  radice  quadrata  di  una  funzione  intera  di  primo 
0  secondo  grado.  I\Ia  giunti  a  differenziali  contenenti  la  radice 
quadrata  di  una  funzione  intera  di  terzo  o  quarto  grado,  V  in- 
tegrazione in  generale  non  si  potò  effettuare  ,  e  bisognò  con- 
tentarsi di  effettuarla  in  alcuni  casi  particolari.  Ingcasi  particolari 
si  potè  effettuare  V  integrazione  anche  di  funzioni  irrazionali  e 
trascendenti  ,  come  ben  si  comprende  ,  molto  più  complicate. 
Ma  la  dottrina  della  integrazione  delle  funzioni,  e  quindi  anche 
della  integrazione  delle  equazioni  differenziali,  venne  a  costituirsi 
in  gran  parte  di  un  aggregato  di  metodi  più  o  meno  artificiosi, 
diretti  a  trasformare  gli  integrali  proposti  in  altri  che  già  si  sapes- 
sero esprimere  in  termini  finiti.  Questi  metodi  ,  quasi  tutti  già 
conosciuti  dai  primi  autori  dell'  analisi  infinitesimale ,  oltreché 
valevoli  soltanto  per  talune  classi  di  casi  particolari ,  avevano 
anche  il  grave  inconveniente  ,  che ,  ove  non  riuscissero  nella 
loro  applicazione  ,  poca  o  nessuna  luce  gettavano  sulla  natura 
deir  integrale  ,  lasciando  nell'  incertezza  ,  se  fosse  veramente 
impossibile  la  integrazione  con  quei  segni  di  operazioni  che  vo- 
levansi  impiegare,  o  se  la  non  riuscita  dipendesse  soltanto  dal 
non  aver  preso  una  via  conveniente.  Tale  incertezza  induceva 
a  ripetere  più  e  più  volte  in  maniere  differenti  il  tentativo  delia 
integrazione  di  una  stessa  formola  differenziale. 

La  non  riuscita  degli  incessanti  e  svariati  tentativi,  la  estre- 
ma pochezza  delle  integrazioni  effettuate,  cioè  delle  trovate  es- 
pressioni degli  integrali  per  mezzo  di  un  numero  finito  dei  segni 
d' operazione  o  di  funzione  già  in  uso ,  dovevano  in  fine  far 
comprendere  che,  per  progredire  convenevolmente  nelle  quo- 


stioDi  d' integrazione,  bisognava  imaginare  metodi  più  acconci, 
meglio  improntati  di  carattere  scientifico. 

V  onore  di  avere  provocato  il  movimento  riformatore  della 
dottrina  integrale  è  da  tributarsi  principalmente   alle   perseve- 
ranti fatiche  di  Legendre.  Egli  principia  la  introduzione  al  suo 
Tmié  des  fonctions  eUiptiques   con    queste  riflessioni  :    e  Se  si 
potessero  disporre  in  un    ordine  metodico  le  diverse  trascen- 
denti ,  che  finora  non  furono  conosciute  ed  adoperate  se   non 
col  nome  di  qtmdrature  ;  se ,   studiando  le   loro  proprietà ,  si 
trovassero  i  mezzi    di    ridurle    alle  espressioni   più  semplici , 
delie  quali  sono  suscettibili  nello  stalo  di  generalità ,  e  di  cal- 
colarne   facilmente    i  valori    approssimati ,  allorché   divengano 
intieramente  determinate  ;  allora  le  trascendenti  di  cui  si  tratta, 
designate  ciascuna  con  un  segno  particolare    e  sottomesse    ad 
un'  opportuno   algoritmo  ,    potrebbero    adoperarsi    neir  analisi 
press'  a  poco  come   gli  archi   circolari  ed  i  logaritmi    (1)  ;  le 
applicazioni  del  calcolo  integrale  non  sarebbero   più  arrestate, 
come  finora ,  da  questa  specie  di  barriera ,  che  non  si   tenta 
pio  di  sorpassare,  allorché  il  problema  é  ridotto  alle   quadra- 
tare;  e  le  soluzioni,  appena  incominciate  con  questa  riduzione, 
riceverebbero  tutto  lo  sviluppo  che   comporta   la  natura   della 
questione.  » 

Ciò  che  sarebbe  stato  impossibile  di  eseguire  in  un  piano 
cosi  vasto  come  quello  ora  delineato,  Legendre  lo  realizzò  per 
le  trascendenti  o  quadrature  che  più  si  avvicinano  alle  trascen- 
denti circolari  e  logaritmiche ,  e  cioè  per  gli  integrali  di  difife- 
renziali  contenenti  una  radice  quadrata  di  una  funzione  intera 
del  terzo  o  quarto  grado;  integrali  che  furono  chiamati  ellittici, 
perchè  con  uno  di  essi  può  rappresentarsi  la  lunghezza  di  un 
arco  d'  ellisse.  Ma  é  debito  di  menzionare  alcune  ricerche  an- 
teriori a  Legendre. 

(i)  É  notissimo   che    gli    orchi  circolari  ed  i  logaritmi  possono  definirsi  come  intcgroli 
^  qiauliti  algebriche  io  virtù  delle  forinole 

y'         ^'                                                             fx  dx 
■  ^  ,  urc  C08  X  =  ecc.  ecc. ,  /«  =    /     


MacIaurÌD  e  d'  Alembert  si  sono  occupali  degli  integrali 
esprimibili  per  archi  d'  ellisse  o  d' iperbole  ;  trovarono  molte 
formolo  suscettibili  di  questa  riduzione;  ma,  come  Legendre 
fa  osservare ,  i  dififerenti  risultati  non  erano  legati  tra  loro  e 
non  potevano  formare  una  teoria. 

Il  matematico  italiano  Fagnani  aperse  la  via  a  speculazioni 
più  profonde.  Sino  dal  1714  propose  il  problema  di  deter- 
minare, per  la  parabola  rappresentata  dall'  equazione  y  =  ^, 
un'  arco  tale  che  la  sua  differenza  da  altr'  arco  dato  fosse 
rettificabile.  Egli  dimostrò,  che  si  possono  determinare  in  una 
infinità  di  maniere  ,  sopra  una  qualunque  ellisse  e  sopra  una 
qualunque  iperbole  data,  due  archi  la  cui  differenza  sia  espri- 
mibile algebricamente.  Dimostrò  pure ,  che  la  curva  chiamata 
lemniscata  gode  di  questa  singolare  proprietà,  che  i  suoi  archi 
possono  essere  moltiplicati  o  divisi  algebricamente  come  gli 
archi  circolari ,  sebbene  ciascuno  di  essi  sia  una  trascendente 
d'  ordine  superiore  (1). 

Eulero  trovò  e  fece  conoscere  nel  1761  la  vera  sorgente  di 
queste  ed  altre  proprietà  somiglianti  in  un  teorema  ,  il  quale 
va  tra  i  più  bei  trovati  di  questo  grande  pensatore.  Il  teorema 
consiste  in  ciò  ,  che ,  posto 


=/ 


dove  9  è  funzione  intera  del  quarto  grado  ,  esiste  fra  x,  y,  a 
una  relazione  algebrica.  Questa  equazione  algebrica  può  anche 
considerarsi  come  l' integrale  generale  della  equazione  diffe- 
renziale 

ds  d  y 


nel  qual  caso  a  esprimerebbe  la  costante  arbitraria. 

(1)  In  una  Ictlcru  iinìla  ulte  opere  di  Fagnani  si  incolpa  Muclaurin  di  aver  preso  dal 
matematico  italiano  una  parie  delle  sue  scoperte  relative  alla  Icmniscuia  ed  alla  curva  cla- 
stica ,  senza  debitamente  dichiararlo. 


QQando  la  funzione  f  sia  della  forma 

al  qoal  caso  suole  ridursi  qualunque  altro  ^    la  relazione  alge- 
brica fra  X,  y,  a  può  mettersi  sotto  la  forma  (1) 

l/^irr^  1^1^=^  -^y\/^  1— /c*a«  =  l/"r=^ 

Eulero  dichiara  di  non  aver  ottenuto  questo  risultato 
eoo  metodo  regolare,  ma  e  potius  tentando  .  vel  divinando  i 
e  raccomanda  ai  matematici  la  ricerca  di  un  metodo  diretto. 
Qoesta  importante  scoperta  diede  occasione  ad  Eulero  di 
paragonare  in  modo  più  generale ,  che  non  si  fosse  fatto  dap- 
prima ,  non  soltanto  gli  archi  di  una  stessa  ellisse ,  di  una 
stessa  iperbole  o  di   una  stessa   lemniscata,  ma   in    generale 

>m  1.  ms^«>mi  compre,,  «ella  tortola  /"^.doveP 

significa  una  funzione  razionale. 

Nel  1768  compare  il  lavoro  di  Lagrange ,  che  risponde 
air  esortazione  euleriana.  Lagrange  ottiene  l' integrale  trovato 
da  Eulero  con  un  metodo  la  cui  applicazione  si  eleva  gradata- 
mente dalle  trascendenti  inferiori  alle  trascendenti  euleriane. 
Egli  procede  anche  a  considerare  in  generale  1'  equazione 

ds     d  y 

il   L*ÌDlegrale  consideralo  da  Eulero  é  più  generale  di  quello  consideralo  da  Fagnani. 
U  proprieli  tlabilita  nel  suo  teorema  è  analoga  a  quella  di  cui  gode  l'integrale  circolare 

-r  *=  are  scn  x , 


J 


per  il  qoale  si  sa ,  che  1*  equazione 

r^     d^  ny     di  ra     di 

are  sen  »  -|-  are  sen  y  b»  are  sen  a 
é  niiJiMiUa  dalla  relazione  algebrica 


e  coDcbiude ,  che,  se  f  è  funzione  intera  di  grado  superiore  al 
quarto,  T  equazione  non  può  essere  integrata,  tranne  in  casi  par- 
ticolari. Eulero  stesso  avvertiva  già,  mediante  un  caso  particolare, 
che  il  proprio  risultato  non  sarebbesi  potuto  generalizzare 
nel  senso  che  poteva  parere  più  naturale.  Era  riservato  ad  Abel 
lo  scoprire  in  qual  senso  la  generalizzazione  fosse  possibile. 

Nel  1775  e  1780  Landen,  matematico  inglese,  fa  conoscere 
che  qualunque  arco  d' iperbole  equivale  alla  differenza  di  due 
archi  d'  ellisse  coli'  aggiunta  di  una  quantità  algebrica;  scoperta 
memorabile^  come  Legendre  riflette,  la  quale  semplifica  la  teo- 
rica di  queste  trascendenti,  ed  avrebbe  potuto  condurre  V  au- 
tore ad  altri  risultati  più  importanti.  Il  teorema  di  Eulero 
stabilisce  relazioni  soltanto  tra  integrali  simili,  cioè  fra  integrali 
che,  supposto  (f  della  forma  (1  —  ^)  (1  —  k^  ^),  avrebbero  uno 
stesso  modulo  k.  La  scoperta  di  Landen  stabilisce  una  rela- 
zione fra  integrali  di  modulo  differente.  Questa  scoperta ,  mo- 
strando che  un  integrale  ellittico  può  essere  trasformato  in 
altro  integrale  della  stessa  specie  con  una  sostituzione  algebrica 
semplice,  è  il  germe  della  teoria  della  trasformazione. 

Nel  1784-1785  Lagrange  segnalavasi  di  nuovo  nello  studio 
di  queste  trascendenti.  Egli  mostrava  che  la  integrazione  di 
qualunque  funzione  irrazionale  ,  perchè  contenente  una  radice 
quadrata  di  una  funzione  intera  f ,  può  farsi  dipendere    dalla 

P 

integrazione  di  una  funzione  della  forma  -; — 7—  ,  P   essendo 

razionale  ;  e  che,  se  il  grado  di  f  non  supera  quattro,  la  inte- 
grazione può  infine  ridursi  a  quella  di 

Ndx 

essendo  N  razionale  in  x\  Ridotto  T  integrale  ellittico  a  questa 
forma,  Lagrange  mostra,  come,  coir  introduzione  di  una  nuova 
variabile,  esso  possa  ridursi  ad  altro  di  forma  simile,  ma  in  cui 
p  eq  trovansi  surrogate  da  due  nuove  quantità  f/  e  q';  ciò  che,  sot- 
to forma  alquanto  diversa,  è  ancora  la  trasformazione  data  da 


Unden.  Ora,  se  p  è  maggiore  di  9 , }/  riesce  maggiore  di  p  e  / 
miDore  dì  9  ;  e  quindi ,  ripetendo  un  opportuno  numero  n  di 
Tolte  la  trasformazione,  si  può  giungere  ad  un'  integrale  in  cui 
j(»)sia  tanto  piccolo,  che  il  fattore  ìzt(]^^^oo^  possa  essere  sur- 
rogato dair  unità,  e  però  V  integrale  da  uno  esprimibile  per 
archi  circolari  0  per  logaritmi.  Ovvero,  colle  successive  trasforma- 
zioni nel  senso  opposto,  si  può  giungere  ad  un'  integrale  in 
coi  (*)p  e  ^^)q  riescano  cosi  poco  differenti  tra  loro  da  poter 
surrogare  al  radicale  uno  dei  fattori  razionali  di  secondo  grado, 
che  lo  compongono.  In  luogo  poi  di  surrogare  all'  integrale , 
risultante  da  una  delle  trasformazioni ,  l' una  0  l' altra  sorta 
di  integrali  più  semplici  ora  indicati^  si  potrà  spingere  la  cal- 
colazione dell'  integrale  medesimo  a  quel  grado  di  approssima- 
none  che  potrà  desiderarsi ,  col  mezzo  di  uno  sviluppo  in 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  quantità 
{(fr)  neir  un  supposto,  Wg  —  Wp  nell'  altro  )  che  riesce  piccola 
mercè  le  successive  trasformazioni. 

Queste  erano  le  principali  .scoperte  dei  matematici  nel 
campo,  che  stiamo  contemplando,  allorché  comparvero,  fra  le 
Memorie  dell'  Accademia  di  Parigi  per  il  1786 ,  le  prime  ri- 
cerche di  Legendre  suU'  integrazione  per  archi  ellittici.  Quest'  il- 
lustre matematico  non  cessò  mai  d'  allora  in  poi  di  ritornare 
ad  intervalli  sullo  studio  delle  trascendenti  ellittiche,  che 
giustamente  furono  chiamate  1'  argomento  suo  prediletto. 
Dal  1786  fino  al  1827 ,  nel  qual  anno  consegna  al  pub- 
blico il  suo  Traile  de$  fonctions  elliptiques ,  egli  fu  pressoché 
solo  ad  occuparsene.  Abbiamo  detto  essere  a  lui  da  tributarsi 
principalmente  1'  onore  di  avere  aperta  la  nuova  èra  della  dot- 
trina integrale.  Ed  invero,  é  gran  merito  il  suo  di  avere  rico- 
nosciuto nel  campo  integrale  il  bisogno  di  lavori  più  sistematici, 
di  avere  ravvisato  nelle  menzionate  scoperte  i  fondamenti  di 
un'importante  teorica,  a  costruire  la  quale  dovesse  consistere 
il  primo  dei  lavori  sistematici  anzidetti,  e  di  avere  quest'  opera 
M)punto  intrapresa  e  continuata  con  grande  amore,  e  solo,  per 
tutta  quasi  la  sua  vita.  Non  ci  fermeremo  ad  accennare  partitamen- 


8 

te  quali  risultati  ei  somministrasse  nel  1786,  poi  nel  saggio  pre- 
sentato all'Accademia  nel  1792^  negli  Exercicesde  Calctd  Integrai  e 
finalmente  nel  Traile  des  fonctions  eUiptiques  ;  ma  cercheremo 
di  dare  succintamente  l' idea  complessiva  della  teorica  che 
giunse  a  stabilire.  Questa  può  riassumersi  nei  seguenti  capi. 

1.  Completando  ciò  che  Lagrange  aveva  principiato ,  egli 
riduce  l'integrale  generale 

Pdx 


A 


l^a  +  jSoj+yaJ^  +  ^ar^  +  e  ic* 
ai  tre  tipi  o  forme  canoniche  irriducibili  tra  loro 

dx 


/, 


/ 


/; 


dx 


d  X 


Chiama  questi  integrali   funzioni   o  trascendenti  ellittiche   di  i^  » 
2^>  3^  specie ,  e ,  mediante  la  sostituzione 

X  =  sen  (f , 

li  riduce  e  li  suoi  considerare  sotto  la  forma 


/ 


n 

d  (f 

J  \rr 

0 

—  k^  sen*  (f 

0 

-  ft*  sen*  (fd(f, 

d  9 

?.  

(l+nsen*y)l/"i  _ft»seQ*y 

Noi  però,  per  ragioni  che  fra  breve  diremo,   Don  adopre- 
remo  la  parola  funzione,  ma  ancora  quella  di  integrale. 


Egli  indica  colle  lettere  F,  E,  n  i  tre  integrali  anzidetti 
e  con  A  il  radicale»  laonde  può  scrivere 


F=F(y)  =  F(fc,9)  =  y 


A 


E  =  E{(f)  =  E(k,(f)=  jAdf 


n=n(fi,fc,9)=  Aj 


d(f 


+  n  sen*  y)  A 


Dà  alla  variabile  9  il  nome  di  amplitudine ,  alla  costante  k 
qoello  di  modtdo  ed  alla  costante  n  quello  di  parametro.  La  ri- 
dozione  alle  tre  forme  fisse  qui  esposte  è ,  come  Legendre 
stesso  fa  osservare ,  cosa  capitale  per  lo  stabilimento  della  in- 
tiera teorica  ;  da  essa  risulta  il  sistema  di  nomenclatura  e  di 
notazione,  che  deve  servire  per  rappresentare  questi  integrali 
negli  usi  ordinar}  dell'  analisi  e  per  investigarne  con  maggior 
agevolezza  le  proprietà. 

In  seguito  distingue  gli  integrali  di  terza  specie  in  integrali 
a  fwcmetro  circolare  ed  in  integrali  a  parametro  logaritmico , 
distinzione  a  cui  una  memorabile  scoperta  di  Jacobi  accrebbe 
sommamente  V  importanza,  dal  punto  di  vista  della  calcolazione 
0  realizzazione  numerica. 

2.  Confronta  tra  loro  gli  integrali  di  una  stessa  specie,  dif- 
ferenti soltanto  per  T  amplitudine.  Questa  parte  si  divide  in 
tre,  relative  ordinatamente  a  ciascuna  delle  tre  specie  ;  e  ne  è 
foDdamento  il  teorema  d'  Eulero. 

3.  Trova  relazioni  fra  integrali  delle  differenti  specie,  tra 
le  quali  essenzialmente  da  notarsi  compajono  :  la  relazione 
semplicissima  fra  gli  integrali  completi  di  prima  e  seconda  specie, 
dipendenti  da  due  moduli  complementari  ;  e  quella  di  scambio 
^  parametro  ed   argomento  nell'  integrale    di    terza   specie. 
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Completi  ei  chiama  gli  integrali  F,E,n,  quando  V  amplitadine 
sia  ~  ;  e  complementari  due  moduli,  quando  la  somma  dei  loro 

quadrati  sia  T  unità. 

4.  Sviluppa  gli  integrali  io  serie  ,  che   possano  servire  a 
calcolarne  i  valori. 

5.  Espone  il  metodo  delle  successive  trasformazioni  «  la 
coi  origine  vedemmo  doversi  a  Lagrange.  Siccome  la  trasfor- 
mazione ripetuta  indefinitamente  conduce,  si  nelPuno  che  nel- 
r  altro  senso,  verso  integrali  di  natura  più  semplice,  cìoò  cir* 
colare  o  logarìtmica;  cosi  si  hanno  due  modi  di  approssima- 
zione ,  uno  per  serie  di  integrali  a  moduli  crescenti ,  Y  altro 
per  serie  di  integrali  a  moduli  decrescenti.  Per  le  tre  specie 
di  integrali  ne  provengono  quindi  in  complesso  sei  processi 
d' approssimazione  da  considerare.  Oltre  questa  scala  di  moduU, 
Legendre  trova  ed  espone  nel  Traité  una  seconda  specie  di 
trasformazione  e  quindi  una  seconda  scala  di  moduU,  che,  com- 
binata colla  prima,  dà  luogo  alla  formazione,  com'  egli  dice,  di 
una  specie  di  scacchiere  analitico,  i  cui  quadretti  corrispondono 
alle  trasformazioni  in  numero  infinito,  che  il  più  semplice  de- 
gli integrali  ellittici  può  subire,  senza  cessare  di  essere  simile 
a  sé  stesso. 

6.  La  riduzione  ad  integrali  ellittici  di  quadrature  non 
contenute  neir  integrale  generale  su  indicato. 

7.  La  costruzione  di  tavole  numeriche ,  affinchè  Y  uso  de- 
gli integrali  ellittici  potesse  introdursi  neir  analisi  come  quello 
delle  funzioni  circolari  e  logaritmiche;  affinchè  cioè  il  loro  va- 
lore si  potesse  prontamente  calcolare  in  ogni  caso  particolare, 
e  si  potessero  risguardare  come  effettivamente  integrate  ,  e 
occorrendo  calcolabili  senz^  altro  ,  tutte  le  espressioni  che  ai 
medesimi  si  trovassero  ridotte.  Egli  fa  osservare  che  non  poteva 
essere  questione  di  costruir  tavole  per  gli  integrali  di  terza 
specie  ;  poiché ,  contenendo  essi  oltre  la  variabile  principale , 
cioè  r  amplitudine ,  due  costanti  arbitrarie ,  cioè  il  modulo  ed 
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il  parametro ,  si  sarebbe  dovuto  costruire   tavole   a  tripla  en- 
trata ,  cosa  pressoché  impossibile  (1). 

Come  dicemmo ,  i  matematici  non  presero  parte  ai  lavori 
di  Legendre  intorno  agli  integrali  ellittici,  e  Questa  specie  di 
abbandono  ,  dice  Legendre  nel  Tratte ,  ha  senza  dubbio  ri- 
tardato i  progressi  della  Teorica  degli  integrali  ellittici  ;  ma 
r  Autore ,  con  sforzi  rinnovati  a  grandi  intervalli  di  tempo , 
giunse  infine  a  quasi  affatto  completarla.  >  Ma  i  primi  due  vo- 
lumi del  Tratte  erano  appena  comparsi  in  pubblico ,  che ,  di 
mezzo  alla  generale  noncuranza,  balzarono  fuori  le  grandi  sco- 
perte di  Abel  e  Jacobi.  La  prima  Memoria  di  Abel  sulle  tra- 
scendenti ellìttiche,  contenuta  nel  secondo  volume  del  giornale 
di  Creile ,  apparve  nella  primavera  del  1827  ;  e  nell'  estate  di 
questo  medesimo  anno  Jacobi  pubblicava  nelle  Astronomische 
Hachrichten  del  sìg.  Schumacher  il  primo  annunzio  delle  sue 
scoperte  intorno  alle  medesime  trascendenti. 

Per  queste  pubblicazioni  la  teorica  delle  trascendenti  el- 
littiche assumeva  un'aspetto  affatto  nuovo,  e  lungi  dall'apparire 
qnasi  compiuta  ,  come  già  agli  occhi  di  Legendre  ,  essa  pre- 
seotavasi  come  appena  incominciata  e  quindi  esigente  altri 
grandi  studii>  per  essere  condotta  a  compimento.  L'assai  pro- 
vetto ed  illustre  matematico  accolse  con  entusiasmo,  degno 
d'ogni  lode,  le  scoperte  dei  due  novelli  analisti. 

Innanzi  che  diciamo  dei  lavori  di  questi ,  ci  si  permetta 
di  ricordare  la  dichiarazione  fatta  nella  prefazione,  che^  cioè. 


(I)  Propriamenle  1*  opera,  che  soolsi  complessivamente  denotare  col  titolo  di  Tratte  dei 
fitclMiM  eU»ptifne$  contiene  anche  altre  parti.  Essa  consta  di  tre  volumi.  Ciò  che  noi 
•Uhudo  wmmariamente  indicato  è  tutto  compreso  nei  due  primi  volumi  insieme  con  up- 
P^Kttioiii  alla  geometria  ed  alla  meccanica  ,  col  trattato  degli  integrali  euleriani ,  e  con 
Vìa»  altra  ricerea.  Il  primo  volume  veniva  presentato  dall'autore  nel  1825  all'Accademia 
<lcBe  Sdenie,  ma  non  compariva  in  pubblico  che  nel  1837,  insieme  col  secondo  volume.  11 
ter»  votane  infine  consta  di  tre  supplementi  destinati  ad  arricchire  il  Tratte  di  una  parte 
Me  Moperle  di  Abel  e  Jacobi  ;  supplementi  che  perciò  comparvero  gradatamente  pia  tardi, 
9  Imo  MB  eiaeiido  stato  compito  che  nel  Marzo  1832. 
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non  entra  nel  piano  di  queste  Notizie  di  menzionare  tutti  i 
risultali  d'  importanza  nella  teorica  speciale  delie  trascendenti 
ellittiche  o  nelle  singole  altre  teoriche,  delle  quali  dovremo 
far  cenno  (1). 

Comunque  la  trasformazione  ed  il  progresso  della  teorica 
delie  funzioni  ellittiche  dovuti  ad  Abel  e  Jacobi  sieno  risultali  dal- 
l'azione  simultanea  di  parecchi  pensieri,  che  si  ajutano  reciproca- 
mente, pure  a  due  di  questi  sembra  che  debba  attribuirsi  la  mag' 
giore  importanza  ,  penetrando  essi  intimamente  tutte  le  partk 
della  nuova  teorica  ,  come  poi  anche  le  successive  teoriche 
delle  trascendenti  superiori. 

L'  uno  di  questi  pensieri  è  quello  di  considerare  ,  come 
principale  funzione  da  studiarsi,  non  già  la  dipendenza  deir  in- 
tegrale (ellittico  di  prima  specie)  dal  suo  limite,  ma  la  dipen- 
denza del  limite  dal  valor  dell'  integrale.  Crediamo  utile  di 
commentare  questa  idea  della  inversione  deW  integrale  riportando 
parte  di  quanto  Jacobi,  qualche  anno  dopo,  esponeva  nella  Me- 
moria Considerationes  generales  de   transcendentibus  Abelianis.  (2) 

e  Eulero  dimostrava  che  la  trascendente  $  (x),  definita  da 


(1)  Per  non  mancare  di  troppo  alle  indicazioni  desiderabili  circa  i  lavori  di  Abel  e 
Jacobi  faremo  notare  ciò  che  segue. 

La  maggior  parte  dei  lavori  pubblicati  da  Abel  lo  furono  nei  primi  quattro  tomi  del 
giornale  di  Creile.  Dopo  la  sua  morte  ,  tutto  ciò  eh*  egli  aveva  già  fatto  pubblicare  e  ciò 
che  rimaneva  ancora  inedito  fra  le  carte  dà  lui  lasciate  ,  venne  raccolto  per  cura  del  sig. 
Holmboe,  prof,  all'  Università  di  Christiania,  e  pubblicato  nel  1839  ,  a  spese  del  Governo 
di  Norvegia^  col  titolo  OEuvres  complétes  de  N.  II.  Abel.  In  questa  raccolta  manca  soltanto  la 
Memoria  presentata  all'  Istituto  di  Francia  ,  per  ottenere  allora  copia  della  quale  11  sig» 
Holmboe  dichiara  che  ogni  sforxo  riuscì  infruttuoso. 

Quasi  tutti  i  lavori  pubblicati  da  Jacobi  Io  furono  per  la  prima  volta  nei  primi  iS 
tomi  del  giornale  di  Creile.  Quanto  alle  funzioni  ellittiche  ,  bisogna  eccettuare  la  femosa 
opera  Fundamenta  nova  theoria  funetionum  eliipticarum  pubblicata  a  KOnigsberg  nd  1829. 
Quest*  opera^  com'  è  chiaro  per  la  stessa  sua  data^  non  contiene  che  una  parte  delle  rieerrlie 
di  Jacobi  sulle  trascendenti  ellittiche,  e  non  è,  come  forse  il  titolo  potrebbe  lasciar  credere, 
perfettamente  adatta  come  primo  oggetto  di  studio  per  chi  trovasi  affatto  digiuno  di  eie 
che  sia  teorica  delle  funiioni  ellittiche  anche  nel  senso  attribuitole  dapprima  da  Lcgeodre. 
Sono  poi  tuttora  in  corso  di  ordinamento  e  pubblicazione,  per  volumi,  molti  e  svariati  lavori, 
ai  quali  la  sorte  non  permise  che  Jacobi  desse  1'  ultima  mano. 

(2)  Creile,  tomo  9. 
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0 

dove  f  è  fuDzioDe  ÌDtera  del  quarto  grado^  gode  della  singolare 
proprietà  ,  che  ,  posto 

*(aj)  +  *(j/)  =  $(a), 

si  può  determinare  algebricamente  a  per  mezzo  di  x  ed  j/.  Su 
questo  teorema ,  e  col  sussidio  della  trasformazione  della  tra- 
scendente $  (x)  scoperta  dal  eh.  Landen ,  Legendre  costruì 
un'  estesa  teorica,  presentemente  chiamata  teorica  delle  funzioni 
ellittiche.  Tuttavia  non  è  possibile  di  conoscere  perfettamente 
la  natura  di  queste  trascendenti  col  considerare  la  sola  fun- 
zione *  {x)  ovvero  questa  più  generale 

f  {x)  d  X 


f 


\/^(x) 


dove  f(x)  è  funzione  razionale  di  a;,  ma  bisogna  considerare 
Ja  funzione^  di  cui  la  ^{x)  è  la  inversa^  cioè  bisogna  conside- 
rare V  intervaUo  o  Umite  x  come  funzione  delV  integrale  $  {x).  » 
e  Imperocché,  se,  volendoci  regolare  per  analogia  «  consi- 
<leriamo  le  funzioni  circolari ,  che  sono  comprese  come  casi 
particolari  nelle  ellittiche,  vediamo,  che  anche  per  esse^  posto 


/dx 


gli  analisti  considerano  il  limite  x  come  funzione  dell' integrale  u, 
denominandola  seno.  La  qual  funzione  sappiamo  che  gode  di 
proprietà  sommamente  importanti,  che  ne  rendono  frequentis- 
simi r  uso  e  r  applicazione  in  tutta  l' analisi.  Essa  gode , 
tacendo  di  altre,  delle  seguenti  proprietà  :  ha  un  solo  e  deter- 
minalo valore  per  ogni  valore  della  variabile  od  argomento  u; 
può  svilupparsi  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  u  e 
convergente  per  qualunque  valore  reale  od  imaginario  di  que- 
st'  argomento  ;  può  decomporsi  in  fattori  lineari ,  che  vengono 
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determinati  dai  valori  di  u  per  i  quali  la  funzione  8i  annulla; 
insomma  gode  di  tutte  le  proprietà  di  una  funzione  razionale  in- 
tera di  u.  Air  incontro  u  vien  considerata  dagli  analisti  soltanto 
come  inversa  della  funzione  (c=^sen  ti,  dicendosi  eh'  essa  è  quel- 
l'arco il  di  cui  seno  è  eguale  a  a;,  ovvero  scrivendosi  ti=arcsenx; 
una  siffatta  funzione  u  di  x  non  si    può  in  nessun  modo    svi- 
luppare in  serie  sempre  convergente   e  non  ammette  un    solo 
valore;  ma  ne  ammette  una  infinilà,  essendo  in  sostanza  come 
radice  deW  equazione  algebrica    di  grado  infinito  x  i=  sen  u    (i)- 
Quindi  non  si  stimò  conveniente  di  stabilire  a  bella  posta  pct^ 
essa  un  nome  ed  un  segno  particolare.  » 
t  Lo  stesso  avviene  della  trascendente 

^  ,  .  -       d  X 


{x)  —  u  =J 


[/(f(x)' 


La  funzione  ^(x)  non  può  in  nessun  modo  svilupparsi  in  serie 
sempre  convergente  ,  non  ammette  un  solo  valore,  ma  ne  am- 
mette un  numero  doppiamente  infinito.  Mentre,  al  contrario, 
la  funzione  x  dell'  integrale  ^I>  ,  ossia  di  u  ,  gode  di  tutte  le 
proprietà  di  una  funzione  razionale  fratta;  potendosi  considerare 
come  una  frazione  ,  della  quale  tanto  il  numeratore  quanto  il 
denominatore  sono  funzioni  razionali  intere  di  grado  infinito. 
Queste  funzioni  razionali  intere  di  grado  infinito  si  possono  svi- 
luppare in  serie  rapidissimamente  convergenti  per  qualunque 
valore  di  u  reale  od  imaginario;  si  possono  decomporre  in  fat- 
tori lineari,  che  si  determinano  facilmente,  per  l'una  mediante 
i  valori  di  u  per  i  quali  x  si  annulla  ;  per  V  altra  mediante  i 
valori  di  u  per  i  quali  x  diviene  infinita.  Finalmente  la  fun- 
zione X  dì  u  gode ,  tacendo  di  altre ,  della  proprietà  di  avere 
due  periodi,  uno  reale,  T altro  imaginario,  ove  il  modulo  sia 

(t)  Ossiu 
Uovo  il  sogno  lim  esprime  che  i!  giado  iM  polinomio  f.M  pnrcnt  osi  deve  ci  escere  ali*  iafinilo. 


reale  ;  per  il  che  riesce  distinta  sopra  tutte  le  trascendenti  fi- 
nora conosciate.  Come  la  funzione  circolare  x  =  8enu  possiede 
il  periodo  reale  ^n  ,  poiché  sen  (w  +  27r)  =:senu;  come  la 
foDzione  esponenziale  e^  possiede  il  periodo  imaginario  27ri/^~f^ 
poiché  e*  +  *«v  — *z=e»:  cosi,  per  osservazione  fatta  da  noi 
e  dal  eh.  Abel ,  la  funzione  ellittica  x  di  u  possiede  i  due 
periodi  ÌK  e  ^K']/"Zir{  ,   vale    a  dire   non    muta  di    valore 

mutando  u  in  u+ifK  ovvero  in  w+  ^K!]/^  —  {  ,  esprimendo 
ff  e  £^  gli  integrali  definiti 


1C  w 

Per  queste  ragioni  noi  ed  il  eh.  Abel  giudicammo  che  i'  arte 
analìtica  acquisterebbe  grandi  incrementi,  introducendo  questa 
nuova  fanzione  x=^sen  amu,  di  cui  la  trascendente  u  =  *  (a;) 
è  inversa ,  cioè  una  delle  radici  dell'  equazione  algebrica 
xzizseHamu^  delle  quali  il  numero  è  doppiamente  infinito.  > 
Quind'  innanzi  la  denominazione  di  funzioni  ellittiche  fu  ri- 
servata per  la  funzione  sen  am  u  e  per  due  altre ,  che  ,  con- 
template pure  si  da  Abel  che  da  Jacobi ,  venivano  da  questo 
espresse  con  cosamu  e  Aam  u  ,  e  sono  cosi  strettamente  le- 
gate alla  senamu  {i),  e  si  presentano  cosi  inevitabilmente  in 
qufóta  teorica ,  come  il  coseno  è  legato  e  si  presenta  insieme 
col  seno  nella  teorica  delle  funzioni  circolari.  Per  aver  dunque 
riguardo  alle  suesposte  ragioni,  uniformarci  al  presente  uso  ge- 
nerale, ed  evitare  nel  tempo  stesso  ogni  confusione  ,  noi  ab- 
bandonammo sin   dal   principio   la  denominazione  di  funzioni 


(\)  Le  rrlozìoni  sono 

Coi  om  :ì  -^y    i  — sen-  am  h,       ìÌ  am  u  -=  [/    1  —  k-  sen-  am  ti . 
«'ove  ;  radicali  riiluconsi  air  tinilà  coir  annullarsi  di  xcn  am  u. 
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ellittiche  data  agli  integrali  ellittici  da  Legendre;  di  cui  potrà 
fare  meraviglia ,  che  mai  non  gli  sia  sorlo  il  peosiero  di  con- 
siderare il  limite  come  funzioDO  deli'  integrale. 

Il  secondo  dei  due  pensieri  principali,  comune  esso  pure 
ad  Abel  e  Jacobi ,  fu  quello  d' introdurre  1'  immaginario  in 
questa  teorica.  E  qui  sarebbe  da  stupire  che  siffatta  idea  sia 
sfuggita  ad  Eulero ,  fra  i  primi  e  più  bei  trovati  del  quale  si 
novera  quello  di  aver  condotta  la  teorica  delle  funzioni  circo- 
lari, trattandole  come  grandezze  esponenziali  imaginarie,  a  tal 
grado  di  semplicità  e  d'  estensione  ,  che  a  quasi  tutto  il 
campo  dell'analisi  ne  fu  portata  una  essenziale  trasformazione. 

Egli  è  introducendo  l' imaginarìo  nelle  nuove  funzioni  da 
essi  contemplate,  cioè  nelle  funzioni  ellittiche,  che  Abel  e  Ja^ 
cobi  poterono  riconoscere  che  le  medesime  partecipano  dell» 
natura  delie  funzioni  circolari  insieme  e  delle  esponenziali , 
vale  a  dire  che  sono  doppiamente  periodiche. 

Abel  e  Jacobi  rivolsero  dapprima  le  loro  ricerche  verso 
due  differenti  regioni  della  teorica  delle  trascendenti  ellittiche  (!)• 

Abel  mirò  principalmente  ai  problemi  della  moltiplicazione 
e  della  divisione  (2).  Col  principio   del  doppio  periodo   pene- 


(I)  Colla  parola  trasùendenii  intenderemo  abbracciare  tutC  assieme  le  fuozioni  ioTerse, 
(cioè  i  limiti  considerali  come  funzioni  degli  integrali)  e  gli  integrali  considerati  come  fun- 
zioni dei  limiti  o  di  altre  variobili ,  e  specialmente  delle  variabili  determinate  da  inte- 
grali di  prima  specie.  Poiché  si  vedrà  ,  tanto  per  le  ellittiche  quanto  per  le  trasecndeiU 
superiori,  ch'egli  è  considerando  gli  integrali  di  seconda  e  terza  specie  in  opportona  di- 
pendenza da  quelli  di  prima  specie  cogli  stessi  limili  che  si  ottennero  posteriormente  i  ri- 
sullati  i  più  rimarchevoli. 

(^)  D*  ora  innanzi  designeremo  le  funzioni  ellittiche  colla  notazione  di  Gadermano,  pti 
breve  di  quella  di  Jacobi ,  cioè  con  m  ti,  m  u,  dn  ti. 

Il  problema  della  moltiplicazione  consiste  nel  determinare  snmw,  cnmu,  rfn  nw,  dove 
m  significa  un  numero  intero,  mediante  «n  ti  ^  cn  u,  dn  u.  È  assai  facile  ,  e  si  trovano  per 
ffi  mti,  en  mu,  dnmu  espressioni  razionali  in  snti,  enti,  dnu» 

Il  problema  della  divisione  è  V  inverso  del  precedente  ossia  è   il  problema  di   determi- 


ti 


nare  sn  —  ,cn  -^  ,    dn  -^     mediante  snu  ,  cn  ti ,  dnu,  É  molto  più  diflBcile  ,  dipendendo 
tn  tn  tn 

dalla  risoluzione  di  un*  equazione  del  grado  nfi. 

Questi  problemi  possono  riferirsi,  secondochè  piace,  alle  dette  funzioni  od  aU'  integrai^ 
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trando  bene  addentro  oella  natura  delle  radici  dell'  equazione^ 
da  coi  la  divisione  dipende,  giungeva  alla  scoperta  affatto  ina- 
spettata, che  la  divisione  generale  dell'integrale  ellittico,  con 
limite  arbitrario,  può  essere  effettuata  sempre  algebricamente  , 
cioè  con  sempiici  estrazioni  di  radici,  ogni  qualvolta  si  presup- 
ponga già  eseguita  la  divisione  particolare  deir  integrale   com- 
pleto. Oltre  i  risultati  concernenti  la  divisione,  il  primo  lavoro 
di  Abel  contiene  altre  scoperte,  che  per  l' analisi  sono  forse  di 
ancor   maggiore    momento.    Facendo    crescere    air  infinito    il 
moltiplicatore    nelle    formolo  relative    alla   moltiplicazione ,    e 
cioè  nelle    formolo    per  via  delle    quali  egli  aveva   rappresen- 
talo le  funzioni  ellittiche  di    un  argomento   multiplo  mediante 
le  funzioni  dell'  argomento   semplice  ,    ottenne  espressioni   di 
sommo    rilievo    per    le    funzioni  ellittiche  :  le  une  sotto  forma 
di  serie  doppiamente    infinite  di   frazioni    razionali  ;   le   altre 
soUo  forma  di  prodotti  doppiamente  infiniti  di  fattori  razionali, 
ossia,  come  torna  meglio  considerarle,  sotta  forma  di  quozienti 
dì  prodotti  doppiamente  infiniti  di  fattori  razionali  interi. 


i  oad«  tnt  proTennero.  Rìferilo  ali*  integrale  ,    il  problema  della  divisione  enoneierebbesi 
MM  Mgge  :  Determinare  y  per  meno  di  x  in  modo  che  sia  : 

rv dy i      rr dx 

PoniiBo  riflettere  che  il  teorema  d*  Eulero  esibiva  precisamente  la  risoluzione  dei  due 
rn^icBi  d*  addiiiooe  e  sottrazione.  Ponendo  : 

x  =  »nu  ,    y  =t«io  , 
h  cfiagliania 

/*  dj ry rf4 ro rfS 

di 

a  s=  »n  (u  -j-  tj) , 

e  h  rduioae  algebrica  fo.nita  dal  teorema  euleriano  determina  algebricamente 

f»  (u  4-  o)>  come  anche  cn  («  -|"  •')  >  *'*»  ('*+'')» 

inu,  snv  ;  enu  ,  env;  dnu,  dn  v. 
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Jacobi  invece  esordi   coi    problema    della   trasformazione. 
La  trasformazione  di  Landen    e  Lagrange  era  la  sola  che  Ja- 
cobi conoscesse ,  non  essendosi  ancora  propagata  in  Germaoia 
la  seconda  trasformazione,  trovata  da  Legendre.  Una  induzione 
felice  ,  nella  quale    ebbe  parte   principale   il   sottile  e    affatto 
nuovo  pensiero  di  considerare  la  trasformazione  e  la  moltipli- 
cazione da  un  comune  punto  di  vista ,  e  V  ultima   come  caso 
speciale  della  prima,  condusse  Jacobi  a  presentire^  che  funzioni 
razionali  d'  ogni  grado  fossero  atte  a  trasformare  un'  integrale 
ellittico  in  un  altro  della  stessa  forma.  E  pertanto  intraprese  e 
riusci  a  dimostrare  ,    che    ciò  ha  luogo  in   realtà  ,  palesando 
r  intima  natura  analitica   della   espressione    fratta    appropriata 
alla  trasformazione.  Da  un  solo  anello  egli  ha  saputo  '  dedurre 
r  esistenza  e  riconoscere  la  natura  di  una  catena  inQnita. 

Ma^  come  dicemmo,  noi  non  dobbiamo  enumerare  tutte  le 
ricerche  ed  i  risultati  conseguiti  da  Abel  e  Jacobi  per  fabbri- 
care la  teorica  delle  trascendenti  ellittiche.  E  però,  ommettendo 
ormai  ogni  altra  speciale  indicazione ,  ci  restrìngeremo  a  toc- 
care di  quella  trascendente,  che  fu  il  principale  stnimento  di 
Jacobi  nelle  sue  posteriori  ricerche  (che  con  lui  (1)  designe- 
remo sino  d'  ora  con  S-),  e  che  non  solo  prese  a  dominare  tato 
la  teorica  delle  trascendenti  ellittiche,  ma  che,  opportunamente 
generalizzata,  divenne  V  elemento  analitico  principale  delle  teo- 
riche, che  andarono  sorgendo  per  le  trascendenti  superiori.  J*" 
cobi  concepì  la  idea  d' introdurre  nell'  analisi ,  come  trascen- 
dente che  avesse  una  esistenza  propria,  uno,  e  quindi  tutti  (2) 
i  prodotti  infiniti,  per  ì  cui  quozienti  eransi  trovate  esprimibili 
le  funzioni  ellittiche.  Abel  otteneva,  come  già  si  è  detto i 
questi  prodotti  considerando   il    caso   limite  (m  =  oc)  dell^ 

(1)  Nei  Fund.  Nov,  Jacobi  adopera  propriamente  la  majuscola  Q.     Fora*  anche  bO* 
affatto  inutile  V  avvertire  che  si  adopera  pure  V  altra  minuscola  0. 

(2)  Quesli  quattro  prodotti  sono  lutti  di  una  stessa  natura  analitica  ,  sono  eipriP^ 
semplicissimamente  V  uno  per  V  ajtro  ,  e  possono  risguardarsi  come  casi  particolari  di  ^ 
tota  trascendente.  Perciò,  anche  volendo  alludere  a  tutti  quattro  «  si  potrà  dire  iodlArc^ 
melile  la  (ratcendente  o  If  tratcendenti  ^. 
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moUiplicazioDe ,  Jacobi  li  ottenneTa  invece  considerando  il  caso 
limile  della   trasformazione.  1   prodotti  di    Abel    presentavansi 
come  doppiamente  ìnGnili,  quelli  di  Jacobi  come  semplicemente 
infiniti.  Quando  Jacobi  riusci  a  porre  sotto  forma  di  serie  sif- 
falti  prodotti,  vi  riconobbe  una  funzione  presentatasi  già  ai  mate- 
matici francesi  nelle  ricerche  di  fìsica  matematica.  Però^  men- 
tre allora  la  detta  funzione  era  stata  poco  considerata   e  solo 
DDa  delle  sue  proprietà  era  stata  avvertita,  Jacobi  la  sottopose 
ad  un  profondo  esame ,  ne  riconobbe  la  natura  analitica,  e  la 
iotrodusse  nello   studio    degli  integrali    ellittici  di    seconda   e 
terza  specie.  Ciò  ebbe  per  effetto  che  queste   due    specie    di 
integrali  venissero  ridotte  a  dipendere  da  quest'unica  funzione 
ed  in  modo  assai  semplice  ;  e   che  quindi ,  non   solo   venisse 
riconosciuto  l' intimo  legame  di  già    note  ma  isolate   proprietà 
degli  integrali  stessi,  ma  diventasse  possibile  una  grande  sem- 
plìficazione  di  tutta  quanta  la  teorica  delle  trascendenti  ellittiche, 
la  qoale  veniva  a  potersi    fabbricare  con   un'  unico   elemento 
analitico,  vale  a  dire  con  la  sola  5.  La  riduzione  dell'  integrale 
di  terza  specie  ,  che  dipende   da    tre   quantità   letterali ,   alla 
fnozione  5 ,  che  dipende   soltanto   da  due  ,  riusciva  un    fatto 
estremamente  rimarchevole.  Faremo  riflettere,  che,  risultando 
reali  queste  due  quantità  per  Y  integrale  a  parametro    logarit- 
mico, diventa  possibile  di  calcolare  il  valore  di  siffatto  integrale 
eoo  tavole  a  doppia  entrata;  il  che  non  avvenendo   per  T  in- 
tegrale a  parametro  circolare,  cresce  moltissimo  la  importanza, 
come  dicemmo,  dal  punto  di  vista  della  realizzazione  numerica, 
della  distinzione  fra  queste  due  sorta  di  integrali. 

Colla  funzione  5  Jacobi  volle  più  tardi  mutare  l' intero  ordine 
di  trattazione  della  teorica,  prendendo  nel  corso  delle  proprie 
lezioni  la  considerazione  della  5  come  punto  dì  partenza.  Egli 
dovette  trovar  conveniente  di  battere  cotesta  via,  onde  evitare 
quelle  difficoltà  che  allora  si  presentavano  nel  fondare  la  teorica 
sulla  considerazione  degli  integrali;  difficoltà  provenienti  dalla 
infinità  dei  valori  che  gli  integrali  vengono  ad  ammettere  colla 
introdazione  degli  imaginari.  Ma  queste  difficoltà  mercè  i  moderni 
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lavori  sono  dissipate.  Quindi  noi  ci  permettiamo  di  riflettere, 
che^  sebbene  questa  seconda  trattazione  delle  trascendenti  ellitti- 
che sia  riuscita  molto  semplice  e  chiara,  ed  abbia  con  grande 
vantaggio  della  scienza  servito  di  modello  a  ricerche  poste- 
riori (1) ,  tuttavia  non  sembra  quella  che  presentemente  eoo- 


{{)  Le  ricerche  del  prof.  Roseiiliaio  e  di  Gùpcl  sulle  fanzioni  abeliane  del  prinoordò^ 
che  accenneremo  in  seguito. 

Per  ciò  che  si  riferisce  al  fondare,  come  dicevamo  di  incubi,  la  teorica  delle  Toailoii 

ellittiche,  non  già  sulla  considerazione  degli  integrali,    ma  sulla   coosideroziooe   drU'aric 

analitico  (prodotto  iuf.  o  serie  i)    per    cui  mezzo  le  funzioni  ellittiche  riescono  esprìoiUfii 

noi  qui  \olentieri,  n  ranto  di  Jacobi,  citiamo  Caueliy,  Cayley,  Eisenstein.  Tutti  e  tre  pensartw 

di  prendere  a  fondamento  di  una  trattazione  delle  funzioni  ellittiche  la  considerazione  dei  prt- 

dotti  infiniti.  Cauchy  ,  che  si  era  occupato  di  quei  prodotti  semplicemente  infiniti   ti  quS 

dava  il  nome  di  fnclorielles  rcciproquet  iV  onde  si  hanno  gli  sviluppi  di  Jacobi,  deduw  di 

questi  le  proprietà  fondamentali    delle  funzioni  cllillichc.  Cuyley  ed  Eisenstein  le   deduiicrs 

invece  dai  prodotti  doppiamente  infiniti,  compiendo  cosi  rispetto  agli  sviluppi  dovuti  adAhd 

ciò  che  Cauchy  rispetto  a  quelli  dovuti  a  Jacobi.  Il  sig.  Cuyley  osserva,  per  quanto  airciieft 

preferibile  V  una  piuttostochè  l'altra  maniera^  che  le  etpreuioni sotto  forma  di  prodotti iu^ 

plicemente  infiniti  delle  funzioni  jacobiane  non  mettono  coti  berne  in    evidenza  la  rera  fW'V* 

di  queste  funzioni    come    le  espressioni  sotto  forma  di  prodotti  doppiamente  infiniti  ;  ff^ 

ultime  sonOf  inoltre  ,  tanto  analoghe  alle  formale  in  prodotti  infiniti  delle  funzioni  eirtsUrt$ 

che  è  persino  da  meravigliare  ,  che  alcuno  non  abbia  già  prima  pensato   di  porle  a  fSti'* 

come  le  definizioni  le  più  semplici    delle  funzioni  doppiamente   periodiche,   per  dedurne  m 

teorica  di  queste  funzioni.  Nei  lavori  del  sig.  Cayley  e  di  Eisenstein  additeremo  specialBOl* 

siccome  ricerche  importantissime  ,  allora  nuove ,  e  nelle  quali  si  trova  assai  maggiore  iil^ 

ressamento  che  diflìcoltà,  quelle  che  \ersano  sulle  alterazioni,  che  il  valore  di  on  prodoM* 

o  di  una  serie  doppiamente  infinita  può  subire,  alterando  V  ordine  dei  fattori  o  dei  terai* 

d*  onde  si  compongono. 

Il  lavoro  di  Cauchy    si   trova  nel    volume    17    dei    Comptes    Rendus    (S    Joo*  1^'     1 
pag.  823),  e  porta  il  titolo  Sur  la  réduction  des  rapports   de  faetorielles  réciproqus  ^ 
fonctions  elliptiques. 

Il  lavoro  del  sig.  Cayley,  comparso  dapprima  nel  quarto  volume  del  CamhridgtMs^ 
matical  Journal  col  titolo  On  the  Inverse  Elliptic  Functions^  comparve  poscia,  ampliato,^ 
tomo  IO  (18i5)  dei  giornale  del  sig.  Liuuville  cui  titolo  Mèmoire  tur  les  fonctions  demhU*^ 
périodiques.  Nel    tomo   19    ^S^i)  di  questo  stesso   giornale   il   sig.    Cayley  pobblicava  p"^ 
una  seconda  Memoria  sulP  argomento. 

Il  lavoro  di  Eisenstein  fa  parte  dei  suoi  Beitràge  zur  Theorie  der  elliptiscken  Funeli^ 
nen^  ed  è  propriamente  quella  sezione  dei  Beitràge  che  porla  11  titolo  di  Genaue  Cnterf^ 
chung  der  unendlichen  Doppclproductc  ,  aus  welchen  die  elliptischen  Funetiontn  als  Qu^ 
tientcn  zusammengesetz  sind,  und  der  mit  ihnen  zusammenhangenden  Doppelrsihen;  la  qoa' 
è  contenuta  nel  tomo  55  del  Creile  (  1847  ).  Si  direbbe  che  Eisenstein  siasi  affrettalo  tB^ 
ricerche  consegnate  in  questo  stupendo  lavoro  per  potersi  al  più  presto  possibile  riabi'' 
litare  dinanzi  alle  giuste  e  severe  osservazioni  emrs<;c  da  Jacobi  {Creile,  tomo  30,  pag.  IBi/ 
!»u  ciò  eh*  egli  aveva  pubblicato  nel  tomo  27  dello  stesso  giornale. 
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Tenga  di  seguire,  almeno  in  quanto  s' intenda  dare  una  teorica 
delle  trascendenti  determinate  ,  direttamente  od  inversamente , 
dagli  integrali  ellittici.  Sembra  invece  affatto  conforme  a  tale 
ioleoto  il  seguire  V  ordine  stesso  col  quale  andò  effettivamente 
sorgendo  siffatta  teorica  ;  cominciare  cioè  cogli  integrali ,  de- 
somere  da  essi  Y  esistenza  e  i  caratteri  analitici  delle  funzioni 
fliii»  mu^  dnu^  e  lasciare  che  la  funzione  di  Jacobi  si  presenti 
naturalmente  nelle  successive  investigazioni  (1). 

Riguardo  alla  trascendente  in  discorso,  Dirichlet  osservava, 
non  potersi  rifiutare  alla  medesima  il  primo  posto  dopo  le  tra- 
scendenti elementari,  già  da  lungo  tempo  introdotte  nella  scienza, 
riflettendo  a  queste  tre  cose  :  eh'  essa  domina ,  come  fu  detto, 
tQtta  la  teorica  delle  funzioni  ellittiche;  che  dalle  sue  proprietà 
discendono ,  come  Jacobi  ha  mostrato ,  importanti  teoremi  del- 
l' aritmetica  superiore  ;  e  infine,  eh'  essa  stessa  ha  parte  prin- 
cipale io  molte  applicazioni  ,  fra  le  quali  basterà  ricordare  la 
rappresentazione  del  moto  di  rotazione  ,  data  per  suo  mezzo , 
eh'  è  uno  degli  ultimi  e  più  bei  lavori  di  Jacobi.  E  pertanto , 
reputando  singolare  che  una  funzione  di  tanto  momento  non 
avesse  ancora  altro  nome ,  se  non  quello  di  trascendente  9  , 
datole  per  caso  dallo  stesso  Jacobi  ne'  suoi  primi  lavori ,  egli 
dichiarava ,  che  i  matematici  avrebbero  adempiuto    un'  obbligo 

Fiotlmente  ci  p«rmetliamo  di  chiamare  in  questa  stessa  occasione  l' atteniione  so- 
pn  i«  Aoie  tur  la  Theorie  des  fonctiont  elb'pU'ques  aggiunta  dal  sig.  Uermite  alla  sesta 
'Atìoiie  del  trattilo  elem.  di  cale,  di  Lacroix  (1862),  nella  quale,  senza  molto  ingombro 
^  calrolo  e  eoo  grande  facilità  ed  eleganxa ,  espone  i  principali  risultali  della  teorica 
^  Irtscendcnti  ellittiche,  cominciaudo  dalla  considerazione  dei  prodotti  infiniti,  e  portandosi 
■■(ee«si<vamente  a  lotti  i  più  rimarchevoli  punii  di  vista  d'  onde  le  questioni  furono  trai- 
la »  e  mosiraodo  in  molteplici  maniere  le  attinenze  di  questa  teorica  colle  più  elementari 
i^  tviloppate  e  eolie  superiori  che  si  vanno  sviluppando  (Neir  Aperfu  tur  Ut  fonct,  de  pi 
^^'iékt  ecc.  è  tattavia  a  desiderare  qualche  modificazione). 

(1)  Tale  è  1*  ordine    che  trovasi ,   per   esempio  ,  preferito  neUc  pubblicazioni  dei  sigg 
Vncntrau,  Brio!  e  Bouquet. 

Gli  integrali  ellittici  cesserebbero  di  essere  il  più  naturale  punto  di  partenza  in  quei 
h**ri,Bei  quali  non  s'intendesse  sin  dal  principio  di  prendere  in  considerazione  le  fun- 
1^  ellittiche;  ma  s*  intendesse,  per  esempio,  intraprendere  una  teorica  delle  funzioni  dop- 
^ì^Bcale  periodiche  in  generale.  Noi  avremo  in  seguito  da  indicare  con  sommo  encomio  i 
''^  che  io  questo  senso  fecero  i  sig.  Liouville  ed  Hermite. 


di  ricoDOScenza  accordandosi  a  matare  tal  nome  in  quello  dello 
insigne  scopritore.   Nelle   più  recenli    pubblicazioni  la   trascen- 
dente 6  trovasi  quindi  frequentemente  chìdLiùdiiSL  funzione  jacobiana. 
I  lavori  risguardanti  la  teorica  delle  funzioni  ellittiche  non 
sono  gli  unici  né  i  più  rilevanti  che  Abel  abbia  regalato  alla  scienza. 
La  di  lui  maggiore  scoperta  è  contenuta  in  una  proposizione  che 
porta  il  suo  nome  ed  è  più  d'ogni  altra  profondamente  improntata 
del  suo  straordinario  intelletto.  Il  teorema  d'Eulero  formava  nella 
propria  categoria  il  limite  della  scienza  e,  per  varcarlo»  invano 
si  erano  affaticati  Eulero  steì^so,  Lagrange  ed  altri  predecessori 
di  Abel.  Or  bene,  Abel^  con  quella  potente  facoltà  del  suo  spirito 
di  mettere  tra  loro  in  comunicazione  correnti  diverse  di  idee, 
fece  stupendamente  fruttare  le  sue  prime  ricerche ,  che  versa- 
rono sulle   equazioni   algebriche ,  nel    nuovo    argomento   delle 
trascendenti  originate  dalla   integrazione.    Una  applicazione   di 
quelle  sue    prime  ricerche    fruttò    le  scoperte   sulla   divisione 
delle  funzioni  ellittiche;  un'  altra  applicazione  fruttò  la  genera- 
lizzazione del  teorema  d'  Eulero  ,  ossia  quell'  estesissimo    teo- 
rema ,  di  cui  r  euleriano  non  è  che  un  caso  particolarissimo^ 
Noi  non  staremo  nemmeno  ad  enunciare  questo   generalissimi 
teorema,  richiedendosi  ben'  altro  che  una  semplice  enunciazione 
per  poterne  afferrare  anche  solo  incompletamente  lo  spirito  e  I 
portata.  Ma,  limitandoci  a  dire  di  esso,  che  abbraccia  gli  integrai 
di  tutti  i  differenziali  algebrici  (1)  e  ne  rivela  la  proprietà  fon 
damentale ,  daremo   invece  più    precisa  idea  (2)   di  quel  su 
caso  particolare ,  che  potrebbe  dirsi  una  prima  estensione  d^  I 


(1)  Integrali  di  differenziali    algebrici  Uiconsi   tutti    qaelii   che   pad   somministrare    '' 
formola 

j'f(x,  y)  d  j:  , 

dove  f  può  essere  qualsiasi  funzione  razionale  di  x,  y,  ed  y  qualsiasi  funzione  algebrica  à*  ** 
vale  a  dire  radice  di  qualsiasi  equazione  algebrica ,  i  cui  roefliiienli  i^ieno  formati  razio^ 
mente  con  x, 

(2)  Il  che    stimiamo    sufficiente  per  tener  dietro  a  ciò  che  vogliamo  additare  in  qU^^ 
Notizie. 


teorema  d'  Eulero  ;  del  qual  caso  avvenne ,  che  esclusivamente 
avessero  dapprima  contezza  gli  analisti ,  e  che  perciò  dal 
medesimo  esclusivamente  prendessero  dapprima  a  dedurre 
quella  serie  di  conseguenze  ,  che  nel  nostro  progredire  rico- 
nosceremo. 

Questo  caso  Abel  lo  diffondeva  colla  Memoria  Remarques 
sur  qtielques  propriétés  générales  (T  une  certaim  sorte  de  fonctions 
transcendantes ,  che,  non  avvenendo  tosto  la  pubblicazione  della 
maggior  Memoria  (1) ,  da  lui  presentata  nel  1826  all'  Istituto 
di  Francia,  egli  inseriva  nel  tomo  3  (1828)  del  giornale  di 
Creile.  Legendre,  scrivendo  ad  Abel  nel  Gennajo  1829(2),  cosi 
si  esprìme  riguardo  al  lavoro  pubblicato  e  Ma  la  Memoria .  . . 
intitolata  Remarques  sur  quelques  propriétés  ecc.  mi  pare  che 
sorpassi  quanto  finora  pubblicaste  per  la  profondità  dell'analisi 
che  vi  regna,  come  per  la  bellezza  e  la  generalità  dei  risultati». 
Questo  è  il  teorema  a  cui  fu  dapprima  applicata  la  denomina- 
zione di  teorema  abeliatw,  la  quale  vennegli  esclusivamente  con- 
servata quasi  anche  un  po^  dopo  essersi  diffuso  il  teorema  genera- 
lissimo. Siffatta  denominazione  veniva  proposta  da  Jacobi ,  del 
quale  riporteremo  qui  un  brano ,  dove  appunto  dà  V  idea  del 
teorema;  brano  appartenente  ad  una  Memoria,  che  già  citam- 
mo (3),  che  avremo  ancora  da  citare  in  seguito  e  che  amiamo 
sin  d^ora  segnalare  siccome  quella  che  determinò  la  direzione 
delle  ricerche  più  importanti  che  in  seguito  siensi  pubblicate 
circa  le  trascendenti  occasionate  dalla  integrazione. 

f  II  teorema  d'  Eulero  ...  fu  dal  eh.  Abel  generalizzato 
in  modo  meraviglioso  ,  e  cioè  esteso  a  comprendere  qualsiasi 
grado  per  la  funzione  intera,  che  sotto  il  segno  radicale  ascen- 
deva per  gli  integrali  ellittici  soltanto  al  quarto  grado.  Per  co- 
iQiociare  dal  caso  più  semplice  dopo  V  euleriano  ovvero    ellit- 

iD  QaellJi  cioè  dove  espone  il  teorema  generalissimo  insieme  eoo  preziose  giunte^  e  che 
**  per  liiolo  :  Sur  une  propriélé  generale    d'  ime    elatM  trèi  •  étendue  de  fonetiont   trat^ 

(2*  Vedi  ìt  tomo  I  delle  OEuvrei  eompiéles  di  hhe),  pag.  X. 

(3)  ùmttderalione$  gtneralei  de  tranicendemtibui  Abtliamt,  Giorn.  di  Creile,  tomo  9. 
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lieo,  sia  (f  {x)  una  funzioDe  intera  del  quinto  o  sesto  grado  e 
si  ponga 


0 


{A  +  Aj^x)dx 

[/<f{x)  ^  ^ 


Abel  dimostrò  ,  che  ,  proposta  la  equazione 

le  quantità  y^,  y^  si  possono  determinare  algebricamente  mediante 
ìe  Xiy  x^y  x^.  in  generale  poi,  imaginando  f  {x)  dei  grado 
2m  0  2m  —  1  e  ponendo 

{A+A^x  +  A^a^+ +  Afn^jO(f"-^)dx      ^.  . 

1/9  (x)  ^' 


/ 


fu  dal  eh.  Àbel  dimostrato,  che,  dato  un  numero  m  di  vaio  ^^ 
della  variabile  x 

Xf   Xj^  f   X^  y f      Xfm  I    , 

si  possono  con  essi  determinare  algebricamente  m  —  1  quanti   '^ 

y»yi>y^y »y«-j. 

tali  che  soddisfino  all'  equazione  trascendente 

<S>{x)+<!>{x,)+  ....  +<i^{x^^,)=<P{y)+(S>{y,)+  .. .  .+*(y,^)^ 

E  le  anzidette  quantità  j/,  t/i  >  .  •  .  furono  da  lui  trovate  cornea 
radici  di  una  equazione   algebrica  dell' (m — 1) esimo  grado, 
della  quale   ciascun   coefficiente    è   razionalmente    esprimibile 
mediante 

X,  Xj^,  .  .  .  ,a?«-i  ;•  \/(f  (a?),  |/y  (ar^),  .  .  . ,  |/y  (a?»-.^)  .  i 

«  Dal  quale  teorema  discende  anche  facilmente,  che,  dato 
un  numero  qualsiasi  di  valori  di  x^  la  somma  delle  trascendenti 
$  (a?),  che  corrispondono  a  tutti  questi  valori ,  si  può  sempre 
esprimere  mediante  m—i  trascendenti  ^{x),  che  corrispondooo 
ad  m  —  1  valori  di  x,  determinabili  algebricamente  per  mezzo 
di  quelli  dati  ». 

e  Al  teorema  precedente ,  siccome  bellissimo  monumento 
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di  mirabile  ingegno  rapito  da  morte  immatura^  vogliasi  dare  il 
nome  di  teorema  abeliano.  E  le  trascendenti  $  {x)  ,  quando  il 
grado  di  (f{x)  sia  maggiore  di  quattro^  vogliansi  chiamare  tra- 
$cendenti  abeliane  »  (1). 

La  contemplata  Memoria  di  Abel  abbraccia  del  resto  an- 
che i  casi  in  cui  nella  formola 


/ 


f{x)dx 


la /(x)  non  sia  una  funzione  intera  ed  al  più  del.  grado 
(m—2)esimo,  ma  una  qualunque  funzione  razionale;  si  che,  per 
esprimere  la  somma  di  un  qualsivoglia  numero  di  integrali  $ 
mediante  un  determinato  numero  di  integrali  della  stessa  na- 
tura,  possa  rendersi  necessario  di  aggiungere  alla  somma  di 
questi  ultimi  integrali  una  quantità  algebrica  e  logaritmica , 
come  già  per  gli  integrali  ellittici  di  seconda  e  terza  specie  (2). 


*t)  Propriamente  Jacob!  proponeva  per  la  prima  \oUa  lu  denominazione  di  teorema 
•^iiuo  nella  Notizia  che  del  terzo  supplemento  al  Traile  di  Legendre  dava  nel  tomo  8 
M  pomalf  di  Creile.  Ivi  dichiara  (pag.  415)  u  che  questo  teorema,  il  quale  esprime  sotto 
roma  lemplice  e  senza  apparato  di  calcolo  il  pensiero  matematico  più  profondo  e  più  vasto, 
^i  io  risgaarda  come  la  maggior  scoperta  del  nostro  tempo»  sebbene  tutta  la  sua  impor- 
1*01*  noo  posM  venir  resa  manifesta  che  da  un  nuovo  e  grande  lavoro ,  forse  ancora  lon« 
l*Bo  n.  Vedremo  che  questo  nuovo  e  grande  lavoro  veniva  bentosto  principiato  dallo  stesso 
ÌKobi  colla  Memoria  or  ora  segnalata.  Quanto  alla  denominazione  dì  abeliane  per  le  tra- 
Kcndenli  qui  considerate,  facciamo  notare  :  che  Legendre  nelP  anzidetto  Supplemento  prò- 
pooeva  la  denominazione  di  uUra-tllittiehe  ^  cui  Jacobi  opportunamente  traduceva  con  ipe- 
ni^ttithe;  che  diffusasi  la  conoscenza  del  più  generale  teorema  obeliano,  venne  in  uso  di 
diiaaare  abeliane  in  generale  tutte  le  trascendenti  che  scaturiscono  dall'  integrazione 
^ogol  sorta  di  differenziali  algebrici;  che,  perciò,  dai  più  (e  noi  ne  seguiremo  V  esempio) 
li  preferisce  ormai  la  denominazione  di  ipereliillici f  quando  si  allude  agli  integrali  or  ora 
c^uMerali,  mentre  però  veggonsi  ancora  quasi  indistintamente  usate  le  denominazioni  di 
*ffrfUittieke  e  di  abeliane  per  le  funzioni  inverse  dei  medesimi. 

(S)  Ritornamlo  al  teorema  più  generale,  faremo  osservare  che,  tre  anni  dopo  la  presen- 
IxìoBe  della  Memoria  ali*  Istituto  di  Francia,  Abel  pubblicava  anche  questo  teorema  nel  tomo 
^  <M  giornale  di  Creile  mediante  un  brevissimo  articolo  intitolato  Dèmonslration  tF  une  prò- 
P"*^  fMrale  d' une  eertaine  clone  de  fonetiont  Iraseendantet,  il  quale,  portando  la  data  del 
^*<Hajo  I8Ì9,  è  forse  stato  1'  ultimo  de'  suoi  scritti.  Il  teorema  stesso  comparve,  dopo  la  di 
^  Borte,  con  maggiori  sviluppi  nel  secondo  volume  delle  sue  OEuvret  Complitet  col  titolo 
^  <■  eomparaison  dee  foneliom  traneeendantet  ;  articolo  scritto  prima  de*  suoi  viaggi  e 
^■iadi  prìioa  della  Memoria  di  Parigi. 
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Prima  di  abbandonare  questo  grande  matematico,  dobbia- 
mo ancora  mettere  in  rilievo  quelle  sue  ricerche  che  hanno 
per  iscopo  la  effettiva  integrazione  dei  differenziali  algebrici , 
e  cioè  le  ricerche  :  se  esìstano  e  quali  sieno  le  espressioni 
finite  dei  loro  integrali^  le  espressioni,  s' intende,  che  implicano 
un  numero  finito  di  operazioni  o  funzioni  di  data  natura.  Que- 
ste importantissime  ricerche  sono  fors' anche  precisamente  quelle 
che  lo  condussero  al  teorema  celeberrimo  precedentemente 
segnalato. 

Già  dicemmo  come  non  fosse  stato  possibile  di  molto 
progredire  nella  effettiva  integrazione  delle  formole  differen- 
ziali^ e  come  difettosi  fossero  i  metodi  che  solevansi  seguire 
in  simili  ricerche.  Abbiamo  poi  detto  quali  idee  esponesse  e 
cosa  principiasse  a  fare  Legendre.  Tuttavia  Legendre  non  pro- 
clamava decisamente  come  destituiti  di  carattere  scientifico  e 
da  abbandonarsi  onninamente  nel  calcolo  integrale  quei  metodi^ 
che  nel  particolare  campo  degli  integrali  ellittici  egli  insegnava 
a  surrogare  colle  sue  ricerche  ben  meglio  regolate.  Il  procla- 
mare affatto  apertamente  questa  severa  sentenza  era  riservato 
al  giovane  genio  del  Norvegio ,  che  ,  additando  i  caratteri  fon- 
damentali dì  metodi  migliori,  ne  dimostrava  splendidamente  la 
fecondità  colle  grandi  sue  scoperte  in  vari  rami  d'  analisi. 

Nel  principio  della  Memoria,  postuma  ed  incompiuta.  Sur 
la  résolution  algébrique  des  équations  (1) ,  Àbel  fa  le  seguenti 
riflessioni  : 

«  Uno  dei  problemi  più  interessanti  dell'  algebra  è  quello 
della  risoluzione  algebrica  delle  equazioni.  Perciò  se  ne  occu- 
parono quasi  tutti  i  più  distinti  geometri.  Si  giunse  senza  dif- 
ficoltà air  espressione  delle  radici  delle  equazioni  dei  primi 
quattro  gradi.  Si  scoperse  un  metodo  uniforme  per  risolvere 
queste  equazioni^  cui  ritenevasi  di  poter  applicare  ad  un'  equa- 


(1)  OEuvret  compiè tes,  tomo  2«  pag.  185.  Siamo  persuasi  che  il  brano,  che  riportiamo, 
non  sembrerà  troppo  lungo  u  chi  consideri  quanto  debba  essere  preziosa  ogni  riflessione  di 
un  tanto  pensatore. 


zione  di  un  grado  qualunque  ;  ma,  malgrado  tutti  gli  sforzi  di 
Lagrauge  e  di  altri  insigni  geometri ,  non  fu  possibile   di  rag- 
giungere la  meta  proposta.  Ciò  fece  presumere,  che  la  risoluzione 
delle  equazioni  generali  fosse  impossibile   algebricamente  ;  ma 
non  si  poteva  su  tal  punto    portare  deciso  giudizio  ,  atteso  che 
U  metodo  adottato  non  avrebbe  potuto  condurre  a  concltmoni  sicure,  se 
non  quando  le  equazioni  fossero  state  risolubili.  Ed  invero ,  propone- 
vansi  di  risolvere  le  equazioni,  senza  sapere  se  ve  ne  fosse  la  possibilità. 
In  simil  caso,  si  potrebbe  ben  giungere  alla  risoluzione,  quan- 
tunque ciò  non  fosse  niente  affatto  sicuro;  ma,  se  per  disgrazia 
la    risoluzione    fosse   impossibile ,    si   potrebbe   cercarla    un'  eter- 
nità, senza  trovarla*  Per  giungere  infallibilmente  a  qualche  cosa 
in  questa  materia ,  bisogna  dunque  prendere  un'  altra   via.  Si 
ha  da  dare  al  problema  tal  forma  che  sia  sempre  possibile  di  ri- 
solverlo, la  qual  cosa  può  sempre  farsi  rispetto  a  qualsiasi  pro- 
blema. Invece  di  domandare  una  relazione,  che  non  si  sa  se  esista 
0  non  esista,  bisogna  domandare  se  una  tale  relazione  sia  possibile . 
Nd  calcolo  integrale  ,  per   esempio  ,  invece  di  cercare  ,  come    a 
tentone  e  quasi  divinando  ,  di  integrare    le  formole  differenziali , 
bisogna  piuttosto  cercare ,   se  sia  possibile   di   integrarle  in   tale 
e  tale  maniera.  Presentando  un  problema  in  questo  modo,  V  enun- 
€Ìato  stesso  contiene  il  germe  della  soluzione,  e  mostra  la   via  da 
prendersi;  ed  io  credo  che  si  daranno  pochi  casi,  nei  quali  non 
si  giungerà  a  proposizioni  più  o  meno  importanti,  quand' anche 
non  si   saprebbe    rispondere   completamente  alla    questione  a 
motivo  della  complicazione  dei  calcoli.  Questo  metodo,  incon- 
trastabilmente r  unico  scientifico,  siccome  V  unico  del  quale  si 
sa   anticipatamente  che  può    condurre  allo  scopo  proposto ,  fu 
poco  usato  nelle  matematiche  in  causa  della  estrema   complica- 
zione a  cui  sembra  soggetto  nella  maggior  parte  dei  problemi, 
sopratutto  quando  abbiano  una  certa  generalità;  ma  in  moltis- 
simi casi  questa  complicaz^ione  non  è  che  apparente   e  sparirà 
subito  in  sul  principio.  Io  trattai  in  questa  maniera  varj   rami 
dell'analisi,  e  quantunque   mi   sia  proposto  sovente  dei   pro- 
blemi che  sorpassarono   le   mie  forze ,  giunsi    tuttavia  ad    un 


gran  numero  di  risultati  generali,  che  gettano  molta  luce  sulla 
natura  delle  quantità^  la  cui  cognizione  forma  T  oggetto  delle 
matematiche  >  (1). 

Dopo  di  ciò^  in  speciale  riguardo  delle  ricerche  che  dianzi 
dicemmo  dover  noi  mettere  in  rilievo ,  segue:  e  Nel  calcolo  in- 
tegrale sopratutto  questo  metodo  è  di  facile  applicazione.  Darò 
in  altra  occasione  i  risultati  che  ottenni  in  queste  ricerche , 
non  che  il  procedimento  che  mi  vi  condusse.  »  Ma  quella 
morte  immatura^  che  gli  toglieva  di  proseguire  queste,  come  tutte 
le  altre  investigazioni,  gì'  impediva  altresì  di  render  noti  tutti 
i  risultati  già  ottenuti.  Nel  campo  delle  ricerche,  di  cui  ora  dob- 
biamo riferire,  questi  risultati  dovettero  essere  certamente  assai 
numerosi  ed  importanti,  se  si  riflette  alle  dichiarazioni  eh'  ebbe 
a  fare  e  che  qui  in  parte  riprodurremo.  Nella  lettera  da  Ini 
scritta  il  25  Novembre  1828  a  Legendre  (2)  dice  : 

«  Oltre  le  funzioni  ellittiche  vi  hanno  due  altri  rami  del- 
l' analisi ,  dei  quali  mi  sono  molto  occupato ,  cioè  la  teorica 
dell'  integrazione  delle  formolo  differenziali  algebriche  e  la  teo- 
rica delle  equazioni.  Per  mezzo  di  un  metodo  particolare  ho 
trovato  molti  risultati  nuovi ,  che  godono  sopratutto  d'  una 
grandissima  generalità.  Ho  preso  le  mosse  dal  seguente  pro- 
blema della  teorica  dell'  integrazione  :  » 

e  Essendo  proposto  un  numero  qualunque  di  integrali 

Jydx  ,  fy^dx,  fy^dx,  ecc. 

dove  y^yi^y^,  •  •  •  sono  funzioni  algebriche  qualunque  di  x , 
trovare  tutte  le  relazioni  possibili  fra  essi,  che  possano  espri- 
mersi per  funzioni  algebriche  e  logaritmiche.  » 


(I)  Le  idee  tracciale  nel  brano  qui  riprodotto  inspirarono  tutte  quante  le  ricerche  di 
Abel.  Egli  non  ricorre  mai  né  a  tentativi,  né  ad  artifici  di  sorta.  Sool  proporsi  questioni 
di  una  generalità  sorprendente,  ed  i  ragionamenti,  coi  quali  penetra  nella  risoluzione  di  ogni 
questione,  sembrano  prescnUrsi  così  spontaneamente  T  uno  dopo  T  altro,  che  chiunque,  leggen- 
doli, è  tentato  di  credere,  che,  nlP  uopo,  si  sarebbero  presentali  nella  slessa  nianeraalla  sua 
propria  mente. 
(2)  OSuvre»  CompliUt,  Tomo  2,  pug.  260 
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e  Ho  da  prima  trovato,  che  una  relazione  qualunque  de?e 
a?ere  la  forma  seguente  : 

Afy  dx  +  A^  ^Vidx+A^^y^dx  + ..  =tt+i?|  log  V4+fijlogt?5+..., 

in  cui  AjAjiyA^^..BiiB^y..  ecc.  sono  costanti^  ed  u^Vj^^v^^... 
funzioni  algebriche  di  x.  Questo  teorema  facilita  estremamente 
la  soluzione  del  problema;  mail  più  importante  è  il  seguente:  » 

e  Se  un'integrale  fydx,  in  cui  y  è  legata  ad  x  da 
una  equazione  algebrica  qualunque,  può  esprimersi  in  qualche 
modo  esplicitamente  od  implicitamente  per  funzioni  algebriche  e 
logaritmiche ,  si  potrà  sempre  supporre  : 

Jydx  =  u+  A^ìogv^  +  A^ log v,  + . .  +  Am lògv„, 

dove  A^,  A^,  .  .  .  sono  costanti ,  ed  u,  v^,v^,  . . .  v^^  funzioni 
razionali  di  x  ed  y.  > 

Dopo  altre  indicazioni  sopra  queste  ricerche ,  aggiunge  : 
e  Le  belle  applicazioni ,  eh'  avete  dato  delle  funzioni    el- 
lìttiche  all'  integrazione  delle   formolo   differenziali ,  mi  hanno 
impegnato  a  considerare  un  problema  generalissimo    a   questo 
riguardo ,  cioè  :  » 

e  Esprimere ,  se  sia  possibile ,  un'  integrale  della  forma 
fydx,  ove  y  sia  una  funzione  algebrica  qualunque,  per  fun- 
zioni algebriche,  logaritmiche  ed  ellittiche  nel  modo  seguente  : 

fydx=z  funz.  algeb.  di  {x,  log  v^,  log  v, ,  log  t?3, . . . , 

"i  (^i)  f  Hj  ih)  >  "3  (Z3)  , .  .  .  )  > 

^ii  ^s  >  ^3»  •  •  •  ^  ^i»  ^39  %^  •  •  •  essendo  funzioni  algebriche  di  x, 
le  più  generali  possibili,  e  III,  n,,  IT3, . . .  esprimendo  inte- 
grali ellittici  qualunque  in  numero  finito.  Ho  fatto  il  primo 
passo  verso  la  soluzione  di  questo  problema ,  dimostrando  il 
teorema  seguente  :  > 

e  Se  è  possibile  di  esprimere  fydx  nel  modo  anzidetto, 
si  potrà  sempre  dare  alla  sua  espressione  la  forma  seguente  : 

Jydx=  t  +  A^  Ìogt^+A^ logtj+  .  .  . 
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dove  ^  ^i  9  ^s  5  •  *  •  •  »  .Vi'  !/s>  ^3  '  •  •  •  •  ^^^^  ^^^^^  funzioni  razio- 
nali di  X  ed  y;  ma,  conservando  alla  funzione  y  tutta  la  sua 
generalità  ,  fui  arrestalo  a  questo  punto  da  diiTicoltà  superiori 
alle  mie  forze  e  ciie  non  vincerò  mai.  Mi  sono  dunque  conten- 
talo di  alcuni  casi  particolari,  principalmente  di  quello  in  cuij/ 

r 
è  della  forma  y- ,  r  ed  fl  essendo  funzioni  razionali    qualun- 
que di  X,  che  è  già  molto  generale  ». 

Nel  Précis  à*  une  théorie  des  fonciiom  eUiptiques  (1),  all'  o^ 
casione  del  teorema  precedentemente  citato  suir  esprimibilità 
di  Jydx  per  funzioni  algebriche  e  logaritmiche ,  dice  : 

<  Ha  fondato  sopra  questo  teorema  una  nuova  teorica  della 
integrazione  dette  formole  differenziali  algebriche,  che  Gn' adesso 
non  ho  ancora  potuto  pubblicare.  Questa  teorica  oltrepassa  di 
molto  i  risultati  conosciuti ,  ed  il  suo  scopo  è  di  operare  tutte 
le  riduzioni  possibili  degli  integrali  delle  formole  algebriche,  per 
mezzo  delle  funzioni  algebriche  e  logaritmiche.  Si  giunge  per 
tal  modo  a  ridurre  al  minimo  numero  possibile  gli  integrali 
che  rappresentano  sotto  forma  Gnita  tutti  gli  integrali  di  una 
stessa  classe  >. 

Ma  disgraziatamente,  nelle  Memorie  venute  in  luce  si  prima 

che  dopo  la  sua  morte  ,  non    trovansi    trattati  che  alcuni  casi 

particolari  delle  questioni  in  discorso.  Il  primo  trovasi  fra  i  lavori 

postumi  e  versa  sulla  riduzione  degli  integrali  ellittici  al  minimo 

numero  di  trascendenti.  Come  il  sig.  Weierstrass  osserva  (2)  , 

questa  quistione  è  manifestamente  una  delle  prime  da  lui  trattate; 

la  esposizione    è   ancora  poco    elegante ,   e    la   soluzione    del 

problema  proposto  viene  raggiunta  più  per  mezzo  di  meccaniche 

calcolazioni,  adatte  al  caso  speciale  preso  di  mira,  che  per  mezzo 

di  principj  generali.  In  un'  altro  lavoro  da  lui   pubblicato    nel 

tomo  1  del  giornale  di  Creile,  tratta  la   questione  di    trovare 

p  d  X 
tutti  i  differenziali  della  forma  ^-—-,i  cui  integrali  possano  aspri- 

(1,1  OEuvret  ComplèUt,  Tomo  I,  pag.  335. 

(2)  Nella  Nola  rebcr  die  Integration  ntgcbraitcher  Dtfferenliale  vermilteltt  Lngarilhmtn, 
inserta  nel  Monattbericht  der  K,  Akademie  der  Wittenschafìen  zu  Derlin»  26  Feòr,  1837. 


31 


mersi  per  una  funzione  della  forma    log  (- —     ,  ^  V  essen- 


do  p,  R,  p,  q  simboli  di  funzioni  intere  della  x;  d'  onde  risulta 
r  importante  teorema,  che  la  esprimibilità  non  ha  luogo  se  non 
quando  la  frazione  continua,  secondo  cui  [/  R  può  svilupparsi^ 
riesca  periodica. 

Abel  muore  neir  Aprile  del  1829,  disparendo,  non  anche 
compiuti  i  27  anni,  da  quel  grandioso  campo  di  rtudi,  dove  al 
degno  suo  emulo,  allora  poc'  oltre  il  ventiquattresimo  anno,  re- 
stavano da  cogliere  altri  splendidi  allori,  e  dove  ancora  si  doveva 
ammirare  il  quasi  ottuagenario  Legendre. 

Giunti  a  questo  punto,  innanzi  di  proseguire  nella  esposi- 
zione delle  Notizie ,  diremo  qualche  parola  dell'  ordinamento 
che  abbiamo  dato  alle  medesime.  Importando  assai  più  di  tener 
dietro  alla  concatenazione  delle  idee  che  air  ordine  cronologico, 
pensammo  di  scindere  il  complesso  delle  notizie  in  due  serie; 
riunendo  in  una  prima  serie ,  colle  notizie  già  date ,  le  altre 
concernenti  i  lavori  che  si  possono  considerare  come  più  di- 
rettamente provocati  dai  già  detti  di  Legendre,  Abel  e  Jacobi; 
e  formando  una  seconda  serie  colle  notizie  di  quei  lavori  che 
si  possono  invece  considerare  come  traenti  origine ,  non  già 
dalle  trascendenti  ellittiche ,  ma  piuttosto  principalmente  dal 
pensiero  di  introdurre  e  dare  inflne  il  dovuto  posto  in  tutto 
il  campo  dell'  analisi  alla  tanto  feconda  considerazione  della 
variabilità  complessa.  (1) 

(I)  lo  questa  serie  dominano  per  lungo  iratto  i  lavori  di  Caucby.  É  in  essa  che  più 
propriamente  vedremo  costitoirsi  gli  elementi  della  moderna  teorica  generale  delle  funzioni^ 
^ale  a  dire  della  teorica  delle  funziooi  basata  sul  concetto  il  più  esteso  possibile  della  va- 
riabilità, sol  concetto  della  variabilità  complessa.  La  qaal  teorico,  del  resto,  potrebbe  conce- 
|Hrsi  io  senso  cosi  lato  da  abbracciare  in  se,  come  casi  particolari ,  anche  le  varie  teoriche 
speciali  siiluppalesi  con  lavori  della  prima  serie. 

Vogliasi  poi  riflettere^  che,  se  una  distinzione  dei  lavori  in  due  serie  può  in  complesso 
giovare  assai  alla  chiarezza  e  connessione  delle  nostre  Notizie  ,  non  poò  loltavia  riascire 
senza  inconvenienti.  Yuri  lavori,  che  porremo  nell*  una,  troverebbero  posto  opportuno  anche 
neir  altra.  Saremo  costretti  a  lasciare  lungo  inlervallo  tra  le  indicazioni  di  lavori  dell*  una 
e  deir  altra  serie,  i  quali  nella  realtà  stanno  invece  in  assai  stretta  colleganza  tra  loro;  es- 
tendo, per  esempio,  non  di  rado  accaduto,  che  da  lavori  dell*  una  serie  emergessero  quello 
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Avendo  principiato,  come  ben  si  doveva,  colla  prima  serie, 
ora  proseguiremo  esclusivamente  colla  medesima,  sino  a  che 
r  avremo  esaurita.  Ma  osserviamo ,  che  in  questa  stessa  serie 
(come  poi  anche  nella  seconda)  giova  violar  nuovamente 
r  ordine  cronologico  per  seguire  sempre  meglio  la  figliazioDe 
delle  idee. 

Prendendo  a    considerare   le    idee  esternate    da   Legen- 
dre  nel  principio  della   introduzione   al  Traile  si    è  portati   a 
seguire  senza  interruzione  tutte   quelle  ricerche ,  che   versano 
principalmente  sulle  quadrature  ossia  sugli   integrali    conside- 
rati di  preferenza  come  funzioni  dei  loro  limiti,  quali  sono  le 
ricerche  sulla  classiflcazione  e  sulla  riduzione  di  tutti  gli  integrali 
di  ciascuna  classe  a  certi  tipi  o  forme  canoniche  irriducibili  tra  loro  e 
della  maggior  possibile  semplicità,  le  ricerche  delle  varie  tras* 
formazioni  degli  integrali,  ed  in  generale  delle  loro  proprietà , 
non  che  dei  mezzi  di   calcolarne  i  valori  approssimati.  Appar- 
tengono a  questa  schiera,  essendo  in  sostanza  (come  negli  stessi 
brani  su  riferiti  vien  detto)  questioni  di  riduzione  degli  integrali 
ad  altri  integrali  ossia  funzioni  più  semplici,  quelle  ricerche  che  ci- 
tammo da  ultimo  siccome  esse  pure  avviate  colla  solita  maestria 
da  Abel,  sull'integrazione  cioè  delle  formole  differenziati  algebriche. 

Prendendo  invece  a  considerare  la  idea  che  tradussero  in 
atto  Abel  e  Jacobi,  di  introdurre  cioè  nella  teorica  delle  trascen- 
denti ellittiche  le  funzioni  inverse,  si  è  portati  a  seguire  senza 
interruzione  tutti  quei  lavori,  che  hanno  per  iscopo  la  inver- 
sione degli  integrali,  non  che  la  formazione  delle  teoriche  per 
le  funzioni  inverse,  propriamente  dette,  e  per  le  altre  specie  di 
trascendenti  che  la  inversione  conduce  a  considerare  (1). 


idee  che  furono  V  occasione  ed  il  fondamento  di  lavori  delP  altra.  Ciò  si  potrà  riscontrare» 
fra  gli  altri ,  nel  caso  delle  ricerche  soile  funzioni  doppiamente  periodiche  ,  intraprese  dai 
sigg.  Liouville  ed  Hermitc,  partendo  dal  concetto  della  doppia  periodicità;  ricerche  che  ooi 
ci  siamo  indotti  a  menzionare  nella  seconda  serie. 

(1)  Anche  questa  suddivisione  non  è  scevra  da  inconvenienti.  Chi  abbia  anche  soltanto 
conoscenza  dei  Fundam.  Aov.  riconoscerà,  almeno  per  le  trascendenti  ellittiche,  come  Inevi- 
tabilmente si  leghino,  sMntreccino  tra  loro  le  ricerche  dell'una  e  dell'altra  parte.  Tollavia, 
stimiamo  vantaggioso  di  attenerci  per  quanto  possiamo  alla  medesima. 
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Legendre  piglia  le  mosse  dalla  riferita  Memoria  abeliana 
Bmarques  sur  quelques  proprietés  .  .  .  per  proseguire  V  effeltua- 
xìone  delle  proprie  idee,  replicatamente  citate^  gettando  i  primi 
foDdamenti  di  una  teorica  dettagliata  degli  integrali  iperellit- 
tici  {i).  Io  primo  luogo  distingue  questi  integrali  in  classi,  a 
seconda  del  grado  della  funzione  intera  9  contenuta  nel  radi- 
cale, rìsguardando  cioè  :  come  integrali  di  prima  classe  quelli 
per  i  quali  il  grado  di  9  sia  3  0  4  ;  di  seconda  classe  quelli 
peri  quali  il  grado  di  y  sia  5  06;  ed  ingenerale,  di  (m — l)eiiiM 
classe  quelli  per  i  quali  il  grado  di  9  sia  2m — 1  0  2m  (2).  Il 
carattere  che  giustifica  questa  prima  divisione  ,  in  quanto  che 
rivela  una  diversità  essenziale  fra  le  classi ,  ossia  mostra  im- 
possibile la  riduzione  di  una  classe  qualunque  ad  una  classe 
ioferiore ,  fatta  ben'  inteso  astrazione  da  casi  particolari ,  si  è 
quello  del  minimo  numero  di  integrali ,  per  la  cui  somma , 
coir  aggiunta  di  una  espressione  algebrica  e  logaritmica,  riesce 
esprimibile  ,  come  fu  detto  ,  secondo  il  teorema  abeliano  ,  la 
somma  di  un  numero  qualsivoglia  di  integrali  della  stessa  na- 
tura. Per  la  prima  classe,  cioè  per  gli  integrali  ellittici ,  questo 
numero  è  ì  ;  per  la  classe  (m—  l)«9iina  ^  m —  1. 

Stabilita  la  divisione  in  classi,  egli  fa  riflettere,  che  si  può 
stabilire  una  suddivisione  in  specie,  cioè,  che  gli  integrali  in 
ciascuna  classe  possono  dividersi  in  tre  specie,  come  gli  ellittici. 
Ciò  che  caratterizza  la  specie  è  la  natura  della  espressione 
algebrica  e  logaritmica  su  nominata.  Come  per  gli  ellittici,  cosi 
io  generale,  questa  espressione  è  una  costante  per  gli  integrali 
della  prima  specie,  è  semplicemente  algebrica  per  gli  integrali 
della  seconda  specie,  è  semplicemente  logaritmica  per  gli  inte- 
grali della  terza  specie.  Questa  suddivisione,  che  più  tardi  ve- 
dremo anche  dettata  da  altro  punto  di  vista ,  va  fissata  non 
meno  attentamente  della  divisione  in  classi  od  ordini.  Si  vedrà, 

(H  Vedi  il  tento  Supplemento  al  Tratte, 

(2)  Nelli!  eoomerazionc  delle  elussi  però  venne  poscia  in  uso  di  lasciare  in  disparte  gli 
clUuifi  e  priBcipiure  cogli  iperellittici,  dicendosi  quindi  inlcgrali  ipcrcllillici  di  prima  clat$€ 
^  P^mo  (rrdine  quelli  che  Legendre  disse  della  classe  portante  il  numero  %,  e  cosi  via. 
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che  le  funzioni  inverse ,  proposte  da  Jacobi  alla  investigazione 
degli  analisti,  sono,  precisamente  come  nel  caso  degli  ellittici , 
le  inverse  degli  integrali  di  prima  specie  ;  e  eh'  egli  è,  ancora 
come  per  gli  ellittici,  nella  considerazione  degli  integrali  di  se- 
conda e  terza  specie ,  che  si  giunge  nel  modo  il  più  naturale 
alla  scoperta  di  una  funzione,  la  quale  tenga  nella  teorica  delle 
trascendenti  abeliane  anche  le  più  generali  lo  stesso  posto , 
che  la  funzione  di  Jacobi  nella  teorica  delle  trascendenti 
ellittiche. 

Nello  stesso  §.  del  supplemento  in  discorso,  il  nostro  autore 
tratta  della  riduzione  di  tutti  gli  integrali  d' una  stessa  classe  a 
determinati  tipi,  come  per  gli  integrali  ellittici.  Ma  non  crediamo 
opportuno  di  qui  entrare  in  maggiori  dettagli  circa  questo  punto, 
come  neppure  circa  V  altre  ricerche  contenute  nel  medesimo 
supplemento  (i). 

Mentre  la  grande  Memoria  di  Abel  giaceva  inedita  presso 
r  Accademia  di  Parigi,  ed  anche  più  tardi,  parecchi  matematici 
andarono  pubblicando  risultati  più  o  meno  generali  intorno 
alle  trascendenti  di  integrazione ,  sviluppando  le  idee  da  Abel 
fatte  conoscere  nel  giornale  di  Creile  ed  anche  proseguendo 
le  discussioni  e  riduzioni  degli  integrali  principiate  da  Legendre, 
le  loro  trasformazioni ,  ecc.  Ma,  sebbene  importanti  per  uno 
studio  dettagliato  degli  integrali  slessi ,  noi  possiamo  in  queste 
Notizie  tacere  di  simiti  risultati,  in  quanto  che  non  veniamo  ad 
ommettere  idee  essenziali  per  il  seguito,  e  non  sapremmo  rias- 
sumerli in  pochi  e  semplici  teoremi  di  grande  e  generale  im- 
portanza per  il  nostro  corso.. Ci  contenteremo  pertanto  di  av- 
vertire,, che  i  medesimi  rinvengonsi  nel  giornale    di  Creile   e 


(i)  Forse  non  sembrerà  saperflao  V  uvvcrtire,  che  Legciuire  incorreva  in  una  inesalteixa, 
lasciando  credere  die  V  integrale 


Pa*dx 

I    -—-  (pag.  187  dd  Sappi.) 

f    t'  Q>  ix) 


appartenesse  sempre  alle  prime  due  specie  della  rispettiva  classe. 
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SODO  doTQli  agli  insigni  matematici  Richelot,  Broch,  Minding, 
Rosenhain  ed  altri  (1). 

Noi  vorremmo  poter  citare  ogni  singola  ricerca  nel  posto 
per  essa  più  adatto ,  e  però  vorremmo  adesso  in  particolare 
poter  dire  parola  di  tutte  quelle  parti ,  che  qui  fossero  per 
eoDfenire,  anche  degli  studi  assai  generali  intrapresi  in  questi 
ultimi  anni  da  celebri  matematici  che  avremo  da  nominare  più 
Tolte  in  queste  Notizie  e  più  ancora  nel  progredire  del  nostro 
corso.  Ma  le  informazioni  che  di  tali  studi  essi  diedero  colla 
stampa  sono  cosi  scarse  ^  e  ciò  che  in  questo  punto  potrebbe 
forse  star  bene  trovasi  ad  ogni  modo  (come  per  il  meglio  do- 
teva  af venire)  cosi  strettamente  intrecciato  con  quanto  viene 
ad  a?ere  posto  più  acconcio  in  seguito ,  che  sembra  miglior 
partito  riservarne  i  pochi  cenni  per  noi  possibili  a  queste  suc- 
cessive occasioni.  Crediamo  però  di  dover  qui  segnalare  alcuni 
scrìtti  molto  importanti  dei  sigg.  Àronhold  e  Brioschi. 

il  sig.  Àronhold,  eccitato  dalle  ricerche  del  sig.  Weierstrass 
di  coi  fra  breve  daremo  il  titolo ,  compiva  e  presentava  nel 
1861  air  Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  (2)  una  riduzione 
algebrica  dell'  integrale 

jF{x,y)dx 

alla  forma  fondamentale  delle  trascendenti  ellittiche,  F  signi- 
ficando qualsiasi  funzione  razionale  dì  x^y  e  fra  a:,  |y  sussìstendo 
una  equazione  dì  terzo  grado  della  forma  la  più  generale  ;  e 
oel  tomo  61  del  giorn.  di  Grelle-Borchardt  somministrava  una 
nuova  trattazione  algebrica  degli  integrali  della  forma 

JTl{x,y)dr  , 

(1)  Kellt  prima  delle  Memorie  del  sig.  Riehelot,  alle  quali  s*  intende  qui  fitta  allusione, 
\lk  ileyrtàha  Abelianit  primi  ordinit  eommenlatio  prima.  Creile  tomo  12)  il  risultato  prin- 
cipale è  :  rhc  an*  integrale  iperellittico  non  può  trasformarsi  in  altro  integrale  ipereliittico 
della  itessa  classe  ,  per  mezio  di  una  sostituzione  razionale  ,  se  questa  non  sia  del  primo 
ardue.  U  qoal  cosa  costituisce  non  poco  rimarchevole  divario  da  ciò  che  ha  luogo  per  gli 
«rtepali  ellittici. 

(^  Vedi  i  Monaltbtritchte  del  detto  anno,  pag.  462. 
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essendo  n  ancora  funzione  razionale  qualsiasi  di  a;,^  e  fra  x,y 
sussistendo  una  equazione  generale  di  secondo  grado. 

11  sig.  Brioschi  pubblicava  nei  Comptes  R.  degli  anni  1863, 
1864  (tomi  56,  59)  una  seconda  trasformazione  per  la  ridu- 
zione del  suddetto  integrale 

jF{Xyy)dx 

basata  sulla  teorica  dei  covarianti  delle  forme  ternarie;  ed  una 
Memoria  sulla  moltiplicazione  delle  funzioni  ellittiche. 

Coi  suddetti  lavori ,  che  introducono  nella  trattazione  al- 
gebrica degli  integrali  in  questione  molta  eleganza  e  semplicità, 
i  sigg.  Aronhold  e  Brioschi  diedero  i  primi  esempi  di  rappre- 
sentazione delle  coordinate  dei  punti  di  certe  linee  piane  io 
funzioni  ellittiche  di  un  parametro ,  concetto  sviluppato  ed 
esteso  dal  sig.  Glebsch  nelle  sue  preziose  Memorie  contenute 
nei  tomi  63,  64  del  giorn.  di  Grelle-Borchardt. 

Riprendiamo  adesso  il  Alo  delle  ricerche  che  già  vedemmo 
avviate  da  Àbel  sulla  integrazione  dei  difTerenziali  algebrici  in 
termini  finiti.  Dopo  di  lui  dobbiamo  subilo  menzionare  il  sig. 
Liouville,  il  quale  dal  1832  in  poi  andava  presentando  air  Ac- 
cademia delle  Scienze  i  risultati  di  sue  investigazioni  sull'ar- 
gomento. Anteriormente  al  sig.  Liouville  e  ad  Abel  stesso 
avremmo  potuto  citare  Gondorcet  e  Laplace,  a  qualche  teo- 
rema del  quale  forse  si  deve  che  il  sig.  Liouville  abbia  rivòlto 
a  simili  ricerche  la  propria  attenzione. 

Ma  ritornando  al  sig.  Liouville ,  egli  presenta  dapprima 
due  Memorie  Sur  la  délermination  des  intégrales ,  dont  la  valeur 
est  algébrique  (1).  In  esse  dà  un  metodo  per  decidere  se  l'in- 
tegrale Jj/ do?,  dove  y  s'  intende  funzione  algebrica  di  x,  sia 
0  non  sia  esprimibile  in  termini  algebrici ,  e   per  trovarne  il 


(I)  Qoesle  Memorie  possono  leggersi  nel  22  Cahier  del  giornale  della  scuola  politecnie 
Nel  tomo  10  del  giornale  di  Creile,  in  seguito  al  rapporto  di  Poisson  sulle  me<lesimey  e 
tomo  3  del  proprio  giornale  ,  il  sig.  Liouville  espone  delle  semplificazioni   ed  aggiunte 
Memorie  stesse. 
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Talore  nel  caso  affermativo.  Egli  considera  in  primo  luogo  gli 
integrali  razionali  di  un  sistema  di  equazioni  differenziali  lineari 
di  un'  ordine  qualunque  a  coefficienti  razionali  ;  e  fa  vedere 
come  si  possano  trovare  siffatti  integrali  »  ove  esistano',  ovvero 
dimostrare  che  non  esistono.  In  secondo  luogo  dimostra  ,  che, 

se  r  integrale  è  algebrico ,  può    sempre   supporsi  ridotto    alla 

forma 

a,  ^,  /,...,  X  essendo  funzioni  razionali  di  x^  legate  a  questa 
variabile  da  altrettante  equazioni  differenziali  lineari.  Tutto  adun- 
que si  riduce  a  cercare,  col  procedimento  già  esposto,  gli  integrali 
razionali  di  queste  equazioni;  non  esistendo  i  quali,  si  verrebbe 
nella  certezza  che  fydx  non  è  esprimibile  algebricamente.  Nella 
prima  delle  due  Memorie  considera  propriamente  il  solo  caso 
di  y  funzione  algebrica  esplicita.  Un  corollario  di  uno  dei  teo- 
remi, eh'  ivi  espone ,  è  ,  che  gli  integrali  ellittici  di  prima  e 
seconda  specie  non  si  possono  esprimere  algebricamente  me* 
diaote  il  loro  limite  variabile. 

In  seguito  presenta  una  Memoria  Sur  les  transcemìantes 
^iques  de  première  et  de  deuxième  éspèce ,  considérées  comme 
fimctions  de  leur  amplitude  (1)  ,  la  quale  egli  considera  come 
la  prima  parte  di  una  teorica  generale  ,  avente  per  iscopo  di 
determinare  il  valore  di  fydx,  allorquando  si  possa  espri- 
mere esplicitamente  coir  adoperare  un  numero  finito  di  volte 
i  segni  ^(x),  e*.  Ioga;.  Con  r3{x)  egli  intende  una  funzione 
%brica  tanto  esplicita  che  implicita  della  x.  Stabilisce  una 
classificazione  delle  funzioni  trascendenti  in  specie  ,  analoga  a 
qnelta  che  precedentemente  stabiliva  per  le  funzioni  irrazionali. 
L*' oggetto  del  primo  paragrafo  è  il  teorema  fondamentale  che: 
Se  l'integrale  Jydx  è  esprimibile  nella  maniera  sopra  indi- 
^^1  si  potrà  sempre  supporre  ridotto  alla  forma 

jydx  =  u  4-  A^  log  V|  +  iéj  log  Vj  + +  i4m  log  t?« . 

(*)  Si  p«i  leggere  nel  23  Cahier  del  giornale  della  scoola  politecnica. 
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Il  risultato  del  terzo  ed  ultimo  paragrafo,  che  V  autore  fa  scopo 
della  Memoria y  è:  che  gli  integrali  ellittici  dì  prima  e  seconda 
specie  non  sono  esprimibili  nell'  anzidetta  maniera. 

Ottenute  queste  interessanti  conclusioni  sugli  integrali  el- 
littici, considerati  come  funzioni  del  loro  limite,  il  sig.  Liouvìlie 
prende  ad  investigare  gli  integrali  slessi,  considerati  come  fun- 
zioni del  loro  modulo  (1).  Credo  conveniente  di  qui  riportare 
alcuni  brani  della  introduzione  alla  memoria  su  quest'argomento. 

«  Dando  al  modulo  un  valor  fisso  ,  che  suppongo  diverso 
da  zero,  i  due  integrali  ellittici  di  prima  e  seconda  specie  di- 
pendono soltanto  dall'amplitudine  e  costituiscono,  come  altrove 
ho  dimostrato  ,  delle  trascendenti  affatto  distinte  dai  logaritmi 
e  dalle  esponenziali ,  dimodoché  non  si  possono  scrivere  sotto 
forma  finita  col  mezzo  dei  soli  segni  algebrici ,  esponenziali  e 
logaritmici  ....  » 

€  Dando  invece  air  amplitudine  un  valore  fisso  diverso  da 
zero  e  lasciando  variabile  il  modulo,  i  suddetti  integrali  diver- 
ranno funzioni  del  modulo,  e  si  può  domandarsi,  se  sarà  ancora 
impossibile  di  esprimerli  sotto  forma  finita  in  termini  algebrici, 
esponenziali  e  logaritmici,  rispetto  alla  nuova  variabile.  Or  bene 
sono  giunto  a  dimostrare  che  sussiste  appunto  questa  impossi- 
bilità; ma  r  analisi  di  cui  mi  sono  valso  per  tal  fine  differisce 
assai  da  quella  che  ho  impiegato  nella  Memoria  del  1833  (23  Cahier 
del  giornale  della  scuola  politec.)  Gli  integrali  ellittici  di  prima 
e  seconda  specie ,  considerati  come  funzioni  del  modulo ,  sod- 
disfanno infatti  a  due  equazioni  differenziali  del  second'  ordine 
assai  complicate  ;  mentre  come  funzioni  dell'  amplitudine  sono 

semplici  integrali  indefiniti ,  di  cui  è  noto  V  elemento 

Pertanto  gli  integrali  ellittici  sono  trascendenti  di  un'  ordine 
più  elevalo  rispetto  al  modulo  che  rispetto  all'  amplitudine.  » 

t  Queste  ricerche,  e  parecchie  altre,  che  pubblicai  anterior- 


(I)  La  Memoria  conlenenlc  queste  ulteriori  ricerche,  presentata  ali*  Accademia  nei  1840, 
può  leggersi  nel  tomo  5  del  giornale  del  !>ig.  f.iouville,  pag.  441.  Alla  pag.  34  trovasi  una 
introduzione  alla  medesima. 
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meDle,  appartengono  ad  una  grande  teorica^  che  ì  geometri  non 
hanno  ancora  studiato,  io  credo,  colla  debita  perseverante  atten- 
zione. Questa  teorica  ha  per  oggetto  di  scoprire,  in  ogni  questione, 
tutte  le  soluzioni  che  possono  scriversi  col  mezzo  d' un  numero 
limitato  di  segni  analitici  dati  anticipatamente,  o  di  dimostrare 
che  soluzioni  di  tal  sorta  non  esistono.  Essa  sola  può  condurre 
ad  una  classificazione  veramente  filosofica  delle  trascendenti  . . 
....  Non  è  egli  evidente  ....  che  dopo  aver  aggiunto  alle 
funzioni  algebriche  le  funzioni  esponenziali  e  le  funzioni  loga- 
ritmiche ,  le  quali  non  possono  ridursi  tra  loro  ,  bisogna,  ogni 
qualvolta  s' incontri  una  quantità  nuova,  cercare  se  si  possa  o 
no  esprimere  mediante  le  funzioni  già  conosciute  ?  » 

Per  non  lasciare  troppo  incompleta  la  rivista  di  ciò  che 
si  deve  al  sig.  Liouville  sull'  argomento,  aggiungeremo  che  :  nel 
tomo  13  del  giorn.  di  Creile  si  trova  una  Memoria  (1)  sugli 
integrali  della  forma 

fe'ydx  , 

essendo  y  funzione  algebrica  di  x;  nel  tomo  4  del  di  lui  giornale 
una  Memoria  (2)  sulla  integrazione  dell'  equazione 

essendo  P  funzione  intera  della  x;  nel  tomo  6  dello  stesso 
giornale  uno  scritto  suir  equazione  di  Riccati ,  steso  per  dimo« 
strare  che  i  casi  di  integrabilità  in  termini  finiti  (  nel  solito 
senso)  sono  precisamente  soltanto  quelli  che  già  si  conoscevano. 
Quest'ultimo  lavoro  porse  occasione  ad  una  bella  Memo- 
ria del  prof.  Genocchi  (3),  comparsa  nel  i865;  la  quale  del 
resto  abbraccia  assai  più  che  non  la  sola  equazione  di  Riccati. 
Lo  stesso  matematico  presentava  già  un  anno  prima,  parimenti 

(0  Mimunre  tur  l'  integration  cT  une  ekute  de  foneliont  tranteendantee, 

(i)  Mèmnire  tur  V  integration  cT  une  clatte  d*  équationt  differenti  e  llet  du  teeond    ordre 

«  f*«"<ite,  n^ifg  explieiict, 

(3j  Sludi  intorno  ai  tati  di  integrazione  totto  forma   finita.    Memorie    deli'  Accademia 

di  Torino.  Serie  2  Tomo  23. 
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ali'  Accademia  torinese  ,  una  Memoria  intorno  alle  equazioni 
diiTerenziali ,  a  cui  conduce  la  trasformazione  delle  funzioni 
ellittiche. 

Come  scrini  italiani  dello  stesso  genere  citeremo  anche  : 
le  considerazioni  che  il  prof.  Mainardi  pubblicava  nel  1846  (1) 
sulla  integrazione  della  formola 

F 

F,  E,  V  essendo  funzioni  intere  di  una  medesima  variàbile;  alcooi 
scritti  del  sig.  C.  Piuma  ,  uno  dei  quali  nel   tomo  4  degli  an- 
nali del  prof.  Tortolini  ;  ed    una  Memoria    del    P.   Pepin   De\ 
tomo  5  degli  stessi  annali ,  nella  quale,  collegandosi  colia  Me- 
moria del  sig.  Liouville  sull'equazione 

dx^ 

espone  una  soluzione  del  problema:  Essendo  data  1' equazioiF  ^ 
differenziale 

(P  z   .    ^dx    .    ^ 

in  cui  Q  ed  R  esprimono  funzioni  razionali  di  x,  decidere  se  z 
si  possa  esprimere  con  un  numero  limitato  di  segni  algebrici , 
esponenziali ,  logaritmici  e  di  segni  di  integrazione  indefinita 
rispetto  ad  x. 

Ritorniamo  ai  lavori  dei  matematici  stranieri.  Dopo  il 
sig.  Liouville  incontriamo  1'  eminente  matematico  di  Russia,  il 
sig.  Tchebichef.  Questi  pubblicava  nel  1853  una  Memoria  (2) 
sulla  integrazione  per  funzioni  algebriche  e  logaritmiche  di  una 
espressione  formata  razionalmente  colla  variabile  e  con  una 
radice  di  una  funzione  intera,  indicando  come  si  possa  trovare 
la  parte  algebrica  dell'  integrale   e   determinare    la  forma   dei 


(I)  Volume  2  delle  Memorie  dell*  Istituto  Veneto. 

(i)  Sur  l'  integration  des  di/férentitUcM  irrationnellet.  giorn.  di  Liouville  tomo  18. 
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lermiDÌ  logaritmici.  La  completa  determinazione  di  questi  ter- 
mini non  vi  è  trattata. 

Neir  anno  successivo  compare  una  sua  seconda  Memoria 
sulla  integrazione  per  funzioni  algebriche  e  logaritmiche  dei 
differenziali  contenenti  una  radice  quadrata  dì  una  funzione  intera 
del  terzo  e  quarto  grado  (1).  In  questa,  dopo  aver  determinato 
colle  regole  date  nella  prima  Memoria  la  parte  algebrica  ed  il 
numero  dei  termini  logaritmici ,  V  autore  scrive  le  equazioni 
che  servono  a  determinare  le  funzioni  affette  dai  segni  logarit- 
mici e  m()stra  il  modo  di  ridurre  queste  equazioni  ,  spesso 
assai  complicate ,  ad  altre  simili  piii  semplici  ,  riducendo  cosi 
infine  la  questione  a  quella  trattata  da  Àbel,  nel  tomo  1  del 
giorn.  di  Creile  (2). 

Ma,  secondo  il  metodo  di  risoluzione  che  da  questo  lavoro 
di  Abel  scaturisce,  bisognerebbe  sviluppare  il  radicale  in  fra- 
zione continua  e  proseguire  lo  sviluppo  sino  a  che  se  ne  ma- 
nifestasse la  periodicità,  qualora  la  medesima  esistesse.  Ma,  non 
[conoscendosi  anticipatamente  il  numero  dei  termini  del  periodo 
od  un  limite  superiore  di  esso  numero)  ,  è  chiaro  che  ,  nel 
'aso  ove  manchi  la  periodicità ,  siffatto  metodo  condurrebbe  a 
:>roseguire  indefinitamente  lo  sviluppo  senza  mai  ottenere  un 
risultato  che  desse  sicuro  avviso  di  questa  mancanza.  Onde  ri- 
Kiediare  a  tale  difetto  il  sig.  Tchebichef  presenta  un  nuovo 
nìelodo  (3)  nel  Buìletin  de  V  Académie  de  St  -  Pétersbourg  per 
^'anno  1860  (tomo  3).  Seguendo  questo  metodo,  con  due  serie 
^i  operazioni  algebriche,  il  numero  delle  quali  in  ciascuna  serie 

H)  Mémoirti  dt  V  Atadémit  imp,  de»  Seiencetde  St  »  Pétertbourg.  Sixiénu  Sène,  Seìen- 
***  *a<^  et  phyt.  T.  6.  0??ero  ,  giornale  di  Liooviilc,  tomo  2  della  serie  2. 

(^)  Questa  Memoria  diede  occasione  ad  una  Nota  intomo  la  integrazione  delle  funzioni 
*^*:ianaU  pubblicata  negli  annali  del  prof.  Tortolini  per  Panno  I8.'>€. 

(3)  La  relativa  Memoria  ha  per  titolo  :  Sur  l*  integration  de  la  di/ferentielle 

x+A 

-  dx  . 

^x^  4-ax5-fP'*  +  T*  +  ^ 

L'dutore  ne  diede  un*  eslrullo  nei  Comptet  R,    dell'  Accad.  di  Parigi  (tomo  51).  Si    la   Me- 
nioria  rlic  1*  estratto  comparvero  poi  anche  nel  tomo  9  della  serie  2  del  giorn.  di  Liouville. 
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non  può  superare  un  limite  determinabile  anticipatamente^  o  si 
raggiunge  la  certezza  della  impossibilità  dell'  integrazione  nel 
modo  desiderato^  osi  eiTettua  questa  integrazione  completamente. 
Il  metodo  però  vale  soltanto  per  il  caso  in  cui  i  coefficienti 
della  funzione  intera  sotto  il  segno  radicale  sieno  razionali  (i). 

La  seconda  Memoria  del  sig.  Tchebicbef  determinava  il 
sig.  Weierstrass  ad  indicare  ,  con  lettura  del  26  Febb.  1857 
dinanzi  all'  Accad.  delle  scienze  di  Berlino  (ì),  come  si  potesse 
fare  la  stessa  ricerca  in  maniera  più  semplice  e  più  chiara.  In 
essa  faceva  dapprima  riflettere  e  che  il  problema  stesso  (limi- 
tato com^  è  alla  radice  quadrata  di  una  funzione  intera  del 
quarto  grado)  trovasi  propriamente  già  a  pieno  risoluto  in  virtù 
dei  principi  svolti  da  Àbel  nel  suo  ultimo  lavoro,  sgraziatamente 
incompiuto,  concernente  le  relazioni  più  generali  possibili  tra  fun- 
zioni ellittiche,  logaritmiche  ed  algebriche;  t  quali  principi  per- 
mettono  nel  tempo  stesso  di  formarsi  un  concetto  più  chiaro  e  pnì 
profondo  della  natura  della  cosa  ,  di  quello  che  si  possa  ottenere , 
proponendosi  di  raggiungere  il  risultato  immediatamente  con  un 
calcolo  algebrico,  di  necessità  assai  complicato ,  senza  riferirsi  alla 
teorica  della  intiera  classe  di  quantità,  a  cui  appartiene  queUa  presa 
in  considerazione  >. 

Il  saggissimo  riflesso  contenuto  nel  secondo  periodo  di 
questo  brano  merita  tutta  V  attenzione  ;  esso  caratterizza  già 
in  parte  il  metodo  seguito  dal  sig.  Weierstrass  nella  detta  par- 
ticolare ricerca,  o  più  in  generale,  caratterizza  già  in  parte  il 
metodo  che  in  tutte    le   ricerche   di  simil   natura    venne   con 


(1)  Crediamo  dover  citare  a  questo  proposito  le    sostituzioni    indicate  dal  sig.    Ilrroiìte 

{CrelUf  tomo  52)  e  dal  sig.  Briosclii  {Annali  di  matemalica,  tomo  3;  Comptei  A.,  tomo  5€; 

Rendiconto  dell*  adun.  24    Febbr.  1864  del   R.    Islil.    Lombardo),  per  le  quali  il    differen- 

dx 

ziale ,  dove  9  (x)  significa  funzione  intera   del  quarto  grado,    si  trasforma  per  modo 

V9  W 
clic  la  espressione  sotto  il  segno  radicale  riducesi  a  non  contenere  altri  coefficienti   letterali 

che  gli  invarianti  quadratico  e  cubico  della  forma  9  (x)  ;  perchè  appunto  i  criteri  ed  i  li- 
miti stabiliti  nella  sua  Memoria  dal  sig.  Tchebichef  diventano,  per  le  sostituzioni  stesse ■ 
più  evidenti,  ed  ocquistano  un  carattere  di  maggiore  generalità. 

(2)  Vedi  la  Nota  Ueber  die  Integr,  già  citata  a  pag.  30. 
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buona  ragione  a  consegnire  il  predominio  ,  ossia  a  sostituirsi 
ai  metodi  seguiti  nei  lavori  dianzi  citati  (1). 

Il  sig.  Weierstrass  deve  aver  compiuto  ricerche  generalis- 
simo suir  argomento  di  cui  stiamo  riferendo.  Ma  di  esse  non 
siamo  in  grado  di  dare  alcuna  precisa  informazione  «  attesoché 
finora  non  abbiamo  potuto  averne  alcuna  esatta  contezza. 
L^  illustre  matematico ,  forse  per  cagione  delle  gravi  malattie  , 
ma,  del  resto,  non  unico  fra  i  Sommi  nel  rifuggire  dalle 
noje  gravose  della  stampa,  non  diede  finora  alle  medesime 
vera  pubblicità  ;  limitandone  la  comunicazione  alla  stretta  cer- 
chia degli  amici  o  dei  colleghi  neir  Accademia.  Chi ,  bramoso 
di  conoscere  siffatti  studi ,  ricorre  alle  pubblicazioni  del- 
l' Accademia  ,  fa  passare  indarno  i  volumi  delle  Memorie  e 
nei  resoconti  mensili  trova  la  più  parte  delle  di  lui  comunica- 
zioni segnate  coir  asterisco,  vale  a  dire  ridotte  al  puro  titolo. 
Fra  queste  citeremo  con  speciale  rincrescimento,  per  riguardo 
alle  ricerche  di  cui  qui  dovevamo  compiere  la  indicazione ,  le 
seguenti  :  AUgemeine  Untersiichungen  ueber  die  Integrale  dgehrai- 
*cher  Differentiak  (2).  Ueber  die  analytische  Form  der  Integrale 
àlgebraischer  Differentiak.  Ueber  die  Theorie  der  aUgemeinsten 
AbeV  schen  Transcendenten  (3). 

Come  già  si  è  potuto  alcun  poco  vedere,  le  ricerche  sul- 
l' integrabilità,  con  date  funzioni,  delle  formolo  differenziali  non 
procedettero  separate  dalle  analoghe  ricerche  per  le  equazioni 
difTerenziali.  Ciò  è  ben  naturale  ;  dappoiché  le  prime  ricerche 
possono  a  dir  vero  considerarsi  come  casi  particolari  delle  se- 
conde. Di  queste  ci  occuperemo  espressamente  nella  seconda 
serie  delle  nostre  Notizie;  non  già  col  proposito  di  dare  una  corn- 


ai) Per  altro  questi  metodi  non  «oiio  tutti  veramente  da  abbandonarsi,  e  come  osserva, 
V  prova  il  prof.  Genocchi  ,  il  metodo  emergente  dai  principi  del  sig.  Liouville  ,  può  pur 
«cmpre  rondorre  a  pregevoli  risultali. 

(i)  Di  esse  non  possiamo  dir  altro  se  non  che  ne  fu  comunicata  una   parte    ali*  Acca- 
<l«Biia  nelb  seduta  del  6  Luglio  1857.  Egli  è  da  queste  ricerclie  che  il  sig.  Aronhold  traeva 
■H)tÌTo  f  eomr  accennammo ,  di  fare  un  importante  lavoro. 
(3)  MohaiMbfn'ehU  vom  1865. 
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pietà  indicazione  di  esse  o,  più  in  generale,  d'ogni  ricerca  impor- 
tante nell'argomento  delle  equazioni  differenziali;  ma  col  pro- 
posito, più  ristretto  e  più  adatto  alle  nostre  forze,  di  mostrare 
che  dalle  moderne  ricerche  basate  sulla  variabilità  complessa 
andò  sorgendo  per  lo  studio  delle  equazioni  differenziali  oo 
nuovo  metodo,  che  noi  crediamo  di  poter  qualificare  come  ve- 
ramente scientifico  e  fecondo,  metodo  che  si  deve  principal- 
mente riconoscere  dai  lavori  di  Cauchy  e  dei  signori  Briol  e 
Bouquet,  Weierstrass,  Riemann. 


m^t0^^0*0*^i^t^i0^0^^a^t0^0^0^0*0^0^^^0t0^0^0^0^0^0m0^f^0^m0^0^ 


Passiamo  adesso  ai  lavori  che  concernono  la  inversione 
degli  integrali  e  le  varie  sorta  di  trascendenti  che  con  essa  si 
è  condotti  a  considerare. 

L' importanza  dei  risultati  ottenuti  colla  introduzione  dello 
funzioni  inverse  nella  teorica  delle    trascendenti  ellittiche    nori 
poteva  a  meno  di  provocare  bentosto  il   tentativo  della  inver^ 
sione  degli  integrali    d'  ordine   superiore  ,  e  precisamente  ,  i9 
primo  luogo,  degli  iperellìtici  di  primo  ordine.  Cosi  infatti   av^ 
venne:  i  tomi  9  e  13  del  giornale  di  Creile  porsero  le  medi-s- 
tazioni di  Jacobi  a  tale  intento  (1). 

Queste  meditazioni  rivelavano  però  delle  difficoltà  affatto 
nuove.  Jacobi  faceva  vedere  (tomo  13),  che  la  funzione  inversa 
di  un  integrale  iperellittico  di  primo  ordine  e  prima  specie 
deve  possedere  quattro  periodi  irriducibili  fra  loro.  Ma,  d'altra 
parte I  ivi  pure  dimostrava,  che,  se  una  funzione  di  una  sola 
variabile  possiede  più  di  due  periodi  irriducibili  tra  loro,  essa 
deve  possedere  anche  periodi  infinitamente  piccoli.  Per  ciò 
una  funzione  ,  la  quale  abbia  un  sol  valore  per  ogni  valore 
della  variabile  e  sia  sempre  continua  allorché  finita ,  come 
sono  le  circolari  e  le  ellittiche,  non  può  ammettere  più  di  due 
periodi  irriducibili  (2).  E  pertanto  ,  volendo  escludere  la  con- 

(1)  Contiderationet  generalet  de  trantCfndfntibuM  Abth'anit,  Tomo  9. 

De  functionibut  duarum  variabilium  quadruplici  ter  periodicii ,  quibut  theoria  traiuetH' 
dentium  Abelianarum  innititur.  Tomo  13. 

(2)  Il  fig.  Puiseux  presentò  nel  1856  ali*  Accademid  delle  Scienze  di  Parigi  la  estensione 
di  questa  proposizione  di  Jacobi  a  funzioni  di  un  numero  qualunque  di  variakill  con  periodi 
simultanei.  Compt.  R. ,  tomo  i3,  pag.  321  e  681. 


45 

siderazione  di  funzioni  trascendenti,  che  potessero  comportarsi 
in  modo  ben  diverso  da  quello  già  riconosciuto  nelle    funzioni 
circolari  ed  elliltiche  ,  e  sulle  quali  non  fosse  quindi  possibile 
di  costruire  teoriche  analoghe  a  quelle  già  costrutte  sulle  dette 
foDzionì,  bisognava  rinunciare,  cominciando  dagli  iperellittici  di 
prim'  ordine,  all'  idea  d' introdurre  nel!'  analisi  funzioni  di  una 
sola  variabile,  che  fossero  inverse  degli  integrali  considerati  ad 
Qoo  ad  uno.  Jacobi  abbandonava  quindi   infatti  il  pensiero   di 
uoa  simile  inversione  ;  ma ,  non  tale  da  acquietarsi  a    questo 
rìsollato  puramente    negativo  ,  egli  volle    e   riusci  a    scoprire 
come  si   potesse  tuttavia   procedere   ad    una  inversione    degli 
integrali  iperellittici,  senza  inciampare  nelle  difficoltà  prenotate. 
Ei  trovò  che  basta  considerare,  invece  di  un  solo,  p  integrali  (ri- 
ferendoci agli  iperellittici  di  un'  ordine  qualsivoglia  (p— l)^»»®) 
di  prima  specie  ;    prendere  ognuno  di   essi   con   p  diversi   li- 
miti superiori  x^y  x^^ . .  . ,  Xp\   eguagliare  ognuna  delle  som- 
me, composte    coi   p   integrali    cosi  ottenuti  da  uno  stesso  , 
ad  una  nuova  variabile.  Ne  risultano    di  tal  guisa  p   equazioni 
fra  i  limiti  ^|,  a?, ,....,  ^p  e  le  nuove  variabili  ti^ ,  ti^, . . . ,  ti^; 
e  sono  precisamente  i  p    limiti  ,  risguardati    come   dipendenti 
dalle  p  variabili  W| ,  Mj  ,....,  tip  ,  che   Jacobi  propone   d' in- 
trodurre neir  analisi ,  come   funzioni  inverse    per  gli   integrali 
io  discorso.  Tutto  ciò  è  contenuto   nelle  stesse  due  precitate 
Memorie.   La   ragione   di   così    fatte   funzioni    inverse    venne 
desunta  dal  teorema  abeliano;  il  quale  per  tal  maniera  diventò 
il  fondamento  di    una  delle  più    mirabili  successioni    di  lavori 
che  r  analisi  possa  noverare.  Ma,  per  ben  fissare  le    idee   su 
questo  punto  cardinale,   stimiamo   opportuno  di   qui  riportare 
quei  brani  della  Memoria  del   tomo  9  ,    che    più  specialmente 
si  riferiscono  alle  funzioni  inverse  per  gli  integrali  iperellittici 
di  primo  ordine  (0- 

(1)  la  questa  Memoria  Jacobi  considera  siinullaocnnicnlc  due  qtirstioQi:  quella  delle  funzioni 
■Qvenc,  e  quella  delle  equazioni  dilTercuziali,  di  cui  il  Icorenia  abclinno  rorniscc  gli  integrali 
'Istorici.  Le  due  questioni  si  congiungono  cosi  naluralmeule  tra  loro  nel  teorema  abcliaDO 
'^  ftOfl  ereditino  di  dover  escludere  affatto  i  brani  relativi  alla  seconda. 
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e  Quando  V  inlegrale 

_r^  dx 

sia  ellillico,  il  teorema  d'  Eulero  insegna,  che,  considerando  x 
come  funzione  di  u  ,  x  =  l{u)  ,  la  funzione  X  (u  -j-  ^0  ^^"^ 
somma  di  due  argomenti  può  esprimersi  algebricamente  mediante 
le  funzioni  X  (u)  e  X  {u^)  dei  due  argomenti  separatamente  ; 
come  dagli  elementi  si  sa  aver  luogo  per  le  funzioni  circolari. 
Ora  domando  quali  sieno  le  funzioni  inverse  degli  integrali  abe- 
liani  e  come  si  presenti ,  considerato  dal  loro  punto  di  vista ,  il 
teorema  abeliano,  > 

•  Il  teorema  d' Eulero  dà  algebricametite  V  integrale  gene- 
rale dell'  equazione  differenziale 

d  X       ,      dy 


1/  T  (^)      1/  ?  (y) 

quando  9  (x)  sia  funzione  intera  del  quarto  grado.  Ora  do- 
mando, quali  sieno  le  equazioni  differenziali,  i  cui  integrali  gene* 
rati  sono  dati  algebricamente  dai  teorema  abeliano.  > 

e  Cominciamo  dal  caso  più  semplice  degli  integrali  abe- 
liani ,  dal  caso  cioè  in  cui  f  (x)  sia  del  quinto  0  sesto  grado. 
Ritenuto  che  sia 

O    [/9{x)  q    [/<f{x) 

pongo 

9{x)  +  *  (j/)  =  tt ,  *i  {x)  +  *i  (y)  =  V 

e  considero  x  ed  y  come  funzioni  di  u  e  v,  esprimendole  con 

x  =  'k(u,v)  ,  y=\  (u,  v) . 

SiiTatte  funzioni  delle  due  variabili  u  e  v  sono  quelle  che  bisogna 
introdurre  neir  analisi,  se  si  vuol  conservare  anche  nelle  abe- 
liane  V  analogia  delle  funzioni  circolari  ed  ellittiche.  Posto 


n  {X)  =^ 
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U 

ossia 

n{x)  =  A9>  {x)  +  Aj^  *^  {x) , 

il  teorema  abeliano  insegna  che  esiste  una  soluzione  algebrica 
deir  equazione 

n  (aj)  +  n(y)  +  n  (.)  =  n  (a)  +  n(6), 

e  cioè,  che  si  possano  determinare  algebricamente  a  e  b  per  mez- 
zo dio;,  y,z.  Ma  osservo,  che  il  problema  di  determinare  a  e  b 
per  mezzo  delle  quantità  date  x,  y,  z  è  indeterminato ,  e  che 
quindi  il  teorema  abeliano,  così  proposto,  non  altro  insegna  se 
non  che,  fra  le  innumerevoli  soluzioni  della  proposta  equazione 

n  (a)  +  n  (6)  =  n  (oj)  +  n  (y )  +  n  (z) , 

havvene  una  algebrica.  Ora  però  osservo  ,  che  le  relazioni  al- 
gebriche date  dal  eh.  Àbel,  per  le  quali  a  e  6  vengono  deter- 
minate mediante  x,y,Zy  non  dipendono  per  nulla  affatto  dalle 
quantità  i4  ed  i4| .  Perciò  le  stesse  due  relazioni  algebriche 
fra  Zi  y,  z,  a,  b  soddisferanno  simultaneamente  all'  una  ed  al- 
l' altra  equazione  trascendente 

*  (a)  -f  *  (6)  =  et  (a:)  +  <t  (y)  +  O  (z) 

*i(a)+«>i(fr)=«>i(^)+«i(2^)  +  fl^i(2)  . 
Ove  queste  due  equazioni  sieno  date  simultaneamente,  le  quan- 
tità a  e  b  vengono  ad  essere  totalmente  determinate  mediante 
l6x,y,f.  Pertanto  il  teorema  abeliano,  volendone  rettamente 
considerare  la  forza  e  la  natura ,  devesi  proporre  nel  modo 
seguente 

TEOREMA 

^fi^  proposte  le  equazioni  simultanee 

*  (a)  +  *  (6)  =  <I)  (x)  +  *  (y)  +  *  (z) 

*i(«)  +  *i  W  =  *i(^)  +  *i (y)  +  *i(-i  . 

^  ^^Wità  a  e  b  possono  determinarsi  algebricamente  per  mezzo 
delle  (piantità  date  x,  y,  z.  » 
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«  II  teorema  precedente  si  estende  facilmente  ai  caso  ìd 
cui  sia  la  somma  di  quattro  o  di  qualsivoglia  numero  di  tra- 
scendenti che  si  esprime  per  la  somma  di  due,  i  cui  argomenti 
dipendano  algebricamente  dagli  argomenti  delle  prime.  Consi- 
derando il  caso  in  cui  la  somma  di  quattro  debba  esprimersi 
per  la  somma  di  due,  il  teorema  abeliano,  al  medesimo  appli- 
cato ,  insegna  di  nuovo  ,  che  date  simultaneamente  le  dae 
equazioni 

et  (a)  +  *  (6)  =  et  (re)  +  «>  (y)  +  «>  (^)  +  *  (»0 

*i(a)  +  *i(ft)=4^i(^)  +  *i(2^)+*i(^)  +  *i(yO 

le  quantità  a  e  b  possono  determinarsi  algebricamente  per  mezzo 
delle  quantità  date  x,  y,  a/,  y^.  Ora  poniamo 

*  (a?)  +  *  (y)  =  u  ,    O  (a/)  +  *  (^0  =  tt' 
e 

«>i(^)  +  *i(y)  =  t^  >    *i (a/)  +  *i (2^0  =  t;' ; 

per  le  equazioni  proposte  si  ha 

<&  (a)  +  *  (6)  =.  ti  +  tt' , 

*i  (a)  +  <&^  (6)  =  V  +  v'. 

Ma ,    per    la    notazione    superiormente    introdotta ,    abbiam  ^ 
viceversa 

aJ  =  l(u',v')    ,    ^'  =  X,(tt',t)0, 
a  =  X  (u  +  w'  >  V  + 1?0  >  6  =  ^i  (tt  +  tt' ,  «  +  v')  . 
E  però,  per  le  nuove  funzioni  ?^(tt,t?),  \  fw,  v),  abbiamo^  come 
traduzione  del  teorema  abeliano,  il  seguente 

TEORKMA 

Le  {unzioni 

X  (tt,  v)      ,      \  (tt,  v) 

godono  della  proprietà  simile  a  quella  che  dagli  elementi  si  conosce 
aver  luogo  per  le  funzioni  circolari  ed  ellittiche,  cioè  che  le 

X(tt+tt',V+t?0       ,       >4(tt+tt',V+0 
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A  esprimono  aìgebricamente  mediante  le 

X  (ti,  v) ,  X  (u',  vO  ;  X,  (ti,  v) ,  X,  (u',  v').  »  (1) 

e  n  teorema  d' Ealero  dà  algebricamente  l' integrale  ge- 
nerale di  un'  equazione  differenziale  del  prim'  ordine  fra  due 
farìabili ,  in  essa  separate.  Cosi  pure  il  teorema  di  Àbel  dà 
algebricamente  m — 1  integrali  generali  (cioè  contenenti  m~i 
costaDti  arbitrarie)  di  m  —  1  equazioni  differenziali  del  primo 
ordine  fra  m  variabili,  le  quali  sono  in  ciascuna  equazione  se- 
parate. Cominciamo  ancora  dal  caso  più  semplice,  cioè  di  (f{x) 
del  quinto  o  sesto  grado.  In  tal  caso  sappiamo  dai  teorema 
abeliano,  che  le  due  equazioni  trascendenti 

9{x)  +  9  (y)  +  *  (2)  =  <t  (a)  +  $  (6) 

«^i(^)+«^i(^i^)  +  *i(^)  =  «^i(a)  +  «^i(6) 

tengono  luogo  di  due  equazioni  algebriche  fra  le  cinque  quan- 
i\&x,y,2y  a,  b.  Consideriamo  a  e  b  come  costanti;  differen- 
ziando le  due  equazioni  ora  scritte,  scompajono  affatto  a  o  b , 
e  si  ha 

dx  dy  dz 

+  ."7 — TTk  + 


\/<f(x)         |/?(^)  l/?(2) 

xdx         y  dy         zd  z  

Sono  queste  pertanto  le  due  equazioni,  di  cui,  nel  caso  sem- 
plicissimo preso  in  considerazione,  il  teorema  abeliano  dà  al- 
Sebricamentc  gli  integrali  generali,  i  quali  sono  appunto  le  due 
QORìioate  equazioni  algebriche  fra  x^y.z  e  le  costanti  arbitra- 
rie a,  6.  t  (2) 

^1)  Etpoito  qocslo  teorema  d*  addizione  degli  argomenti  per  le  funzioni  inverse  degli 
'**<|rili  ipereUlllici  di  prim'  ordine ,  V  autore  espone  il  teorema  stesso  per  le  funzioni  in- 
^^f^  degli  integrali  iperellitlici  dell*  ordino  qualsiasi  m  —  3.  Indi  passa  alle  considerazioni, 
^  ^  riportiamo,  sulle  equazioni  differenziali. 

())  Oo{H>  di  ciò,  l'Autore  espone  il  sistema  delle  equazioni  differenziali  per  il  caso  degli 

'*'Wi  iperellitlici  del  sccond*  ordine.;  tralasciando,  siccome  cosa  affatto  ovvia,  di  esporre 

'^^^t  generale  ,  cioè  corrispondente  agli  integrali  dell'  ordine  qualsiasi  m — 3,  il  quale 

1  coBpone  di  m — !  equazioni  fra  m  variabili.  Finalmente ,  termina  la  Memoria   raccoman- 
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Ritornando  alle  funzioni  "k  e  \  ,  esse  sono  bensì  dotate 
di  periodicità  quadrupla,  ma  la  periodicità  ,  riferendosi  adesso 
non  più  ad  una  sola  variabile,  si  bene  alle  due  variabili  u,  v 
ad  un  tempo  ,  non  trae  più  seco  le  conseguenze  additate  per 
il  caso  di  funzioni  d'  una  sola  variabile.  La  maniera  di  veri- 
ficarsi della  periodicità  nella  funzione  X,  e  lo  stesso  intendasi 
della  funzione  X^ ,  sta  espressa  nell'  equazione  : 

X(u+W2l+wM'+n'M'^+n^^M^^',t?+wB+n'B'+n^^B^'+n'''B''0 

=  X  (m,  v)  , 

dove  A,  i4^  -4^',  A'^^  denolano  i  periodi  relativi  alla  variabile  ti; 
B,B^,B^^,B^^^  quelli  relativi  a  v;  n^rJ^rJ^^v!^^  numeri  interi 
arbitrari.  Facendo  crescere  u ,  per  esempio  ,  del  periodo  A  » 
bisogna  far  crescere  nel  tempo  stesso  v  del  periodo  £  ,  se  si 
vuole  che  il  valore  di  X  non  soffra  alterazione  (1). 


dando,  come  problema  da  risolvere ,  la  diretta  integrazione  di  questi  sistemi  di  eqnazioiiS.  , 
in  modo  da  ottenere  una  dimostrazione  del  teorema  di  Abel  simile  a  quella  che  I  %^\  iii— g< 
riuscì  a  dare  del  teorema  d*  Eulero. 

Siffatti  sistemi  d'  equazioni,  ossia  dirò  ,  il  sistema  gmerale  delle  eqwtzimu 
iperellittiehef  fu  poscia  designato  col  nome  di  sistema  jacobiano. 

Circa  la  risoluzione  di  questo  problema,  si  osservino  :  Jacobi  {Creile,  tomo  24,  pag. 
e  tomo  32,  pag.  221  >,  Ricliclot  {Creile,  tomo  23  ,  pag.  35i  e  tomo  25,  pag.  97) ,  lUina«*dl 
(Memorie  di  Mal.  e  Fis.  della  Società  Italiana  ,  tomo  23.  Modena  ,  Ì8i6),  Minich  (  Meiiorie 
dell*  Istituto  Veneto,  volume  Z,  Ì8i7),  Briosclii  {Crelle-Borchardty  tomo  53).  Nel  1862  il  s^if. 
Wcierstrass  presentò  all'  Accademia  di  Berlino  una  F^ota  sulP  integrazione  dello  stesso  iiii^gw 
(Monatsbericht  van  Februar). 

(I)  Ciò  che  diciamo  delle  X  e  X|  intendasi  analogamente  anche  delle  funzioni  di  qvmal- 
sivoglia  numero  di  variabili.  Neil'  argomento  qui  toccato  figurano  due  diverse  specie  ^i 
considerazioni  :  considerazioni  dirette  a  riconoscere  quanta  periodicità  possa  darsi  in  m» 
funzione  di  una  o  di  un  certo  numero  di  variabili ,  che  debba  possedere  talune  propri0tA , 
come  ,  per  esempio  ,  di  avere  un  solo  valore  e  di  essere  continua  per  ogni  sistemai  ^ 
valori  finiti  delle  variabili  ;  e  considerazioni  diretlc  a  riconoscere  quanti  e  quali  neri^ 
spettino  a  funzioni  inverse,  ossia  quanti  moduli  di  periodicità  ad  integrali  proposti.  Enlrasnbe 
queste  specie  di  considerazioni  riceveranno  il  dovuto  sviluppo  nel  corso  delle  nostre  lexioB>» 
ma  in  questa  serie  di  notizie,  come  già  si  sarà  notato,  noi  non  le  tocchiamo  che  leggeri*'^ 
mamente.  Le  considerazioni  della  prima  specie  sono  di  un  carattere  elementare  e  poramC^ 
aritmetico;  e  per  trarne  le  conclusioni,  che  importano  nella  teorica  delle  funzioni,  basi*  ^* 
conoscere  alcuni  teoremi  fondamentali,  quaP  ò  questo >  che,  se  una  funzione  non  varia  P^ 
quanto  si  voglia  breve  tratto  finito  al  variare  della  variabile  per  gradi  ioseasil>>'' 
entro   limiti    fra  1  quali   la    funzione    debba  avere    un    solo  valore    ed   essere    contifl*^  * 


Si 

Finalmente  faremo  ancora  notare  in  riguardo  alle  investi- 
gazioni di  Jacobi  sulle  nuove  funzioni  (  intendiamo  sì  X  e  X^ 
come  le  altre  degli  ordini  superiori)  che  ,  in  una  Nota  letta 
Del  1843  all'Accademia  delle  Scienze  di  Pietroburgo  (1)^  egli 
iodico  la  proprietà  che  hanno  di  essere  componibili  algebrica- 
mente con  funzioni  di  una  sola  variabile  ;  proprietà  che  non  è 
allFo  ancóra  che  una  traduzione  del  teorema  abeliano. 

Passiamo  ormai  ad  indicare  i  lavori  provocati  dal  tracciato 
iDdlrizzo  jacobiano. 

Il  prìmo^  che,  a  nostro  credere,  sia  comparso  intorno  alle 
DQO?e  funzioni ,  fu  del  1843  ,  dovuto  ad  un'  allievo  del  primo 
anno  della  scuola  politecnica  di  Parigi  :  che  tale  era  allora  il 
sig.  Hermite.  Questo  lavoro  versa  sulla  divisione  delle  funzioni 
abeliaoe  (2).  Cominciando  dalle  funzioni  abeliane  del  prim'  or- 
dine, vale  a  dire  dalle  funzioni  X  e  X^  (3) ,  e  rammentando  la 


OH  100  è  propriamente  una  funzione ,  ma  una  costante.  Le  considerazioni  della  se- 
(••ii  fpeeie  fono  pore,  al  giorno  d' oggi,  affatto  ovvie;  ma  tali  non  erano  quando  venivano 
i>  itce  le  due  Memorie  di  Jacobi.  Queste  considerazioni,  relative  alla  determinazione  di  tutti 
i  viiori,  che  un*  integrale  può  assumere,  senza  che  i  suoi  limiti  si  cambino  ,  liberaronsi  da 
Ili  OMoritA,  mercè  la  idea  della  integrazione  curvilinea,  ossia  con  variabile  complessa,  in- 
INolta,  come  vedremo,  nell*  analisi  da  Canchy. 

(1)  BulUlin  tU  la  ela$se  phyi.-wMth,  de  l'  Aead.  Tome  2  No,  7.  Od  anche  ,  Creile , 
I«i9  30,  pag.  183. 

(i)  Il  lavoro  vien  presentato  ali*  Accad.  delle  scienze  nella  seduta  del  10  Luglio.  Nel 
Cnpie  Bendu  della  seduta  del  ìi  Agosto  se  ne  trova  il  rapporto  steso  dal  sig.  Liouville. 
Qiolo  rapporto  si  trova  anche  nel  tomo  8  del  giornale  del  sig.  Liooville  ,  susseguito  da 
*H  lettera  di  Jacobi  al  novello  analista.  Il  lavoro  venne  poi  pubblicalo  nel  tomo  10  dei 
'^'rts  priientèt  .  .  . 

(S)  Essmdo  da  noi  qui  sempre  adoperati  gli  stessi  segni  X  e  Xj  per  designare  le  fun- 
^ÌBferse  degli  iotegrali  iperellittici  di  prim'  ordine  e  prima  specie,  giova  avvertire  che 
Wc  BSD  s' intendono  per  ciò  sempre  definite  precisamente  come  dapprima  fu  indicalo  , 
<^  mediaale  le  equazioni 


X  X. 


dx 

=  u 


y^(x) 


X  X| 


Pxdx  Pxdx    _ 

'*  ^  di  questi  integrali  potranno  essere  intesi  altri  fra  quelli  rappresentati  in    generale 
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proprietà  foDdameotale  di  queste    foozioDi ,  di  essere   cioè   le 
quantità 

radici  di  uo'  equazione  di  secondo  grado,  i  cui  coefficienti  sodo 


funzioni  razionali  di 


]/?  (>(M)  >  / 


riflette  che,  qualunque  sia  il  numero  intero  n,  le  due  funzioni 
X  (nu,  nv)  ,  X^  (nu,  nv)  saranno  pure  le  radici  di  un'  equazione 
dì  secondo  grado  a  coefficienti  razionali  in 

X(ii,«),      X/u,t?),  |/y  (X(ii,r)),  y(f  (X^(tt,r))  ; 

per  cui ,  mediante  la  risoluzione  di  due  equazioni  algebriche  * 
si  potrà  determinare  inversamente 

X  (w,  v)    e    X^  (u,  v) 
per  mezzo  di 

X  (fiM,  nv)    e    X|  (wM,  nv)  . 

In  questa  determinazione  consiste  appunto  la  divisione  del^  ^ 
funzioni  XeX^.  L'autore  riesce  ad  effettuarla  mediante  radicai  ^^ 
ammettendo  la  divisione  delie  funzioni  complete.  Inoltre  fa  vedere 
che  considerazioni  affatto  simili  a  quelle  impiegate  per  il  prim^^ 
ordine  si  applicano  agli  altri  ordini  delle  funzioni  abeliane.  Cos  ^ 


nella  formola 


S 


d  X 


V  9  («) 
Faremo  poi  notare  di  passaggio  che  la  forma  canonica,  ossia  la  forma  sotto  la  quale  soglioi 
di  preferenza  supporre  gli  integrali  ipercllitlici  di  primo  ordine,  è  quella  che  già  si  trov^ 
impiegala  da  Jacobi  nella  precitata  celebre  Memoria  del  tomo  13  in  cui,  cioè  9  (x)  sappia 
nesi  della  forma 

9(«)«=x(i  — (t)  ^ì_k9x)(I  — Àaar)(l  —  ^x'*)  . 
Le  coslanli  x*,  X*,  |ji^  s*  immaginano ,  d*  ordinario ,  reali  positive  e  minori  dell*  unità. 
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egli  conseguiva ,  in  tanto  giovane  età ,  per  le  equazioni  a  più 
incognite  della  divisione  delle  funzioni  iperellittiche  ,  quanto 
trovava  di  già  fatto  per  le  equazioni  ad  una  sola  incognita  della 
divisione  delle  funzioni  ellittiche. 

Poco  dopo  ,  in  un  lavoro  ,  di  cui  leggesi  un'  estratto  nel 
Compie  Rendu  della  seduta  del  17  Giugno  1844,  egli  introduce 
le  funzioni  inverse  per  le  trascendenti  a  differenziali  algebrici 
qualunque  ,  e  somministra  per  esse  importanti  risultati.  Co- 
mincia col  generalizzare  ,  mediante  il  teorema  abeliano  più 
generale,  le  considerazioni  fatte  da  Jacobi  mediante  il  teorema 
abeliano  relativo  agli  integrali  iperellittici  nella  già  considerata 
Memoria  del  tomo  9  del  giorn.  di  Creile. 

Successivamente,  e  cioè  nel  1855,  in  notabilissime  ricer- 
che (1),  le  quali  veramente  dovrei  accennare  un  po'  più  tardi^ 
egli  sviluppa  la  teorica  della  trasformazione  delle  funzioni  abe- 
liane  del  prim'  ordine.  Indicando  con  /i(w,  v),  .  .  •  .,  /Ì5(w,») 
le  quindici  funzioni  abeliane  che  si  presentano  (2)  prendendo 
in  considerazione  le  equazioni 


1/9  (a;)      d     [/<f{y) 


dy 
"       =tt 


p*  xdx         f*» 


^^y    =«,  , 


0  0 

indicando  inoltre  con  F^  (m.v),  .  .  .  ,  F^{u,v)  le  altre  quin- 
dici funzioni  alle  quali  si  giunge  partendo  dalle  equazioni 


u 


(1)  Vedi  il  lomo  iO  dei  Compiei  Rendut. 

{t)  Vedi  più  sotto  ciò  che  si  riferisce  al  sig.  Rosenhaia  ed  a  G6pel, 
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dove  «,i8,7,^  sono  costanti  e  ^{s)  funzione  intera  come  (f{x)  del 
quinto  0  sesto  grado;  egli  pone  come  segue  il  problema  della 
trasformazione.  «  Data  essendo  la  funzione  intera  (f(x),  determi- 
nare i  coefficienti  (ìi^(x)  e  le  costanti  <x,/3, 7,  ^  in  modo  che  le 
quindici  funzioni  F{u,v)  possano  esprimersi  razionalmente  per 
mezzo  delle  quindici  funzioni  f{u,v)  ».  La  considerazione  dei 
periodi^  che  le  funzioni  suddette  devono  possedere,  lo  conduce 
tosto  a  considerare  sistemi  di  4^  numeri  interi  che  devono 
soddisfare  a  certe  condizioni.  Collo  studio  aritmetico  delle 
proprietà  di  questi  sistemi  e  colle  forme  analitiche  date  ,dal 
sig.  Rosenhain  e  da  Gopel  V  autore  si  pone  in  grado  di  intra- 
prendere la  teorica  della  trasformazione,  della  quale  stabilisce 
due  punti  cardinali. 

A  queste  ricerche  va  collegata  la  Nota  Sur  la  théorie  de  la 
transformation  de$  fonctions  abélienes  (i) ,  colla  quale  il  sig. 
Brioschi  determina  i  coefficienti  dei  polimoni  omogenei  sommi- 
nistranti le  formolo  di  trasformazione. 

Dopo  il  primo  lavoro  del  sig.  Hermìte,  un  nuovo  passo,  di 
capitale  importanza  per  le  nuove  funzioni,  si  compie  per  opera 
di  Gopel  e  del  sig.  Rosenhain.  Essi  giungono,  1'  uno  all'  insaputa 
dell'  altro  ,  a  scoprire  una  eiTetliva  espressione  per  le  funzioni 
X(m,v)  e  \{u,v).  La  Memoria  di  Gopel  compare  nel  i847  nel 
giornale  di  Creile  (2);  quella  del  sig.  Rosenhain  vien  presentata 
nel  1846  all'Accademia  di  Parigi,  premiata  e  pubblicata  nel 
1851  (3).  Il  punto  di  partenza  dei  loro  lavori  è  lo  stesso,  ma 
non  identica  la  via  che  battono.  Essi  non  contemplano  dappri- 
ma le  due  equazioni  differenziali  ;  ma  ,  togliendo  a  modello  la 
trattazione  adottata  in  ultimo  da  Jacobi  per  la  teorica  delle 
funzioni  ellittiche  ,  riescono  con  felice  divinazione  a  generaliz- 
zare opportunamente  la  legge  di  formazione  della  serie  infinita 

(1)  Cùmptei  A.,  tomo  47  il 858),  pag.  310. 

(2)  Theoriac  transccndentium  Abeltanarum  primi  ordinia  adumbralio  trvis.  Tomo  35. 

(3)  Mèmoiret  tur  Ut  fonctiont  de  deux  variabtca  d  qualret  pcriodet  nel  Ionio  1 1  dei 
Mémoiret  prètentet  .  .  .  Vedi  anclic  I*  Autzug  mehrerer  Sehrcibtn  an  den  Herm  Prof.  C. 
G,  J.  Jacobi  ùber  die  hypereUiplitchen  Trantcendtnten  nel  tomo  40  del  giorn.  di  Creile. 
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esprimente  la  funzione  jacobiana ,  e  trovano ,  che  con   questa 
serie  generalizzata  (  funzione  delle   due    variabili  u  e  v  )  ^    si 
esprimono  affatto  semplicemente  i  coefficienti  dell'  equazione  di 
secondo  grado,  le  cui  radici  sono  le  funzioni:  X(ti^v)  e  \{ufi). 
Da  questa  serie  si  hanno  propriamente  sedici  serie  cosi   natu- 
ralmente come  quattro  della  serie  jacobiana.  I  rapporti   fra  le 
sedici  serie  danno,  oltre  i  coefficienti  dell'  equazione  suddetta, 
ossia,  oltre  le  due  funzioni  >-|-X^e  1\,  altre  tredici  funzioni, 
le  quali  dipendono  in  modo  algebrico  irrazionale  dalle  prime  ; 
ed  il  sistema  di  tutte  e    quindici  tiene    Io  stesso  posto   nella 
teorica  delle  trascendenti   iperelliltiche  di   prim'  ordine ,  come 
il  sistema  delle  tre  muycnu^dnu   nella  teorica  delle  trascen- 
deDli  ellittiche. 

I  risultati  di  Gòpel  sono  appena  fatti  di  pubblica  ragione, 
e  non  ancora  lo  sono  quelli  del  sìg.  Bosenhain,  che  in  un  pro- 
gramma ginnasiale  (1)  vengono  annunziati  risultamenti  di  ri- 
cerche molto  più  generali ,  risguardanti  cioè  le  trascendenti 
iperellittiche  ,  non  del  solo  primo  ordine  ,  ma  di  un'  ordine 
qualunque.  Questa  Memoria ,  colla  quale  il  sig.  Weierstrass 
veniva  a  mettersi  fra  i  primi  matematici  del  nostro  tempo  , 
ama  propriamente  per  iscopo  speciale  di  far  conoscere  le  re- 
lazioni fra  gli  integrali  iperellittici  (di  ordine  qualunque)  completi 
di  prima  e  seconda  specie  ;  relazioni  analoghe  a  quella  ,  che 
segnalammo  di  Legendre  per  gli  integrali  ellittici,  e  necessarie 
per  lo  studio  e  la  rappresentazione  analitica  delle  trascendenti 
SQ  nominate  (2).  Una  Memoria  espressamente  destinata  a  render 
Iloti  i  risultati,  che  nella  teorica  di  queste  trascendenti  il  sig. 
Weierstrass  conseguiva,  compare  nel  1854  (3).  La  distesa  trat- 
tazione però   non  viene  in  luce  se  non  per   una   parte    delle 


li)  Jahreibericht  uber  dai  K.  Kath,  Gymnasium  zu  Braunsberg  in  dem  Sehuijahre  18i8- 
**•  U  XeiDoria  porta  il  titolo  di  Britrag  zur  Theorie  der  AbtV  tchen  Integrale. 

(i)  lo  ana  Memoria  ,  che  si  legge  negli  Annali  di  matcm.  del  sig.  Torlolini  pel  1858 
^'  \i,  il  sig.  Briosclii  ottiene  siOalle  relazioni,  e  sotto  la  stessa  forma  e  sotto  forma  dif- 
'^tf,  per  via  diversa  da  quella  del  sig.  Weierstrass  ed  in  sommo  grado  semplice  e  diretta. 

(3)  Zur  Tkeorie  der  AbtP  schen  Funetionen.  Giorn,  di  Creile,  Tomo  47. 


medesime  in  una  Memoria  del  1856  (1).  Di  questa  diamo  ora 
qualche  notizia. 

U  autore  presenta  il  sistema  jacobiano  delle  equazioni  ipe- 
rellitliche  sotto  la  forma 

d^i  =  H  z r7~Di — \  +  •  •  •  •  "T  >i 


x^  —  a^\/R  {x{)  Xp  —a^\/R(Xp)' 


^u         ..    P(^i)         d^i       .  ,    ,^   PjXp)        dXp     . 

aup  =  yì ,  /  D  .    X  +  •  •  •  •  -r  /^ —  rrBTZ'x  ' 

^4  —  Qp    V  ^  (^i)  ^f»  —  ^P    l^  "  W  ) 

dove  intende  che  siano 

R  (a?)  ==  Ao  {x  —  aj^  {x  —  a^....{x  —  ajp  +i) , 
P  (a?)  =  (a?  —  a^)  (re  —  Oj)  .  . .  (re  —  ap  ) , 

Ao  una  costante,  ai^Os, .  • .  a2p  + i  pure  delle  costanti  reali^^ 
complesse  qualsiansi ,  ma  tutte  differenti  tra  loro  ;  e  dove  si^"  ^ 
bilisce  che  le  quantità   x^yX^y . .  - .  ,Xp  debbano  prendere 
valori  aj^^a^i .-  ^Op  quando  le  variabili  indipendenti  ti^ytii,...^     ^^  ^ 
si  annullino  simultaneamente.  , 

Ciò  posto ,  il   problema  jacobiano   d' inversione  domand--^ 
che  si  trovino  espressioni  analitiche  delle  x^yXiy .  . .  ^Xp  p^       ,. 
mezzo  delle  Uj^.u^, .  .  .Up  .  Però,  come  già  si  vide  nel  caso 


\ 


p  =  2,  non  sono  propriamente  le  espressioni  delle  quanlils--^^ 
a?! ,  ìTj  , . .  .,rCp,  ma  piuttosto  quelle  delle  funzioni  simmetriche  ^^ 
di  dette  quantità    che  convien  di   cercare.  Imperocché  ,    com^ 


Jacobi  aveva  già  dichiarato ,  siffatte   funzioni  simmetriche    rie- 
scono funzioni  delle  tiijUj, .. . ,  t/p  aventi  un  solo  valore   per^  ^'^ 
ogni  sistema  di  valori  finiti  delle    variabili  e  sempre   continue^i^^f 
Onchè  restano  fluite.  E  pertanto  il  problema  d' inversione  potràj  ^ 
definirsi  siccome  il  problema  di  trovare  le  espressioni  dei  coef- 
ficienti PifPi,...,Pp  deir  equazione 

X9  -|-  /\  rcP-»  -|-  Po  XP-^  +  ....+  Pp  =  0  , 
(h   Theorie  der  AbeP  tchcn  Functionen,  Giorn,  di  Creile,  Tomo  3). 
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le  coi  radici  debbano  essere  le  funzioni  x^fX^ ,. . . ,  Xp  do- 
terminate  dalle  su  riferite  equazioni  differenziali. 

Ma  diciamo  più  particolarmente  come  mette  la  questione 
il  sig.  Weierstrass.  Dopo  aver  detto  della  precedente  equazione, 
aggiunge  : 

€  .  .  .  .  una  funzione  intera  di  x  del   (/>  —  i)«»<«o   grado 

i  cui  coefficienti  sono  funzioni  della  stessa  natura  delle  P^ , 
P^ , .  . . ,  Pp ,  dà  i  valori  da  applicarsi  ai  radicali 

[/R  (x^) ,  l/B  (a?2) ,....,  l/fl  {xp  ) , 

mettendo  in  essa  al  posto  di  x  ordinatamente  Xì,Xì,  .  ..Xp  > 
<  Quindi  ogni  espressione ,  composta  in  maniera  razionale 
e  simmetrica  colle 

Xi,Xiy  . .  .,Xp    e    [/R  (Xi)  ,  l/fi  (oj,)  , . .  . ,  l/fi  {Xp  ) , 

riesce  funzione  delle  u^^t/,  »...,  tip  della  natura  delle  F|,P),..., 
J^p .  Cd  in  particolare  emerge  ,  che  il  prodotto 

(Or Xj[)  (Or —  X^)  .  .  .  .(ar  —  Xp)  , 

dove  r  significa  uno  dei  numeri  1,  2, . . . ,  2|0  -|-  1  ,  è  il  qua- 
drato di  una  simile  funzione.  Se  pertanto ,  ponendo 

9 (oj)  =(x  —  Xi)(x  —  ic^)  ...  .{x  —  Xp  ) 

e  denotando  con  A^^/^, . . .  ì\p+ì  delle  costanti,  si  considerano 
le  quantità 

come  funzioni  delle  u^,  u^, . . . ,  Vp  :  queste  funzioni  non  solo 
<lanno  agevolmente  i  coefficienti  Pi,  P^y . . . ,  Pp  ,  ma  si  distin- 
gciODO  ,  al   pari  delle  ellittiche  sen  am  u,  cos  am  u,  A  am  u,   alle 
quali  riduconsi  per  jd=1  ed   alle  quali  sono  in  generale  per- 
fettamente analoghe,  per  cosi  fatto  numero  di  proprietà  rimar- 
<^hevoli  e  feconde ,  che  si  è    autorizzati    a   dare  di  preferenza 
^d  esse ,  e  ad  una  serie  di  altre  con  esse  legate ,  il  nome  di 
f^nziom  iperellittiche  od  abeliane,  e  si  è  indotti  a  fare  dello  me- 
desime r  oggetto  principale  della  investigazione.  > 


e  La  prima  questione  ,  che  ora  si  presenta ,  concerne  la 
eiTettiva  rappresentazione  delle  quantità  testé  deGnite  ,  come 
pure  lo  svolgimento  delle  loro  principali  proprietà.  Quindi  si 
richiede  anche  dì  rappresentare  V  integrale 

F  {Xi)  dXi      F  (a?,)  dx^  F{Xp  )  dxp 

+    ,/  y>  /„  \ — !-•••  + 


[/R{x,)  [/R(x,)  [/li{Xp) 

dove  F  {x)  significa  una   funzione  razionale  qualunque   di  x, 
come  funzione  di  u^ ,  u^  y  . .  . ,  Up  >. 

E  quanto  al  metodo,  diversamente  da  Gópel  e  dal  sìg.  Rosen- 
hain,  l'autore  dichiara  e  il  mio  studio  fu  sin  dal  principio  diretto 
al  ritrovamento  di  un  metodo,  che,  per  qualunque  valore  di  />, 
potesse  condurre  immediatamente,  per  una  via  semplice  e  senza 
arbitrarietà  ,  dalle  precedenti  equazioni  diiTerenziali  alla  rap- 
presentazione delle  quantità  Xi,  x^,  .  ..  ,Xp  come  funzioni  di 
Uj^9U^9  .  •  >  sUp  ,  sotto  forma  valevole  per  tutti  i  valori  di  que- 
ste variabili.  Perfezionando  viepiù  un  procedimento,  di  cui  già 
mi  era  valso  con  buon  successo  per  sviluppare  direttamente  le 
funzioni  ellittiche,  senza  presupporre  le  formolo  della  moltipli- 
cazione e  trasformazione,  mi  venne  fatto  di  raggiungere  a  pieno 
lo  scopo  prefissomi;  e  qui  si  presentò  come  risultato  definitivo 
delle  mie  ricerche ,  che  tutte  le  funzioni  abeliane  di  un  data 
ordine  riduconsi  a  dipendere  da  una  sola  trascendente,  la  quale 
può  rappresentarsi  sotto  una  forma  semplice.  Cosi  è  conse- 
guito per  esse  funzioni  ciò  che  Jacobi  operò  a  riguardo  delle 
funzioni  ellittiche,  e  che  Dirichlet,  nel  discorso  commemorativo 
del  grande  matematico,  a  ragione  designa  come  una  delle  sue 
maggiori  scoperte  >  (i). 

Alla  trattazione,  nei  cui  dettagli  non  dobbiamo  qui  entrare, 
può  ascriversi  il  merito  di  essere  affatto  indipendente  da  ogni 

(1)  Come  il  nostro  autore  avvertiva  {Creile  ,  tomo  47  ,  pag.  298)  i  melodi  di  Gòpel  e 
del  sig.  Rospnhain  non  somministravano  via  opportuna  per  trattare  eziandio  le  faniioni 
iperell ittiche  degli  ordini  successivi.  4acobi  aveva  già  osservato  che ,  estendendo  sema  re- 
strizione di  sorta  la  generalizzazione  delle  serie  ^,  operata  con  tanta  perspicacia  dai  due 
suddetti  analisti,  a  gradi  di  infinità  superiori,  ne  risultavano  serie  troppo  generali ,  vale  a 
dire  contenenti  più  costanti  arbitrarie  che  non  ne  esistano  nelle  funzioni  da  rappresenlani. 
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sossidio  geometrico    e  dì  non    esigere  nel   lettore   una   parti- 
colare   preparazione.    Il   primo    dei   due    capitoli    componenti 
la   Memoria   può     dirsi    fabbricato    puramente    col    teorema 
abeliano  e  colle  proposizioni    fondamentali    della   teorica  delle 
serie.    Ma    come  avvertimmo,  questa    trattazione  per   disteso 
rimase  incompiuta.  Quanto  alla  determinazione  delle    richieste 
espressioni  delle  funzioni  abeliane,  egli  dimostra ,  eh'  esse  per 
valori  qualunque  delle  variabili  Uj^,fi^  ,>*.  ^Up ,  non   eccedenti 
limiti  finiti  e  prefissati  (  però  grandi    quanto  si   voglia  )   sono 
rappresentabili  mediante  quozienti  di  serie  ordinate  secondo  le 
potenze  intere  e  positive  delle  medesime;  ma,  per  giungere  al- 
l' efifeltivo  ritrovamento  di  espressioni  valevoli  senza  restrizione 
per  qualsiasi  sistema  di  valori  delle  ti|^  u,, . .. ,  tip ,  gli  fa    di 
bisogno  un  nuovo  principio ,  col  quale  decidere,  se  una  o  più 
funzioni  definite  da  una  o  più  equazioni  dilTerenzìali  algebriche 
siano  di  quelle  aventi  il  carattere  delle  funzioni  razionali  fratte  y 
cioè  esprimìbili   per  quozienti  di  serie  ordinate  secondo  le  po- 
tenze intere  e  positive  delle  variabili  e  convergenti  per  tutti  i 
valori  finiti  delle  stesse.   E  pertanto  prende  a  svolgere   questo 
principio,  per  il  caso  di  una  sola  funzione  e  di  una  sola  equa- 
zione differenziale  nel  cominciamento  del  secondo  capitolo;  ma 
poi,  innanzi  di  passare  al  caso  delle  funzioni  abeliane  ,    trova 
conveniente  di  mostrare  1'  utilità  di  tale  principio  per   la  rap- 
presentazione delle  funzioni    ad    un  solo   valore  ,  applicandolo 
alle  trascendenti  ellittiche.  E  quindi  dedica  a  queste  tutto  il  resto 
del  secondo  capitolo;  dichiarando  infine,  che  il  metodo  seguito 
i  n  queste  di  lui  originali  ed  importanti  elucubrazioni  è  in  essenza 
quello  stesso  che  seguirà  per  le  funzioni  abeliane.  Ma  rispetto 
a  questi  successivi  sviluppi   ed    a  ricerche    ancora  più    vaste , 
concernenti  cioè  la  inversione  e  gli  altri  problemi,  non  soltanto 
della  teorica  delle  trascendenti    iperellittiche ,    ma  della  teorica 
delle  trascendenti  abeliane  le  più  generali  non  ci  resta  che  ri- 
cordare le  già  fatte  dichiarazioni  circa  la  poca   inclinazione  del 
celebre  matematico  per  la  slampa. 

In  riguardo  della  teorica   creata  dal   sig.  Weierstrass   per 
le  trascendenti  iperellittiche  ,  faremo  ancora    notare  che  il  sig. 
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Brioschi  ne  svolgeva  alcune  parti  colia  solita  eleganza  in  una 
Memoria  stampata  negli  Annali  di  matem.  del  sig.  Tortolini 
pel  1858  (1). 

Un'  anno  dopo  la  pubblicazione  dell'  ultima  su  riferita  Me- 
moria del  prof.  Weierstrass,  e  precisamente  nel  tomo  54  (1857) 
dello  stesso  giornale   di  Crelle-Borchardt,  compare  la  Memoria 
parimenti  intitolata  Theorie  der  AheV  schen  Funcùonen  del    prof. 
Riemann^  nella  quale  è  svolta  la  teorica  delle  trascendenti  abeliano 
le  più  generali.  Non  tenteremo  di  qui  significare  come  sia  ordita 
questa  famosa  Memoria,  che,  insieme  con  altre  produzioni  di  que- 
sto grande  analista,  verrà  presa  più  tardi  in  maggiore  considera- 
zione; e  quindi  per  ora  accenneremo  soltanto  a  questo,  che  nella 
seconda  parte  della  medesima  si  trova  la  risoluzione  del  problema 
d' inversione  jacobiano  ,  inteso   nella  sua  massima   generalità, 
cioè  relativo  alla  prima  specie  di  integrali    abeliani    qualsiansi. 
Lo  strumento  analìtico  della  risoluzione  consiste  nella  serie  ^9 
presa  con  quel  grado  di  generalità  che  conviene  alle    funziof^^ 
da    rappresentarsi.    Questa  parte    della  Memoria    riemanniaO^ 
presenta  pertanto    una  teoria  di  siffatta   particolare   specie    ^ 
funzioni  ^.  Non  entrando  nei  dettagli  di   questa  teoria  e  d^  ' 
r  ufficio  della  5  nell'  intero  campo  delle  trascendenti  abelian^^ 
ci  terremo  paghi  di  segnalare  come    fondamentale  il    teorema 
circa  r  annullarsi  di  esse  funzioni  3-  ;  di  ripetere  che  I'  uffici 
loro  nel  detto  campo  è  lo  stesso  della  3  di  Jacobi  nel  camp 
delle  trascendenti  ellittiche  ;  e  di  esprimere  infine  il  desiderio 
che  la  loro  introduzione  nella  teorica  delle  trascendenti  abeliano 
avesse  a  parere,  anche  nei  modi  di  questo  illustre  autore,  nor^ 
arbitrarietà  o  divinazione,  ma  un  passo  necessariamente  voluto 
od  almeno  naturalmente  indicato  dallo  svolgersi  della  investiga — 
zìone  ,  come  appunto  il  sig.  Weierstrass    mirò  ad  ottenere   e 
vedemmo  formulato  nei  brani  che  da  lui  poc'  anzi  abbiamo  preso. 

Porremo  termine  finalmente  alla  prima  serie  delle  nostre 
Notizie  coir  additare  :  la  Memoria  del  sig.  Kònigsberger,  distinto 

(!)  Sopra  aitunt  proprietà  delle  funzioni  abeliane.  Pag.  SO  del  If .  I. 
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allievo  del  prof.  Weierslrass  (1) ,  Ueber  die  Transformation  der 
Abelschen  Functionen  erster  Ordnung  {Creile ,  tomo  64)  ,  che  va 
considerata  nella  debita  dipendenza  dai  lavori  del  suo  maestro 
e  dei  sigg.  Hermite  (2)  e  Brioschi  (3) ,  e  nella  quale  ricompa- 
jono,  ottenuti  per  via  delle  relazioni  fra  le  ^,  anche  risultati 
già  altramente  conseguiti  dal  sig.  Richelot;  e  la  Nota  del  sig. 
Gordan  Sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  {Comptes  R. 
tomo  60).  Per  questi  studi,  relativi  cioè  a  funzioni  abeliane  di 
un  numero  qualunque  di  variabili,  vuol  essere  segnalata  la  Nota 
che  le  ricerche  del  sig.  Hermite  davano  occasione  al  sig.  Brioschi 
di  comporre  e  pubblicare  nel  giorn.  di  Creile  (4).  Questo  il- 
lustre matematico,  stabilendo  chiarissimamente  in  tutta  generalità, 
le  nozioni  d'  algebra  presentate  dal  sig.  Hermite  per  il  caso 
particolare  delle  funzioni  abeliane  di  prim'  ordine  ,  preparava 
colla  succinta  sua  Nota  elementi  algebrici  di  somma  importanza 
per  la  teorica  delle  funzioni  3'  di  un  numero  qualunque  di 
variabili. 


(1)  Qaanto  alle  pobblicazìoni  inspirate  dai  principi  e  dai  metodi  del  prof.  Riemann,  fra 
^  ^li  dorrebbero  qui  specialmente  indicarsi  quelle  dovute  ai  signori  Prym  e  Ncumann  , 
^^  daremo  notizia  nella  seconda  serie  ,  allorché  avremo  parlato  dei  lavori  propri  del  sig. 
^i«Biaan  in  maniera  nn  pò*  meglio  adeguata. 

(1)  Ricerche  citate  del  tomo  40  dei  CompUt  R, 

(3)  Nota  citata  del  tomo  47  dei  Compta  R. 

(i)  Sur  P  analogie  eutre  une  ciane  de  dèlerminants  d*  ordre  pair  et  les  determinanti 
^nnrtt.  Tomo  52  (1830). 
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SERIE  SECONDA 


In  questa  serie  abbiamo,  come  fu  detto,  da  indicare  quei 
lavori  che  adempirono  più  specialmente  1'  ufficio  di  introdurre 
e  dare  infine  il  dovuto  posto  neW intero  campo  deW  analisi  alla  con- 
siderazione degli  imaginari.  Noi  ci  contenteremo  di  cominciare 
con  Gauss  e  Cauchy.  Questi  due  grandi  matematici  furono  dopo 
Eulero  i  principali  propugnatori  dell'  uso  e  dell'  importanza  da 
doversi  attribuire  agli  imaginari.  Anteriormente  a  Cauchy  ed  a 
Gauss  ,  non  ostante  le  capitali  scoperte  d'  Eulero  ,  si  vede  gli 
imaginari  insinuarsi^  è  vero^  in  quasi  tutti  i  rami  della  matematica 
e  prendere  posto  in  quasi  tutti  i  trattati;  ma,  piuttostochè  rico- 
nosciuti siccome  legittimi  elementi  della  scienza ,  si  vede  che 
sono  tollerati  in  forza  dei  preziosissimi  vantaggi  che  segnatamente 
neir  algebra  permettevano  di  conseguire.  Ognuno  sa  che  una 
teorica  generale  delle  equazioni  algebriche  non  sarebbesi  po^ 
tuta  stabilire  senza  il  loro  intervento. 

Le  pagine,  che  nelle  pubblicazioni  di  Gauss  si  trovano  de* 
dicate  espressamente  alla  giustificazione  ed  ai  modi  d' introdurre 
gr  imaginari  e  come  costanti  e  come  variabili  neir  analisi,  sono 
di  gran  lunga  meno  numerose  di  quelle  che  si  trovano  nelle 
pubblicazioni  di  Cauchy.  Ma  si  potrebbe  in  certo  qual  modo 
asserire  che  Gauss  meditasse  più  profondamente  sulla  natura 
degli  imaginari,  avendone  dichiarata  la  origine  puramente  arit- 
metica, e  dato  quindi  come  rappresentazione,  e  non  già  siccome 
quasi  loro  essenza^  quel  significato  geometrico,  per  il  quale  ad 


63 

ud'  imagioario  suol  farsi  corrispondere  un  punto  di  un  plano. 
Le  sue  idee ,  che  possono  già  ravvisarsi  nella  dissertazione 
inaugurale  { Demonstrcaio  nova  theorematis  omnem  functionem  al- 
gebraicam  rationalem  integram  unius  variabilis  in  factores  reales 
primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse.  1799)  e  nella  Memoria 
del  1822  premiata  dall'  Accademia  di  Copenaghen,  vennero  da 
lui  comunicale  nel  1831  air  Accademia  di  Gottinga  (1).  Seguendo 
lui,  chiameremo  d' ora  innanzi,  come  oramai  si  suole  dalla  mag- 
gior parte  degli  analisti  di  Germania,  numeri  complessi  quei  che 
dapprima  solevansi  chiamare  quantità  o  grandezze  imaginarie , 
ed  un  tempo  e  quasi  ancora  adesso  da  taluno  impossibili  (2). 
Gauss  si  valse  dei  numeri  complessi  non  solo  nell'  analisi  alge- 
brica e  nella  inflnitesimale,  ma  è  noto  a  tutti  eh'  egli  fece  fare 
od'  immenso  progresso  alla  teorica  dei  numeri  coli'  introdurvi  i 
numeri  complessi  interi  (3). 

(i)  Vedi  Góttinger  geiehrit  Anzeigen  1831  ,  64  Stuck, 

(2)  Chiameremo,  ancora  secondo  Gauss^  unità  itnaginaria  positiva  ed  unità    imaginaria 

ne^va,  ed  indicheremo  con  ±:  t,  le  dae  radici  date  da  ^Z  —  i  ;  e  numero  (puramente)  ima- 
9t«ano  Qn  nomerò  della  forma  6i,  b  essendo  reale.  Di  un  numero  complesso  a  -|-  frt ,  a  e  6 
^s>eado  reali ,  a  verrà  detta  occorrendo  la  parte  reale ,  bi  la  parte  imaginaria.  La  espres- 
sione wmero  eompleuo  trovasi  per  la  prima  volta  usata  da    Gauss  nella    Theor.  resid,  bi- 
T^r.  30  ;  il  segno  i'  nelle  Di$qui€,  arithm.  337. 

U  menzionata  rappresentazione  dei  numeri  complessi  mediante  i  punti  di  un  piano  è 
^^iflttiHta  come  segue.  I  punti  rappresentativi  dei  numeri  reali  sono  situali  sopra  una  retta, 
^  invero  i  ponti  dei  numeri  positivi  da  una  banda  e  i  punii  dei  numeri  negativi  dalla 
^*^  opposta  rispetto  al  ponto  dello  zero  (origine).  I  punti  dei  numeri  complessi  che  hanno 
^^ne  la  parte  reale  a  sono  situati  sopra  la  retta  che  sega  ortogonalmente  la  prima  nel 
Wo  del  numero  a. 

(3)  Gassa  pare  introdusse  i  numeri  complessi  nella  teorica  delle  trascendenti  ellittiche^  sco- 
piando  sin  dalla  fine  del  secolo  scorso  il  principio  della  doppia  periodicità.  Le  sue  ricerche 
^  ^esta  teorica  compariranno  in  uno  dei  volumi  della  raccolta  completa  de*  suoi  lavori , 
^  per  cara  della  R.  Società  delle  scienze  di  Gottinga  è  in  corso  di  slampa.  11  perchè  lo 
'^n^rdinario  matematico  non  abbia  dato  egli  stesso  alla  stampa  si  importanti  ricerche 
^  può  rilevare  dalle  seguenti  righe  di  una  sua  risposta  al  Creile  ,  che  lo  aveva  sollecitato 
<ii  naadargli  qualche  cosa  sulle  funzioni  ellittiche  per  il  giornale,  ti  Altre  occupazioni  mi 
^pcdiieono  per  ora  di  redigere  queste  ricerche.  Il  sig.  Abel  mi  ha  prevenuto  almeno  d'un 
^^*  Si  è  avviato  precisamente  per  la  strada  stessa  d*  onde  io  uscii  nel  1798.  Quindi  non 
»i  itopisco  che  ,  per  la  maggior  parte  ei  ^ia  giunto  agli  stessi  risultali.  Avendo  messo 
^'  illronde  nella  sua  deduzione  tanta  sagacità  ,  penetrazione  ed  eleganza  ,  io  mi  credo  per 
^  stesso  dispensato  dalla  redazione  delle  ricerche  mie  proprie,  n  (Vedi  Oeuvres  Comphtes 
^  Àhel ,  tome  I  ,  pag.  VII). 
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Gauchy  apre  alla  scuola  politecDica  di  Parigi  e  poscia  dà 
alle  stampe  nel  1821  il  famoso  corso  d' Analyse  algébrique,  dove 
mette  le  basi  di  quel  lavoro  ,  col  quale  ,  proseguendo  con 
meravigliosa  perseveranza  per  lutto  il  corso  della  sua  vita, 
riuscì  ad  innovare  quasi  tutta  V  analisi  algebrica  e  contribuì 
largamente  ad  innovare  V  analisi  infinitesimale.  Dappertutto 
Gauchy  introduce  a  fondamento  V  ampliata  idea  di  numero , 
cioè  l''  idea  di  numero  complesso,  stabilisce  definizioni  precise 
e  proscrive  quei  metodi  ,  il  cui  imperfetto  rigore  nud  s*  accorda 
colla  vantata  esattezza  delle  scienze  matematiche.  De'  suoi  scritti 
noi  presenteremo  soltanto  i  punti  più  essenziali  per  il  nostro 
intendimento.  Una  indicazione  anche  sommamente  concisa  di 
tutto  ciò  che  r  analisi  matematica  deve  a  Gauchy  eccederebbe, 
non  che  le  esigenze  del  nostro  scopo,  anche  d'  assai  le  nostre 
forze.  1  suoi  corsi  di  lezioni ,  i  lavori  comparsi  sotto  il  titolo 
di  Exerdces  de  Mathématiques  dal  1826  al  1830,  quelli  dal 
1830  al  1835  a  Torino  ed  a  Praga ,  quelli  comparsi  come 
Exerdces  d'  Analyse  et  de  Physique  mathématique  colla  data  dal 
1840  al  1847  ,  i  lavori  contenuti  nel  giornale  della  scuola  po- 
litecnica, ed  i  numerosissimi  contenuti  nelle  pubblicazioni  del- 
l' Accademia  delle  scienze  di  Parigi  somministrano,  non  ostante 
le  molte  ripetizioni ,  si  enorme  copia  di  ricerche  nuove  ed 
importanti ,  che  a  farne  un  completo  riassunto  voglionsi  forze 
ben'  altre  che  mediocri. 

Il  corso  d'  Analyse  algébrique  rimase  sempre  il  punto 
di  partenza  di  Gauchy  nei  successivi  lavori  analitici ,  nei 
quali  se  ne  vedono  infatti  citati  o  ripetuti  frequentissima- 
mente i  brani.  In  esso ,  dopo  d'  avere  dato  una  nuova  de- 
finizione della  continuità  delle  funzioni ,  d'  aver  risoluto  fra 
altre  questioni  alcune  relative  alla  determinazione  di  funzioni 
continue  che  debbano  possedere  date  proprietà,  d' aver  esposto 
i  fondamenti  di  una  rigorosa  teorica  delle  serie  reali  ,  passa 
a  considerare  i  numeri  complessi,  che  denomìndi  espressioni  ima- 
ginarie.  E  qui,  determina  come  debbansi  eilettuare  le  operazioni 
di  calcolo  sulle  medesime  cioè  sui  numeri  complessi,  occupan- 
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dosi  anche  delle  poleDze  di  essi  numeri  d'  esponente  irrazio- 
nale y  Stabilisce  il  concetto  di  variabile  complessa ,  espone  gli 
elementi  della  teorica  delle  serie  complesse,  ed  inizia  lo  studio 
delle  funzioni  di  variabili  complesse,  investigando  il  signiGcato 
da  attribuirsi  alle  notazioni  (1) 

i4',  sen  X  ,  cos  a? 

L  X  j  are  sen  x ,  are  cos  '  , 

quando  la  variabile  x  divenga  complessa.  Dà  poi  fra  altre  cose  an- 
che ana  dimostrazione  del  teorema  fondamentale  nella  teorica 
delle  equazioni  algebriche ,  che  esiste  sempre  una  radice  e 
quindi  tante  quant'  è  il    grado  (2). 

Da  questa  classica  opera  non  risulta  perfettamente  risoluta 
la  questione  fondamentale  per  la  introduzione  dei  numeri 
complessi  nell'  analisi ,  di  fissare  il  significato  delle  formolo 

a  +  &,(i  —  6,a6,-,a*,  Log^  a  , 

0 

per  tutti  i  casi  possibili  di  valori  reali  o  complessi  delle  lettere 
0  e  6.  Ma  su  tale  questione,  come  su  altre  pure  importantissime, 
Caochy  ritorna  replicatamente  nei  lavori  successivi,  per  crescerne 
la  generalità  e  viepiù  accostarsi  alla  perfezione.  Egli  è  in  sommo 
grado  interessante  di  seguire  dettagliatamente  le  fasi  del  pen- 
siero deir  operosissimo  matematico  in  tutte  le  principali  que- 
stioni relative  ai  numeri  complessi  ed  alla  teorica  delle  fun- 
zioni ,  che  sovr'  essi  egli  andò  costruendo  ;  siffatto  studio  può 
dirsi  uno  dei  più  efficaci  per  penetrare  con  sicurezza  e  rapi- 
dità nella  intima  cognizione  dell'  analisi.  Esso  educa  ad  un'  e- 
same  libero  e  rigoroso  dei  principi  da  ammettere  e  dei  mezzi 
da  impiegare.  Con  esso  si  sale  a  quel  punto  di  vista  indipen- 
dente ,  da  dove  non  avviene  di  credere  V  algebra  una  cifra 
caduta  dal  cielo  ,  ma  la  si    riconosce  ,  qual'  è  ,  un   linguaggio 

(1)  Inlendasi  con  A  nomerò  reale  positivo  e  con  L  logaritmo  a  base  A. 

(2)  Di  qaeslo  teorema  Gaass,  comesi  sarà  notato,  dava  una  dimostrazione  sino  dal  1799. 
I^>  lardi  ne  dava  altre  tre,  V  oltima  delle  qaali  nel  18i9  (Vedi  i  Beitràge  zur  Theorie  der 
oi$tbrmschen  GUichungen  nel  tomo  4  delle  Memorie  della  R.  Società  delle  Scienze  di  Gòltingen). 
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crealo  a  poco  a  poco  dalla  mente  dell'  uomo  per  esprimere 
con  brevità  concetti  chiari  e  deduzioni  rigorose;  e  da  do?e 
ben  si  vede  tutto  T  errore  di  coloro  ,  che ,  invece  di  adal^ 
tare  il  simbolo  al  pensiero ,  cercano  evocare  idee  a  spie- 
gazione  di  segni  ^  come  se  questi  avessero  preesistito  con  ao 
significato  intrinseco  inviolabile. 

Circa  la  natura  dei  numeri  complessi,  e  nell'  Analyse  dg. 
e  negli  scritti  posteriori ,  Cauchy  non    ne  afferma  come  Gauss 
la  necessaria  origine  nelle    operazioni  inverse   dell'  aritmetica. 
Nella  Analyse  alg.  li    considera  come    espressioni  simboliche, 
cioè  come  combinazioni  di  segni  algebrici  che  nulla  significano  per 
se  stesse  ed  alle  quali  si  attribuisce  un  valore  differente  da   quello 
che  dovrebbero  avere  naturalmente  ;  e  quindi  considera  le  equa- 
zioni fra  numeri   complessi   come  formole  simboliche    che  prese 
letteralmente  ed   interpretate  secondo   le  convenzioni    generalmente 
ricevute  sono  inesatte  e  prive  di  sensOy  ma  dalle  quali  si  possono 
dedurre  risultati  esatti  modificando  ed  alterando  secondo  regole  fisse 
0  queste  formole  od  i  simboli  che  contengono.  Nella  Memoria  Sor 
la  théorie  des  équivalences  algébriques  substituée  à  la  théorie  des 
imaginaires,  contenuta  nel  tomo  4  degli  Exerc.  d' An.  et  de  Phgi' 
math. ,  fa  vedere  come  si  possa    ridurre  il   simbolo  [/ — 1  ad 
esprìmere  una  quantità  reale.  E  poco  dopo,  nella  Memoria  5(^ 
les  quantitès  géométriques    contenuta   nel  tomo  stesso  ,  presene 
il  numero  complesso  come   ente   geometrico ,   risultante    daH^ 
lunghezza  {modulo  o  valor  numerico)  e  dalla   inclinazione    {0^' 
gomento  od  azimut)  di   una  retta  rispetto  ad  altra  retta    fissa^  *' 
la  qual  maniera  vedesi  mantenuta  in  numerosi  articoli  susseguente' 

Seguiamolo  adesso  nelle   modificazioni   e  distinzioni  ,  ch^ 
andò  introducendo  nel  concetto  di  funzione.  La  parola  funzion^^ 
impiegata  dai  primi   analisti  per   designare  in  generale   le  po»^ 
lenze  di  una  stessa  quantità  ,  trovasi  da    Leibnitz  e  dai    Ber-^ 
noulli   impiegata    per    designare  una   quantità   esprimibile    ì\b 
qualsiasi  maniera    analitica  per    mezzo    di    un'  altra    quantità 
considerata  come  varìabile  indipendente.  Questa   definizione  di 
funzione,  tutta  fondata  sul  concetto  di  una  espressione  analitica. 
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è  pur  quella  tenuta  da  Eulero  e  da  Lagrange.  La  introduzione 
della  variabilità  complessa  non  dà  occasione  a  Cauchy  neir  Ana- 
hfe  aìg.  di  introdurre  alcun  cambiamento   nella   definizione  di 
foDzione  :  per  funzione  reale  o  complessa ,  di  una  variabile  x 
reale  o  complessa,  s' intende,  nell'  Jnalyse  alg. ,  od  una   quan- 
tità w  espressa  esplicitamente  mediante  una  formola  contenente 
la  lettera  z,  ovvero  una  quantità  che  dipende  da  z  in  forza  di 
un  sistema  di  equazioni  contenenti  le  lettere  z,w  e  tante  altre 
pure  rappresen latrici  di  variabili ,  oltre  quelle   rappresentatrici 
dì  costanti,  quante  sono  le  equazioni  meno  una.  Però,  se  non 
la  deOnizione  di  funzione  in  generale,  v'  è  da  mettere  in  rilievo 
neir  Analyse  alg,  la    innovazione  del   concetto    della   continuità 
ndle  funzioni,  ossia  lo  stabilimento  di  questo  concetto  nel  senso 
dipoi  universalmente  adottato.  Il  carattere  della  continuità   ve- 
desi  cioè  desunto  dal  modo  di  succedersi  dei  valori  della  fun- 
2ioDe ,  e  non  dal  modo  con  cui  questa  trovisi  espressa  analiti- 
camente. Ecco  come   Cauchy   medesimo    in  una   pubblicazione 
posteriore  (1)  commenta  questa  innovazione,  e  Nelle  opere  di 
Eulero  e  di  Lagrange ,  una  funzione  è  chiamata  coniinm  o  di- 
^continua,  secondochè  i  diversi  valori  di  essa  corrispondenti  a 
diversi  valori  della  variabile  sono  o  non  sono  soggetti   ad  una 
Medesima  legge,  sono  o  non  sono  forniti  da  una  sola  e  mede- 
sima equazione.  Egli  è  in  questi  termini  che  la  continuità  delle 
funzioni  trovavasi  definita  da  questi   illustri  geometri  ,  allorché 
dicevano    che  le   funzioni    arbitrarie  ,  introdotte  dalV  integrazione 
àeUe  equazioni  alle  derivate  parziali ,  possono  essere  funzioni  con- 
(tnue  0  discontinue.  Tuttavia ,  siffatta  definizione  è  lontana   dal- 
l' offrire  una  precisione  matematica;  imperocché,  se  i  diversi 
calori  di  una  funzione    corrispondenti    ai  diversi    valori  d'  una 
variabile    dipendono  da   due   o  più   equazioni    distinte ,  nulla 
impedirà  di  diminuire  il  numero  di  queste  equazioni,  ed  anche 
di  surrogarvi  un'  unica  equazione  la  cui  decomposizione  forni- 
TBbbe  tutte  le  altre.  V'ha  di  più:  le  leggi  analitiche,  alle  quali 

'})  Mémaire  f«r  let  fimetiom  eontinues.  Comptes'lRenduSf  tomo  ì  8. 
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le  funzioni  possono  essere  assoggettate  ,  trovansi  generaimente 
espresse  da  forinole  algebriche  o  trascendenti,  e  può  accadere 
che  diverse  formolo  rappresentino  ,  per  certi  valori  d'  una  va- 
riabile X,  la  stessa  funzione,  e  per  altri  valori  di  x^  delle  fun- 
zioni differenti.  Quindi,  se  si  considera  la  definizione  di  Eulero 
e  di  Lagrange  come  applicabile  ad  ogni  specie  dì  funzioni, 
siano  algebriche,  siano  trascendenti,  un  semplice  cambiamento 
di  notazione  basterà  sovente  per  trasformare  una  funzione  con- 
tinua in  funzione  discontinua ,  e  reciprocamente.  Cosi ,  per 
esempio  ,  supposto  x  reale,  una  funzione  che  si  riducesse  ora 
a  +  a: ,  ora  a  —a?,  secondochè  x  fosse  positiva  o  negativa, 
dovrebbe  per  questo  motivo  annoverarsi  tra  le  funzioni  di- 
scontinue ;  eppure  la  stessa  funzione  potrà  risguardarsi  come 
continua  quando  sia  rappresentata  dall'  integrale  definito 

2   /^«    x^dt 


2   /*«  j 


+  X 


2 


Dunque ,  il  carattere    di  continuità    nelle    funzioni , 

considerato  dal  punto  di  vista  al  quale  dapprima  si  misero  i 
geometri,  è  un  carattere  vago  ed  indeterminato.  Ma  1'  indeter- 
minazione cesserà  se  alla  definizione  di  Eulero  si  sostituisce 
quella  da  me  data  nel  capitolo  2  dell'  Analyse  alg.  Giusta  la 
nuova  definizione  ,  una  funzione  delia  variabile  reale  x  sarà 
continua  fra  due  limiti  a  e  6  di  essa  variabile  se  entro  questi 
limiti  la  funzione  prende  costantemente  un  solo  valore  finito 
e  tale  che  un'  incremento  infinitamente  pìccolo  della  variabile 
produca  sempre  un'  incremento  infinitamente  piccolo  della  fun- 
zione   La  continuità  delle  funzioni  cosi  definita  è 

d'  altronde  un  carattere  la  cui  importanza  si  trova  oggidì  ge- 
neralmente apprezzata  dai  geometri.  Egli  è  col  tener  contea 
delle  soluzioni  od  interruzioni  osservate  in  questa  specie  di 
continuità,  che  io  giunsi  a  determinare  per  le  equazioni  alge* 
briche  il  numero  delle  radici  soddisfacenti  a  date  condizioni , 
per  esempio,  il  numero  delle  radici  il  cui  modulo  sia  compreso 
fra  due  limiti  dati  ;  ed    è  ancora  questa   specie    di    continuità 


che  forma ,  come  ho  dimostralo  ,  il   carattere    distiDtivo  delle 
funzioni  sviluppabili  in  serie  convergenti    ordinate  secondo    le 
potenze  intere  crescenti  di  una  o  più  variabili  ....»•  Dopo 
queste    dichiarazioni  ,    potrà    forse    parere    superfluo    il    far 
riflettere ,    come    fosse    naturale    che    Cauchy    prendesse    ad 
esaminare  per  rispetto  alla  continuità,  intesa  nel  detto  senso  , 
le  diverse  specie  di  funzioni^  ed  anzitutto  quelle  più  adoperate, 
e  pubblicasse  quindi  importanti  lavori  snir  argomento  (1).  Que- 
sto concetto  della  continuità    entra  essenzialmente  in    maniera 
più  0  meno    esplicita    in    gran    parte    delle    investigazioni    di 
Cauchy ,    e    non    poteva    a    meno    di    essere   universalmente 
adottato  e    di  provocare    importanti    ricerche    anche  da   parte 
degli  altri  analisti ,  essendo  esso  precisamente  il  concetto  sug- 
gerito dalle  variazioni  delle  grandezze  dello  spazio  e  del  tempo. 
Ma  passiamo  alle  altre    osservazioni  da  farsi  nella    storia 
del  concetto  di  funzione  presso  Cauchy.  Nella  Memoria  Sur  les 
fonctions  de  variables  imaginaires  ,  che  può  leggersi  nel  tomo  3 
degli  Exerc.  <V  An.  et  de  Phys.  math.  ,  non  si  trova  ancora    al- 
cuna modificazione    del  concetto  di  funzione    d'  una    variabile 
complessa  quale  risulta  dall'  Analyse  alg.  Ma  nel   tomo    4    dei 
medesimi  Exercices ,  in  seguito  alla  Memoria    Sur  ks   quantités 
géométriques ,  e  precisamente  neir  articolo  Sur  les  fonctions  des 
quantités  géométriques ,  s'  incontra  una  nuova  definizione.  Ivi    è 
detto  «  Allorché  ,  adottando    ì    principi  stabiliti    negli   articoli 
precedenti ,  sì  sostituisce  alle   espressioni   complesse  le   quantità 
geometriche  ,  le  variabili  complesse  altro  non  sono  che  quantità 
geometriche  variabili.  Resta  a  sapere  come   debbano  essere   de- 
finite  le  funzioni  di  variabili  complesse.    Questa  questione   ha 

(i)  Citeremo  come  tuie  il  Mèmoirc  iur  la  nature  et  let  propriètét  des  raeinti  d*  une 
^«ofios  ^ui  renferme  un  paramétre  varicUtte  (nel  tomo  2  degli  Ex.  d*  An,  et  de  Phys,  math»), 
>  coi  in  seguito  verrà  occA!»ionc  di  alludere.  Considerundo  nel  primo  paragrafo  di  questa 
^l^inoria  una  equazione  qualunque  F  (u,  z)^=0  tra  due  vuriubili  u  e  Zf  cuncepilu  come  da 
'òolveni  rispetto  :id  u  y  Cauchy  dimoslra ,  che  ,  per  avere  certezza  che  una  qualsiasi  delle 
'^^f  risguardalu  come  funzione  del  parametro  z,  riesca  continua  in  prossimilA  di  un  \a- 
"^  particolare  z^  di  z,  basta  che  F{u,z)  sia  essa  medesima  funzione  continua  di  u  e  i,  in 
P^oximità  del  valore  z,,  di  ?  e  del  valor  corrispondente  di  u. 
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imbarazzato  sovente  i  geometri  ;  ma  ogni  difficoltà  scompare , 
qualora,  lasciandosi  guidare  dall'  analogìa»  si  estendano  alle  fun- 
zioni di  quantità  geometriche  le  definizioni  generalmente  adot- 
tate per  le  funzioni  di  quantità  algebriche  (  cioè  reali  ).  Si 
giunge  per  tal  guisa  a  conclusioni  singolari  a  primo  aspetto,  e 
pure  affatto  legittime  ,  che  indicherò  in  poche  parole.  Due 
variabili  reali,  o,  in  altri  termini,  due  quantità  algebriche 
variabili  diconsi  funzioni  V  una  dell'  altra ,  quando  variino 
simultaneamente  in  guisa  che  il  valore  di  una  determini  il 
valore  dell'  altra.  Se  le  due  variabili  suppongansi  rappresen- 
tare le  ascisse  di  due  punti  soggetti  a  muoversi  sopra  una 
medesima  retta,  la  posizione  di  uno  di  questi  punti  determinerà 
la  posizione  dell'  altro  ,  e  reciprocamente  ».  E  quindi  V  au- 
tore conchiude  ,  che  una  quantità  geometrica  w  =^  u  +  vi 
dovrà  risguardarsi  come  funzione  di  altra  quantità  geometrica 
variabile  2==  a? +  371,  ogniqualvolta  il  valore  di  z  determini 
il  valore  dì  u;  ;  0  più  geometricamente  ,  ogniqualvolta  la  po- 
sizione del  punto  z  determini  la  posizione  del  punto  w  (1)  ; 
per  il  che  basterà  die  u  e  v  sieno  funzioni  determinate  di  x  ed  y. 
Qui  facciamo  due  riflessioni.  Una  si  è,  che  questa  definizione  può 
intendersi  come  implicante  puramente  l' idea  della  dipen- 
denza del  valore  di  w  da  quello  di  z,  e  non  di  necessità  Tidea 
di  una  espressione  analitica  per  questa  dipendenza.  Sebbene 
Cauchy  continuasse,  direi  tacitamente,  ad  ammettere  il  substra- 
tum  di  una  espressione  analitica  nei  propri  scritti  sulle  funzioni, 
tuttavia  si  può  scorgere  nella  esposta  definizione  quella  tendenza 
che  i  progressi  dell'analisi  e  della  fisica  matematica  andavano 
producendo,  di  stabilire  cioè  ì  principi  di  una  teorica  generale 
delle  funzioni  indipendentemente  dalla  supposizione  dì  espressioni 
analitiche.  L'  altra  riflessione  si  è  ,  che ,  pur  volendo  abbrac- 
ciare esclusivamente  espressioni  analitiche,  la  nuova  definizione 
è  assai  più  generale  della  prima;  imperocché  una  quantità  ot- 

(1)  A  scanso  d'equivoci  e  per  brevità  ci  pcrmeUiunio»  nel  trascrivere  i  bruni,  di  mo— 
tare  qualche  lettera,  di  dire  complesso  invece  di  ini<iginario  ,  di  scrivere  i*  Invece  di  \i — I  ^ 
e  di  designare  colla  medesima  lellera  il  numero  complesso  ed  il  punto  che  lo  rappresenta. 


tenibile  mediante  operazioni  di  calcolo  da  eseguirsi    sulle  due 
variabili  x  e  y  non  sarà,  che  in  casi  relativamente  particolari, 
ottenibile  mediante  un  sistema  di  operazioni  di  calcolo  da  ese- 
guirsi sopra  r  unica  quantità  composta  x-\'yi.  Siffatta    gene- 
ralizzazione ,  per  la  quale  qualunque  funzione  di  due  variabili 
X  e  y  può  mettersi  tra  le  funzioni   di  una  sola  variabile  com- 
plessa x-i-  yi,  non  è,  come  a  suo  luogo  diffusamente  spieghe- 
remo, consigliata  da  vera  profonda  analogia;  per  essa  la  teorica 
delle  funzioni  di  una  variabile  complessa  sarebbe  semplicemente 
la  teorica  delle  funzioni  di  due  variabili,  e  non  avrebbe    con- 
seguito r  alto  grado  d' importanza  che  effettivamente  giunse  ad 
ottenere.  Egli  è  perciò  che  Cauchy  stesso,  pur  conservando  la 
posta  definizione  di  funzione  d'  una  variabile  complessa  x+yi, 
trova  necessario    di  introdurre  un'  epiteto   per  designare  ,  fra 
tutte  le  funzioni  comprendibili  nella  definizione,  soltanto  quelle 
le  quali ,  al  pari  di    tutte  le  funzioni    risultanti  dagli    ordinari 
sistemi  di    operazioni    di  calcolo    eseguite  sulla    combinazione 
^  +  y*>  godano  della  proprietà  di  avere    per  ogni  valore    di 

d  1/ 
•'  +y»  una  derivata  indipendente  dal  valore  di— ^.  L'epiteto 

d  X 

che  introduce  è  quello  di  monogena  (monogène)  ;  e  nelle  pro- 
prie ricerche  circa  la  teorica  delle  funzioni  abbraccia  esclusi- 
vamente le  funzioni  monogene.  La  condizione  della  monogeneità 
si  traduce  nell'  equazione  differenziale  parziale 

,dw  _d  w 

ovvero  nelle  due  in  termini  reali 

du_dv  au_       dv 

dx       d  y  dy  dx' 

^'onde  si  hanno  queste  altre 

Siffatte  equazioni  fanno  comprendere  a  priori   come  sia  possi- 
di  stabilire  proprietà  precise  ed  importanti  per  le  funzioni 
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di  una  variabile  complessa ,  senz'  altro  presupporre  delle  me- 
desime fuorché  la  monogeneità  (1). 

Porremo  fine  a  ciò  che  si  riferisce  in  particolare  al  con- 
cetto di  funzione  ricordando  ,  siccome  adottati    abbastanza  ge- 
neralmente dagli  analisti ,  i  due   vocaboli  monodroma   (  mono- 
drome)  e  sinettica  (synectique)  pure  introdotti  da    Gauchy  per 
soddisfare  viemeglio  al  bisogno  cresciuto  col  moderno  progresso 
di  distinguere  accuratamente  i  vari  modi  di  comportarsi  di  una 
funzione.  Imaginiamo  che  alla  variabile  z  sia  permesso  soltanto 
di  assumere  valori  rappresentati  da  punti  compresi  in  una  de- 
terminata porzione  S  del  piano,  o,  detto  più  brevemente,  che  z 
debba  rimanere  entro  S;  se  una  funzione  u?  di  z  prende  sempre 
Io  stesso  valore  in  uno   stesso    punto  di   S ,  qualunque  sia  il 
cammino    che   z  possa  percorrere  per  arrivarvi ,  Gauchy  dica 
che  tv  è  funzione  monodroma    di  z  in  S.  Dice   poi ,  che  una 
funzione  è  sinettica  quando  sia  finita  continua  monogena  e  mo* 
nodroma  in  tutto  il  piano,  cioè  per  qualunque  valor  finito  delia 
variabile. 

Il  proposito  di  ricostruire  1'  edificio  analitico  sopra  la  naova 
e  più  larga  base  della  variabilità  complessa  doveva  condurre 
presto  Gauchy  ad  introdurre  la  medesima  anche  nella  defioi- 
zione  di  integrale.  Ed  infatti,  quattro  anni  dopo  la  pubblicazione 
deir  Analyse  algébrique,  lo  si  vede  sviluppare  questa  idea  nella 
Memoria  Sur  le$  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imagi" 
naires  (Paris,  Aoùl  4825).  Ivi  si  legge:  e  Per  fissare   general- 


(i)  Due  degli  articoli  che  si  riferiscono  al  presente  punto  sono:  quello  Sur  kidi/ir^*' 
lidie»  de  quantitét  algébn'quct  ou  géométrique»  ,  et    iur    le»    dérivéet    de»    fonetion»  dt    ^^ 
quantilè»  ,  il  quale  trovasi    col  già    citalo  {Sur  le»  fonct,    den  quant,    géomètr.)  nello  ste*^^ 
tomo  degli  Exercicet  ;  e  quello  Sur  let  fonctions  de  van'ablet   imaginaire»  ,  il  quale  trov^^ 
nei  Compie»  Rendu»  del  1  Sem.   1831.  Ricordiamo  però  a   questo    proposito  e  per  la  iat^^ 
pretazione  geometrica  dclln  monogeneità  la  già  citala  Memoria  di  Gauss  premiata  nel  {9^** 
dall'  Accad.  di  Copenaghen  :  ÀHgemeine  Auflòtung  dcr  Aufgabe  :  die  Theile  einer   gtg^r^^ 
Flàehe  auf  einer  andtm  gegebnen  Flàche  »o  abzubildeny  das»  die  Abbiidnng  dem  Ahgem»^ 
ten  m  den  kléin»ten  Theilen  àhnlich  wird;  della  quale  fu  pubblicata  una  Iraduxiooe  ilali^**^ 
dal  proC  Beltrami  nel  tomo  i  degli  Annali  del  prof.  Tortolini. 
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mente  il  significato  della  notazione 


f 


f(x)dx 


X 
0 


jBo  ed  1.  esprimendo  quantità  reali  ed  f{x)  una  funzione  reale 
0  complessa  ({)  della  variabile  x^  basta  considerare  T  integrale 
definito,  rappresentato  da  questa  notazione,  come  equivalente 
al  limite  o  ad  uno  dei  limiti  verso  cui  converge  la  somma 

(a?4— iTo)  /*(«o)+(^j— aJi)A^i)+  •  •  •  •  +(^— ^i.-i)/' (^«-i)  » 
allorché  gli  elementi 

Xj^  —  Xq   ,   X,j,^Xji    f    •    .    .    .    ,    X         Xn — i 

della  differenza  \  —  Xg ,  ritenuti  dello  stesso  segno  di  essa  , 
ricevano  valori  numerici  ognora  più  piccoli.  Dunque  ,  per  ab- 
bracciare nella  stessa  definizione  gli  integrali  presi  fra  limiti 
reali  e  quelli  presi  fra  limiti  complessi,  conviene  rappresentare 
colla  notazione 

f{z)dz 

il  limite  od  uno  dei  limiti  verso  cui  converge  la  somma 

[(.'4  — -ro)  +  (yi  — yo)  i]  f  {Xo  +  yoi) 


+  [  (x — x„,-i)  +  (y  —  !/n-i^  »  ]  /"(a^n-l  +  ^«-1  ♦) 

allorché ,  in  ciascaDa  delle  serie 

Xq    >   Xj^    ,    X^   I     •     •     •     •    ,      A 
tfo  9  Vi  9  t/f    >     •     •     '     '     y    Y 

1  termini,  sempre  crescenti  o  sempre  decrescenti  in  grandezza 
<lal  primo  air  ultimo,  vadano  avvicinandosi  indefinitamente   tra 


•  1)  Fttnxione  eompiesia  di  una  variabile  reale  x  è  una  quanlilù  esprimibile  con 
?  («I -|- 1  4,  (j>^  doTe  9  e  ^  significhino  funzioni  reali  di  a;  ;  il  che  non  va  confuso  eoa 
ìuziouf  di  tma  variabile  eompletsa. 
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loro  aumentando  perciò  indefinitamente  di|numero  >.  La  re- 
strizione che  Cauchy  credette  in  questa  Memoria  di  dover  porre 
circa  i  termini  delle  precedenti  due  serie  fu  in  seguito  da  ioi 
medesimo  abbandonata ,  e  solo  attesta  che  la  estensione  del 
concetto  di  integrale  non  era  allora  per  anche  concepita  in 
tutta  perfezione  nella  mente  stessa  di  lui.  Ciò  spiega  come  ta- 
lune immediate  ed  importantissime  conseguenze  di  siffatta  esten- 
sione ,  quale,  per  esempio^  la  doppia  periodicità  della  funzione 
inversa  dell'  integrale  ellittico  di  prima  specie ,  non  fossero  da 
Cauchy  a  prima  giunta  avvertite.  Abbandonata  la  festrizìone 
circa  i  termini  delle  anzidette  due  serie ,  Y  integrale 

1  f{z)  dz  ossia         I  f{z)  dz 

rimase  definito  come  il  limite  verso  cui  tende  la  somma 

allorché  le  quantità  o  (giusta  la  rappresentazione  geometrica) 
i  punti 

aumentando  di  numero  per  accostarsi  indefinitamente  V  uno 
al  successivo  ,  tendano  a  costituire  una  linea  continua  (curva 
qualunque)  avente  principio  in  So  e  termine  in  m.  Questa  linea 
0  ,  come  d'  ordinario  diremo  ,  il  cammino  d' integrazione  può 
imagmarsi  tracciato  dal  principio  al  termine  prefissi  in  modo 
qualunque  nel  piano  ^  e  quindi  a  traverso  qualunque  parte  di 
questo  e  con  giri  e  rigiri  quali  e  quanti  si  vogliano.  Si  viene 
pertanto  a  poter  concepire  una  indefinita  varietà  di  cammini 
d'integrazione;  e  per  due  dati  limiti  si  possono  quindi  sempre 
concepire  un'  integrale  rettilineo,  che  si  ottiene  facendo  percor- 
rere alla  variabile  il  cammino  rettilineo  ,  ed  una  indefinita  va- 
rietà di  integrali  curvilinei.  Esposta  la  estensione  del  concetto 
di  integrale  ,  Cauchy  risponde  subito  alla  prima  e  più  impor- 
tante domanda  che  ne  scaturisce,  col  dimostrare,  che  il  valore 
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deir  ÌDtegrale  di  f{z)dz,  ove  f(z)  sia  funzione  di  z  nel  senso 
dell'  Anahpe  alg.  ossia  funzione  monogena  di  z  secondo  la  de- 
finizione data  più  tardi^  non  canabia  al  cambiare  del  cammino 
di  integrazione  finché  questo  non  sorpassi  certi  punti  singolari. 
Questa  conseguenza  della   monogeneità  costituisce   una   propo- 
sizione veramente  cardinale  nella  nuova  teorica  delle   funzioni. 
Obbligando  la  variabile  di  integrazione    a  rimanere  entro   op- 
portune porzioni  del  piano  ,  gli    integrali    concepiti  nel  nuovo 
più  esteso  senso  potranno  considerarsi ,  al  pari  degli  integrali 
coDcepiti  nel  senso  di  prima^  come  dipendenti  soltanto  dai  loro 
limiti,  cioè  dal  principio  e  dal  termine   del  cammino  di    inte- 
grazione. Il  detto  ampliamento  del  concetto  di  integrale,  mentre 
permetteva  immediatamente  a  Cauchy ,  nella    Memoria    stessa 
dell'Agosto  1825,  di  ottenere  senza  artifici  un  gran  numero  di 
formole  opportune  per  valutare  o  trasformare  gli  integrali   de- 
finiti, doveva  produrre  1'  effetto  ben  più  rilevante,  di  spianare 
quelle  gravi  difficoltà  che  si    incontravano    persino    nei    primi 
passi  nel  calcolo  integrale  ;  difficoltà  che  i  lavori  di  Abel ,   di 
Jacobi  e  degli  altri  analisti  pur  lasciavano  sussistere  nella  teo- 
rica delle  funzioni  ellittiche  considerata  come  parte  del  calcolo 
infinitesimale ,  e  che  inevitabilmente  sarebbonsi  incontrate  nel- 
r  analisi  di  qualunque  funzione  definita  come  integrale  o  funzione 
inrersa  di  integrale,  ossia ,  più  in  generale  definita  per  mezzo 
di  una  equazione  differenziale.  Conoscendosi  1'  integrale  indefi- 
nito F(a:)  di  una  espressione  differenziale  f{x)dx,  e  la  fun- 
zione f{x)  rimanendo  continua  e  finita  per  tutti  i  valori  reali 
^i  ^  da  a?o  ad  X,  si  sa  che  l'integrale  definito 


/ 


f(x)  dx 

è  eguale  alla  differenza  V  (x)  —  F  (ìTo).  Se  la  funzione  f(x) 
divenisse  infinita  per  un  valore  a  compreso  fra  Xo^A  x,  ma  i 
(Ine  integrali  definiti 


j  f{x)dx       ,  jf{^)^^ 


a+i' 
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tendessero  verso  limili  determinati  col  tendere  di  e  ed  e'  verso 
zero  :  si  rappresenterebbe  la  somma  di  questi  due  limiti  an- 
cora colla  notazione 


f 


f{x)dx 


e  questa  somma  sarebbe  ancora  eguale    alla  differenza  dei  va- 
lori deir  integrale   indefinito.  Ma    quando  i  due    integrali   noD 
tendano  verso  limili  determinati,  questa  notazione  non  ha  pìii 
senso  dal  punto  di  vista  della   variabile   reale  ;  eppure  T  inte- 
grale indeflnito  darà  ancora  una  differenza  finita  F(x) — F{x^- 
Che  significa  questa  differenza?  Se  si    permette   alla  variabile 
di  assumere  anche  valori  complessi^  e  che  quindi  si  faccia  per* 
correre  alla  medesima  una  curva   nei  piano  ,  in  modo  da  eri- 
tare  il  punto  a  dove  la  funzione  f{x)  diventa  infinita,  e  sen^a 
traversare  certi  altri  punti  dove  possano    presentarsi   lo  stesso 
0  certi  altri  accidenti ,  V  integrale  (curvilineo)  che  ne  risulterà 
avrà  un  valore  determinato,  dato  ancora  precisamente  dalla  dif- 
ferenza dei  valori  dell'  integrale  indefinito.  Anche   non  presen- 
tandosi tali  accidenti  nel  corso  della  integrazione   reale  ,  se  1^ 
espressione  F  (jl)—F{x^  ammette  più  valori  e  la  f(x)  invece 
un  valor  solo  per  ogni  valore    di  a?  da  o^o  ad  il,  si   dimanria 
cosa  significhino  i  valori  di  F(x)  —  F  [x^)  diversi    dal    valor 
unico  che  risulta  per  1'  integrale 


/ 


f  {x)  dx 


facendo  percorrere  ad  x  i  valori  reali  da  a^^  ad  x?  PeriO®^' 
tendo  alla  variabile  di  passare  anche  per  valori  complessi  9  \ 
diversi  valori  di  F  {tl)  —  F  {Xo)  esprimeranno  di  regola  tt^^^' 
i  diversi  risultati  ottenibili  con  integrazioni  curvilinee  fra  é'' 
stessi  limili  x^  ed  x.  L'  integrale  definito 


per  X  reale,  rimarrebbe  affatlo  indeterminato  anche  ricorrendo 
air  equazione  : 

/^  dx       ,.       \     r   dx  ,     r^  dx 
—  =  Iim    j     1 hi     — 
X                      I    J         X  J  X 

Ma  se  sarà  concesso  di  far  muovere  la  x  affatto  liberamente 
nel  piano,  si  potrà  evitare  il  valore  x^=o  ^  e»  passando  da 
— 1  a  +4  di  mano  in  mano  per  cammini  differenti  ,  si  po- 
tranno ottenere  tatti  i  valori  ricavabili  dalla  formola 

(2n  +  l):ri  , 

col  dare  ad  n  tutti  i  valori  numerici  interi.  I  quali  valori  sono 
appunto  quelli  che  neir  analisi  algebrica  soglionsi  attribuire  alla 
espressione 

difTerenza  dei  valori  di  te-f-  C,  che  suol  risgnardarsi  come  inte- 

dx 
graie  indefinito  di  — .  La  periodicità  doppia  (che  nella  inver- 
ai 

Siene  deir  integrale  ellittico  compariva  dapprima  come  un  fatto 

isolato  ed  avvolto  da  tenebre  nell'  origine  sua)  si  presenta  , 
insieme  con  la  semplice  e  con  altri  infiniti  gradi  di  periodicità, 
fra  le  più  ovvie  e  chiare  conseguenze  della  imaginata  estensione 
del  concetto  di  integrale.  La  funzione  z  della  variabile  %o , 
definita  da 

/"  dz 

1 

(il  che  è  uno  dei  modi  di  definire  la  e^)  deve  ammettere  il  pe- 
riodo 2  tti;  imperocché,  senza  mutare  i  limiti  dell*  integrale, 
^^  solamente  innestando  ,  per  cosi  dire  ,  nel  cammino  di  in- 
tegrazione uno,  due,  .  .  ,  w,  .  .  giri  di  più  intorno  al  punto- 
^ero,  si  fa  variare  (crescere  o  diminuire,  secondo  il  senso  di 
inesli  giri)  il  valore  di  tv  di  una,  due,.  .,  n, .  .  volte  la  co- 
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Stante  im.  Cosi  pure  la  funzione  m=senw,  definita  come  in- 
versa dell'  integrale 


/ 


Vi 


dz 


deve  ammettere  un  periodo,  e  la  funzione  m^^snw,  definita 
come  inversa  dell'  integrale 


1 

/ 


dz 


1/^(1 -z»)(1-fc«z') 


ne  deve  ammettere  due.  Imperocché,  innestando  in  nn  prianc 
cammino  di  integrazione  un  giro  cbe    comprenda  i  due   puot^ 
+i  e  —  1  ,  il  valore  del  primo  integrale  varia  della  costante 
27r  ed  il  valore  del  secondo  della  costante  iK  (giusta  la  solita 
notazione    di  Jacobi)  ;  e    questo    secondo    integrale  poi    vari^ 
della  costante  2t£^  innestando    nel  cammino   di    integrazione 

i 

un  giro  che  abbracci  i  due  punti  +1  e  + -.Però  per  quanto 

ovvie  possano  ora  parere»  queste  ultime  riflessioni  non  si  trovano 
tosto  fatte  da  Cauchy^  né  dagli  altri  cbe  certamente  ebbero  a 
leggere  la  Memoria  dell'  Agosto  -1825.  Per  trovare  accennata 
da  Caucby  la  generazione  su  indicata  dei  periodi  dobbiamo 
portarci  sino  al  1846  (i).  Questi  cenni  sui  periodi  fanno  parte 
di  quelle  considerazioni  sopra  gli  integrali  estesi  a  contorni 
di  superficie,  che  vanno  segnalate  all'  attenzione,  siccome  ofife- 
renti  i  teoremi  che  presso  Cauchy  come  presso  il  sig.  Riemann 
costituiscono  i  fondamenti  della  teorica  delle  funzioni.  Siffatti 
teoremi  sono  quelli  che  si  riferiscono:  ancora  al  non  variare»  sotto 
certe  condizioni,  il  valore  di  un  integrale  mentre  varia  il  con- 
torno (cammino  di  integrazione)  lungo  il  quale  s' intende  preso; 
air  essere  un  integrale  preso  lungo    il  contorno  di  una  super- 

(f)  Si  osservino  i  Comptes  Hendu*  del  secondo  semestre  di  tal*  anno  (tomo  33). 
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icie  equivalente  alla  somma  di  integrali  da  prendersi  lungo  i 
;oDtorni  delle  varie  parli  in  cui  piaccia  di  concepire  divisa  la 
luperficie  stessa  ;  ecc.  Qui  sì  trova  anche  ,  in  particolare ,  il 
eorema,  che  V  integrale  semplice 


fj    \    d  s  ds / 


>reso  lungo  il  contorno  di  una  superficie  piana  ,  nella  quale 
P  e  Q  sieno  funzioni  di  x,y  monodrome  finite  e  contmue  ^ 
3quivale  all'  integrale  doppio 


//(^M!)-^' 


esteso  a  tutti  i  pnnti  della  stessa   superficie.  E  vedesi    notato 
discendere  immediatamente  da  esso  ,  che  ,  ove 

Pdx+Qdy 

sia  un  dìfFerenzìale  esatto  ,  l' integrale  semplice  è  nullo  (i). 

Coi  rimarchevoli  lavori  di  Gauchy  contenuti  in  questo  tomo 
dei  Comptes  R.  si  collegano  cosi  naturalmente  le  importanti 
ricerche  del  sig.  Puisenx  sulle  funzioni  algebriche  e  loro  inte- 
grali (2)  (dove  finalmente  piglia  ben  dovuta  parte  la  integrazione 
cnrviiinea)  che  noi  siamo  indotti  a  darne  qui  subito  il  cenno. 
La  prima  Memoria  (tomo  15)  è  divisa  in  tre  parti.  Nella  prima 
di  esse  (ricordando  avere  Cauchy  dimostrato  (3)  che  i  diversi 
▼alori  di  w  dati  da  un'  equazione  algebrica  f[w,z)=0  variano 
in  modo  continuo  con  z;  si  che,  fissato  qual  valore  di  tv  abbiasi 
da  ritenere  corrispondente  ad  un  dato  valor  iniziale  di  z,  pos- 
sano d'  allora  in  poi  concepirsi    determinati  dalla   continuità  i 

(I)  Questo  teorema  si  può  anche  già  vedere  nella  Memoria  di  Gauss,  pubblicata  nel  1840, 
^^  forze  agenti  in  ragione  inversa  dei  quadrati  delle  disianze,  che  in  seguito  più  accura- 
l^neote  indicheremo. 

^)  Recherchfg  tur  la  fonctiont  algèbriques.  G.  di  Liou\illc,  tomo  15.  Nouvellct  rcchcr- 
™  tur  Ui  fonetiont  algèlniquei.  G.  di  Liouvillc  ,  tomo  16.  Queste  Memorie  diedero  occa- 
siuoe  a  due  rapporti  di  Cauchy  che  Icggonsi  nel  tomo  32  dei  Comptes  R. 

(3)  Nella  Memoria  Sur  la  nat,  et  Ics  pr.  des  raeinet  d*  une  eq.  ecc. ,  che  citammo  par- 
laodo  della  ronlintUtà  ;  nella  qual  Memoria  però  ricorderemo  che  Cauchy  non  contempla 
escJiKfvameulc  le  equazioni  algebriche. 
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lavori  da  ritenersi  per  w  al  variare  continuo  di  z,  sin  quando 
w  non  divenga  infinita  od  eguale  ad  altre  radici  dell'  equazione) 
l'autore  prende  ad  investigare  T influenza  del  cammino  di  zsnl 
valor  finale  di  w ,  cioè  sul  valore  di  w  corrispondente  ad  no 
dato  valor  finale  di  z.  Trova  cbe  il  valor  finale  di  w  rimane  lo 
stesso  al  deformarsi  del  cammino  di  z,  finché  questo  non  oltre- 
passi nelle  deformazioni  alcun  punto  dove  w  divenga  infinita  od 
eguale  ad  altre  radici  dell'  equazione.  Considera  poscia  V  in- 
fluenza del  cammino  di  z  sul  valore  dell'  integrale  Jwdz ,  dì- 
mostrando  il  teorema  fondamentale,  che  già  dicemmo  dato  su- 
bito da  Cauchy  nella  Memoria  dell'Agosto  1825^  ed  alcuni 
suoi  corollari ,  che  sono  pure  fra  i  teoremi  già  enunciati  da 
Cauchy  nel  tomo  23  dei  Comptes  A.  Ma  questi  teoremi  prendono 
nella  Memoria  del  sig.  Puiseux  una  significazione  più  circo- 
stanziata e  più  feconda  di  conseguenze  ,  in  virtù  della  circo- 
stanziata cognizione  che  colle  prime- due  parti  della  Memoria 
si  ottiene  circa  la  maniera  di  comportarsi  di  u?  al  muoversi  àìz. 
Nella  seconda  parte  della  Memoria  esamina  che  cosa  avvenga 
del  valor  finale  di  w  allorché  il  cammino  di  z,  deformandosi/ 
sorpassi  qualche  punto  a,  dove  w  diventi  infinita  od  eguale  a 
qualche  altra  radice  di  f(w,z)  =  0.  Facendo  z  un  giro  intorno 
ad  un  punto ,  fra  i  valori  delle  radici  si  effettua  una  sostitu- 
zione ,  che  ,  se  non  é  circolare  ,  é  sempre  il  prodotto  di  più 
sostituzioni  circolari  effettuate  sopra  radici  dififerenti.  Il  sig. 
Puiseux  somministra  un  metodo  per  determinare  effettivamente 
qual  prodotto  di  sostituzioni  circolari  spetti  a  qualsivogha  punto. 
Questo  metodo  fornisce  inoltre  le  espressioni  delle  radici  in 
serie  ordinate  secondo  le  potenze  ascendenti  di  z  —  a  e 
convergenti  entro  il  massimo  cerchio  descrivibile  intorno  ad  a 
senz'  abbracciare  alcun'  altro  pùnto  della  stessa  natura.  Per 
gli  esponenti  di  queste  potenze  ha  luogo  il  notabile  teorema, 
che  ,  se  jx  esprime  l' ordine  della  sostituzione  circolare  di 
cui    la   radice   tv  fa   parte    rispetto  al  punto  a ,  gli  esponenti 

per  la  serie  rappresentante  w  sono  multipli  interi   di  -    .     Ri- 
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prendendo  la  coDsideraziobe  dei  cammini  di  z,  egli  mostra  come 
in  cammino  qualsiasi  »  che  vada  da  an  determinato  punto  ini- 
ùale  ad  uno  finale  arbitrario,  possa  concepirsi  decomposto  in  un 
cammino  particolare  (che^  per  esempio^  potrebbe  ordinariamente 
snpporsi  il  rettilineo)  fra  gli  stessi  punti  ed  in  contorni  elementari 
(cioè  cammini  ognuno  dei  quali  parte  dal   punto  iniziale  e   vi 
ritorna  abbracciando   uno    fra  i   punti   a)    che    compariranno 
zero,  una  o  più  volte  secondo  la  forma  del  cammino  qualsiasi. 
Da  ciò  deriva  facilmente  come  determinare  il  valore  che  pren- 
derà w   dopo   che  z  avrà  percorso  un  cammino  qualunque   di 
cui  sia  data  la  caratteristica  ,  cioè  la  composizione  mediante  il 
cammino  particolare   ed   i  contorni    su  nominati.   Nella   terza 
parte  della  Memoria  applica  le  cose  precedenti   alla  ricerca  di 
lutti  i  valori  che  può    avere   V  integrale    Jwdz   da  prendersi 
loDgo  un  cammino  qualunque   dato  per  z.  Siffatto   integrale  si 
decompone,  corrispondentemente  air  accennata  decomposizione 
del  cammino  di  z,  in  un'  integrale  particolare  (qual  sarebbe  il 
rettilineo)  ed  in  un  certo  numero  di  integrali  elementari,  cioè  presi 
loflgo  i  contomi  elementari.  Da  qui  emerge  tosto  l' idea  dei  moduli 
aperiodicità  (i);  e  T  autore  determina  i  moduli  di  periodicità  dt- 
tUnii  che  appartengono  agli  integrali  di  un'  ampia  classe  di  fun- 
zioni algebriche,  comprendente  come  casi  particolari  quelli  degli 
iolegrali  ellittici  ed  iperellittici.  Nella  seconda  Memoria   (tomo 
16)  r  autore  ha  per  iscopo  di  completare  un  punto   cardinale 
rìfereotesi  ai  moduli  di  periodicità.  Per  raggiungerlo,  dimostra 
l' insigne  teorema ,  che ,  se  una  funzione  algebrica   di  z  ha  un 
toh  vahre,  cioè  riprende  sempre  lo  stesso  valore  quando  z  ritorna 
^  imo  stesso  punto ,  essa  è  necesariamente  razionale  ;  e  da  questo 
deduce,  che,  se  V  equazione  f[wyz)=o  è  irriducibile,  facendo  partire 
2  da  un  punto  o  valor  iniziale  dato,  si  può  prescriverle  tal  cammino 
^he,  ritornando  essa  al  valor  iniziale,  una  qualsivoglia  fra  le  radici 
^iwi  a  prendere  con  variazione  continua   il  valore   di  quella  che 

(()  La  parola  ptriodo ,  impiegata  dal  sig.  Puiseox,  preferiamo  adoperarla  in  riguardo 
^le  fauiooi  die  aiano  eflelUvftmeote  periodiche.  Cosi  diremmo  che  i  moduli  di  periodicità 
ài  aa^  iotegrale  sono  i  periodi  della  sua  fonzione  inversa. 
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piaccia  fra  le  altre.  La  Memoria  termiDa  colla  esposiiiooe  di 
un  modo  di  riconoscere  se  una  equazione  sia  irriducibile ,  e 
di  determinare ,  quando  non  lo  sia  ,  i  gradi  delle  equazioni 
irriducibili  nelle  quali  si  decompone. 

Ma  ritorniamo  ai  lavori  di  Cauchy.  Dicemmo  cbe  neir^M- 
lyse  alg.  egli  espose  i  fondamenti  di  una  rigorosa  teorica  delle 
serie  si  reali  che  complesse ,  iniziando  con   queste  la   teorica 
delle  funzioni  di  variabili  complesse.  Or  bene,  la  teorica  delle 
serie  continuò  anche  di  poi  ad  essere  argomento  di   preziose 
ricerche  di  Cauchy,  arricchendosi  di  molti  importantissimi  risol- 
tati ,  e  rimanendo  sempre  lo  strumento  principale  della  di  Ini 
teorica  delle  funzioni.    Cauchy  forma   con  Poisson  ,  Gauss  ed 
Abel  ({)  il  gruppo  degli  analisti  cbe  più  potentemente    contri- 
buirono a  liberare  la  scienza  dall'  errore  d' impiegare  le  serie 
senza  previo  accertamento  di  loro  convergenza.  Tutti  sanno  cene 
Cauchy  stabilisse  ,  per  decidere   della   convergenza ,  parecchie 
regole  molto  semplici  e  di  estesissimo  uso.  Posteriormente  alla 
pubblicazione  dell'  AncU.  alg.  studiando  con  speciale  atteozicoe 
I'  argomento  dello   sviluppo   in    serie   delle    funzioni ,   giunge 
a  stabilire  tanto  per  le  funzioni  esplicite  che  per  le  implicite» 
quali  sono  le  radici  delle  equazioni  algebriche  o  trascendeùti  in 
cui  siavi  qualche  parametro  che  si  risguarda  come  variabile,  dei 
principi  generali  di  grande  importanza  e  di  facile  applicazione^ 
per  cui  mezzo  si  può  non  solo  dimostrare  con  rigore  le  formoli 
e  indicare  le  condizioni  della  loro  sussistenza,  ma  determinare 
altresì  dei  limiti  per  gli  errori  che  si  commettono  tenendo  conte? 

(I)  Vedasi  di  Abel  la  notevolissima  Memoria  sulla  serie  binomiale.  OSuort»  eomplkti  ^ 
tom.  I,  pag.  66.  Ovvero  Creile,  tomo  i. 

In  essa  il  grande  matematico  studia  con  an  rigore  por  troppo  raro  dapprtoift  in  tiatf 
questioni  la  serie  binomiale  ,  contemplando  valori  si  reali  cbe  complessi  per  le  doe  leltcrv 
che  vi  entrano. 

Circa  r  impiego  delle  serie  divergenti  come  espressioni  di  quantità  determinile  diee:  dkt 
per  tal  mezzo  si  può  dimostrare  tutto  fio  che  si  vuole,  f  impossibile  del  pmri  the  il  jiotsìMs. 

Avverte  la  troppa  generalità  neir  enunciato  del  teorema  sulla  continuità  di  una  serie  i 
cui  singoli  termini  sieno  funzioni  di  una  stessa  variabile^  dato  da  Caochy  nelP  AmeU^se  df 
(pag.  i3t)  ;  ma  di  quest'  opera  dice;  che  dev* essere  letta  da  opti  analista  che  som  ii  n' 
gore  nelle  ricerche  matematiche. 
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soltaDto  di  un   cerio  Dumero    di  termini ,   ossia  trascurando  i 
resti  Delie  serie.  E  del  complesso  delle  regole  stabilite  a  que- 
st'  ultimo  intento  piacqnegli  costituire  un  corpo,  per  cosi  dire 
separato,  di  dottrina,  un  nuovo  calcolo,  cui  diede  il  nome  di 
càlcolo  dei  timtù  I  princìpi  di  questo   calcolo   trovansi    esposti 
io  Memorie  litografate  a  Torino  negli  anni  1834, 4832,  1833  (1). 
NoD  entreremo  in  particolari  ;  ma  non   dobbiamo    ommettere 
di  a??ertire  :  essere  qui  che,  tra  le  proposizioni  fondamentali, 
si  presenta  quel  teorema,  al  quale,  per  la  somma  sua  impor- 
tania  nella  teorica  delle  funzioni,  viene  specialmente  applicato 
il  nome  di  teorema  di  Ckiuchy  sulla   sviluppabilità  di  una  fun- 
zione in  serie.  Questo  teorema  può  ora  enunciarsi  come  segue: 
Affinchè  una  funzione  sia  sviluppabile  in  serie  ordinata  secondo  le 
polenze  intere  e  positive  della  variàbile  e  convergente  in  un  cerchio 
aoente  il  centro  nel   punto  -  zero ,  è  necessario  e   sufficiente  che   la 
funzione  sia  sinettica  nel  cerchio  stesso  (2).  Con  siffatto  teorema 
la  sviluppabilità  di  una  funzione  secondo    Y  anzidetta  legge  o  ,  ' 
ciò  eh'  è  lo  stesso ,  secondo  la  formola  di  Taylor  o  di  Maclau- 
rio   si   desume  adunque  da  proprietà  della  funzione  senza  bi- 
sogno di  calcolare  i  termini  stessi  della  serie  (3).  Questo  teo- 
li)  La  prima  di  queste  Memorie  litografale  è  un  compeDdio  della  Memoria  Sur  la  Me- 
«■rifM  GrfMie  presenlala  IMI  Ottobre  1831  ali*  Accademia  di  Torino.  Questo  compendio, 
iatilolalo  Infatti  Riiumé  d'  mi  Mèmoire  tur  la  Micamqut   CèleUe  et  sur  un  nouveau    caleul 
lyttf  eaUui  de»  Hmia ,  ed  una  parte  della  Memoria  litografata  nel  1832    possono   anche 
vaimi  nel  tomo  i  degli  Sx.  cT  An»  et  de  Phyg,  math. ,  e  più  completamente  e  tradotti  in 
itaUaao  nel  tomo  i  degli  Opuieoli  matematici  e  fisici,  che  stampavansi  allora  in  Milano. 

(S)  É  nolo  che  simil  cerchio  vien  chiamato  cerchio  di  convergenza;  ed  è  chiaro  che  in 
VM  precisa  enunciazione  del  teorema  non  si  può  a  meno  di  riferirsi  al  medesimo,  in  quanto 
cht  laa  serie  dell'  antidetta  natura  necessariamente  converge  entro  tutto  un  cerchio  (di 
NBiro  O9  e  di  raggio  finito  od  infinito)  e  diverge  dappertutto  fuori. 

(3)  Le  proprietà  allora  esplicitamente  menzionate  come  necessarie  e  sufiicienli ,  perchè 
m  faozione  fosse  sviluppabile  nella  dichiarata  maniera ,  furono  eh*  essa  fosse  continua  e 
^'te.  Più  tardi  comparve ,  siccome  astretta  alle  stesse  condizioni ,  la  derivata.  La  mo- 
Mfeittfà,  che  figurò  più  tardi  ancora  nell*  enunciato  del  teorema,  era  allora,  come  gift  av- 
nriiwno  ,  incbinsa  nel  concetto  stesso  di  funzione.  Il  teorema  è  dedotto  dalla  famosa  for- 
■ob  (pag.  IO  del  citato  tomo  degli  Opui.  mat,  e  fit) 
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0:>*-ti  Mr-r  i:c.  t  :■: iT^-r-ffit*  z^tr  ^*:xi  reafi  di  x,  se  dod 
•!.i.v:  V tirasi  fri  — I  -t  — I.  fcf«r*  qsiaJo  x,  sempre 
ULztk  i.:  -r^i^r*  r-jL-r.  >:<T.ts?A  r«50  oT  itero  di  questi  linili, 
L\:ti  •:  ^r-rs^iii  i*L^  fciixM  i.-!«2  iicodeiite  chc  aTTcrte  e 
sp-r^hi  ii  •t^ì.aliLt  ir-ui  ^r:nferf«xi  drila  s«rìe.   Come  fan- 

ziote  di  TiriiL-.;e  rcir,  ix  >7unciù  ^ ^  non  cessa  di  essere 

I  —  X* 

moDO-iroiLi  Ojtaìlzi  e  fit:ti.  Se  iL^ece  si  liNTÌeri  ad  x  lotto  U 
TàriìLfliu  iritziiri:*:;uiie!itr  f-ossìbile  ,  cioè  b  complessa,  emer 
gerà  che  per  x  =  zr  •  li  fanziooe  non  è  più  finita.  Il  ccrchiodì 
cofiTergeoza  delia  serie  dod  può  dunque  arere  un  raggio  mag- 
giore del  modulo  di  i ,  cioè  delf  unità. 

Cauchy  con  si  applica  soltanto  allo  studio  delle  serie 
e.^prinieriti  funzioni  esplicite  od  implicite  nel  senso  sopra  di- 
chiaralo, egli  prende  eziandio  a  considerare  le  serie  colle  qualt 
esprimere  gli  integrali  delle  equazioni  differenziali.  La  prìnu 
sua  pubblicazione  su  quesl^  argomento  è  del  4835  (I).  Per 
dare  un'  idea  di  ciò  che  Cauchv  miraTa  ad  ottenere ,  riporte- 
remo qualcuno  de'  brani ,  coi  quali  riassumeva  egli  stesso  io 
varie  occasioni  parte  dei  risultati  conseguiti  e  nella  Memoria 
del  1835,  ed  in  parecchie  altre  contenute  nei  Comptes  R.  del 
1840,  ed  in  quella  del  1852  suir  applicazione  del  calcolo  in- 
finitesimale alla  determinazione  delle  funzioni  implicite. 

che  f  «dreroo  euere  foodamenule  e ,  più  o  meno  leggermente  modìfieata ,  invocarsi  ad  ogai 
IraUo  Delia  moderna  teorica  delle  fonzionì.  TotUTia  il  pregio  di  essa ,  di  prestarsi  ad  uo 
studio  delle  funzioni  indipendente  da  ogni  supposizione  a  priori  dì  espressioni  analilicbe, 
non  doveva  «««ere  %alutalo  che  assai  più  tardi  e  non  Iraltenere  quindi  Cancby  dal  dimo- 
strare anello  altramente  il  proprio  teorema. 

(i)  k  una  Memorin  litografala  a  Praga  e  riprodotta  nel  tomo  I  (pag.  327)  degli  fircrc. 
rf*  Ah.  9t  d9  Phy9,  malh. 


e  Essendo  assai  poco  considerabile  il  numero  delle  equa- 
zioni differenziali  che  si  possano  integrare  in  termini  finiti ,  si 
è  tentalo  da  lungo  tempo  di  integrare  esse  equazioni  per  serie. 
Cosi ,  per  esempio ,  essendo  data    una  equazione   differenziale 
di  prim'  ordine  fra  la  variabile  t  ed  una  funzione  incognita  di  t 
rappresentata  da  x ,  coi   valor  particolare   ^  della  funzione  x 
corrispondente  al  valor  particolare  r  della  variabile  t ,  si  sup- 
pose la  funzione  x  sviluppata  secondo   la  formola  di  Taylor  in 
una  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  crescenti  di  t — r; 
e ,  giacché  si  giungeva  facilmente  a   determinare  i   coefficienti 
delie  varie  potenze  di  t  —  r  in  questa  serie»  deducendoli    dai 
valori  noti  r  e  {  mediante  V  equazione  data  e  le  sue  derivate 
dei  diversi  ordini,  e  lasciando  d'altronde  arbitraria  la  costante  |, 
se  ne  conchiuse  che  qualunque  equazione  differenziale  del  pri- 
mo ordine  fra  a;  e  (  ammetteva  un'  integrale  generale ,    e  che 
questo  integrale  si  trovava  rappresentato  dalla  serie  di  Taylor» 
cioè  dalla  somma  di  questa  serie»  in  cui  i  coefficienti  venissero 
determinati ,  come  ora  sì  è  spiegato ,  in  funzione  di  r  e  della 
costante  arbitraria  {.  Tuttavia»  le  considerazioni  precedenti  non 
davano  la  certezza  che  si  fosse  integrata  effettivamente  V  equa- 
zione proposta  »  e  nemmeno  che  quest'  equazione  ammettesse 
qd'  integrale.  Imperocché  »  da  un   lato  »  non    si  dimostrava  in 
generale  che  la  serie  ottenuta  fosse   convergente  »  e  si  sa  che 
le  serie  divergenti    non   hanno   somme  ;  dall'  altro    lato  »  una 
serie  anche  convergente  »  che  proviene   dallo  sviluppo    di  una 
(oDzione  effettuato  mediante  la  formola  di  Taylor»  non  sempre 
rappresenta  la  funzione    di  cui    si  tratta.   L' integrazione    per 
serie  poteva  dunque    essere  illusoria.  Per   trasformare   questa 
integrazione  in  un  metodo   esatto  e   rigoroso    era    necessario 
esaminare  sotto  quali  condizioni  e  fra  quali  limiti  le  serie  tro- 
fie fossero  convèrgenti.  Queste  due  questioni  furono   trattate 
oelle  Memorie  sa  menzionate  ;  e  nell'  ultima   delle   medesime 
le  coQclosioni  a  cui  giunse   V  autore    trovansi   espresse  come 
segQe  : 
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Con  ognuva  delle  lettere 

rappresentiamo  una  funzione  delle  variabili 

^9*^>yfZf  •  •  •  •  9 

che  rimanga  finita  monodroma  e  monogena  in  prossimità  dei  vahri 

attribtUti  a 

'•*^>J/»^>  •  •  •  •  > 
ed  imaginiamo   che  x ,  y ,  z,  .  •  .  .si    assoggettino   alla  doppia 

condizione  di  verificare,  qualunque  sia  t,  le  equazioni  differenziak 

comprese  nella  formola 

dt      dx      dy      dz 

f^Y     r^Y^ ' 

e  di  ridursi  a  ^  ,  i^ ,  K  ,  .  .  .  .  per  ^=»r.  Se  T  non  si   anmilU^ 
facendo 

t  =  T  ,  x=^  ,  y  =  )?  ,  2  =  ^,  .  .  .  .  ; 

allora  si  proverà ,  mediante  i  teoremi  stabiliti  nella  Memoria  det 
i835,  che  è  possibile  di  soddisfare,  almeno  finché  U  modulo  di  t^t 
non  oltrepassa  un  certo  limite ,  aUe  due  condizioni  enunciate ,  con 
valori  di  x,y  ,z,  .  .  .  sviluppati  in  serie  convergenti,  e  rappre* 
sentami  gli  integrali  generali  delle  equazioni  differenziali  date.  P  ha 
di  pili  :  si  pud  affermare  che,  neW  ipotesi  ammessa,  questi  integrali 
generali  saranno  i  soli  valori  di  x  ,y ,z,  .  .  .  che  variando  con 
t  per  gradi  insensibili  adempiranno  .  per  un  modulo  di  t  —  r  ba- 
stantemente piccob,  le  due  condizioni  enuncicUe.  Finalmente,  siccome 
i  vari  termini  delle  serie  ottenute  saranno  funzioni  monodrome 
monogene  e  finite  deUa  variabile  t ,  si  potrà  affermare  altrettanto 
dei  valori  trovati  per  le  variabili  x ,y ,z,  .  .  .  od  anche  di  una 
funzione  monodroma  monogena  e  finita  di  queste  variabili  >. 

e  Aggiungiamo  che  le  serie,  di  cui  qui  si  tratta ,  dod  ri- 
duconsi  a  serie  ordinate  secondo  le  potenze  crescenti  delia 
differenza  t  —  r  fuorché  nel  caso  particolare  in  cui  le  funzioni 
T,  X,  Y,Z,...  divengano  indipendenti  dalla  variabile  I.  Quando 


queste  funzioni  contengono  ia  variabile  t,  i  diversi  termini 
delle  serie  ottenute,  cessando  di  essere  proporzionali  alle  di- 
verse potenze  di  l — r,  vengono  dati  da  integrazioni  successive» 
e,  quindi^  possono  rivestire  forme  meglio  adalte  alla  soluzione 
dei  problemi.  Così,  per  esempio ,  in  astronomia ,  si  ottengono 
più  d'  ordinario  serie  ordinate  ,  non  secondo  le  potenze  cre- 
scenti del  tempo,  ma,  ciò  che  è  preferibile,  secondo  i  seni  e 
coseni  dei  multipli  di  certi  archi  proporzionali  al  tempo  >• 

€  Infine  V  autore  della  Memoria  del  i835  non  si  è  ri- 
stretto a  stabilire,  neir  ipotesi  ammessa,  T  esistenza  degli  inte- 
grali generali  di  un  sistema  d'equazioni  dififerenziali.  Egli  ha 
fissato  altresì  dei  limiti  entro  i  quali  il  modulo  di  i  —  t  può 
variare  senza  che  le  serie  ottenute  cessino  di  essere  conver- 
genti ,  e  dei  limiti  superiori  degli  errori  che  si  commettono 
troncando  ciascuna  delle  serie  ottenute  ad  un  certo  termine  >(i). 
Nel  brano  riportato  sono  contemplati  valori  si  reali  che 
complessi  delle  variabili  che  vi  entrano.  A  riguardo,  in  particolar 
modo ,  della  variabilità  complessa  faremo  ora  notare  che  nella 
8oa  vera  generalità  essa  venne  introdotta  da  Cauchy  in  que- 
sV  argomento  nel  1846.  Ecco  in  quali  termini  il  grande  mate- 
matico presentava  per  la  prima  volta  air  Accademia  delle  Scienze 
di  Parigi  le  disquizioni  che  a  ciò  si  riferiscono  (2). 

e  Sono  noti  gli  importanti  servigi  che  prestano  i   numeri 
complessi  non  soltanto   nella  risoluzione   delle  equazioni   alge- 
briche 0  trascendenti,  ma  eziandio  in  moltissimi  altri  problemi... 
Era  dunque  naturale  di  pensare  che ,  nella   teorica   deir  inte- 
grazione delle  equazioni  differenziali,  dovessero  scaturire  risul- 
tati nuovi  ed  inattesi  dalla  considerazione  diretta  degli  integrali 
complessi ,  non  limitata  ad   alcuni  casi   particolari  già    trattati 

(I  )  Quanto  abbiano  riferito  può  precisamente  riscontrarsi  nelle  pagine  557  -  559  del 
>o*o  40  dei  QmpUi  B, 

(S)  Vedi  Mèmoin  $ur  hi  inUgrak»  ima§inatrei  den  iquattons  differentiellet,  et  tur  Ui 
l'Vidf  aoamtagn  que  l'  oa  peui  retirer  de  la  eontidèraiion  de  ce»  intégrale» ^  »o%tpour  éta- 
^  ém  fnwuth»  mowotlle»,  toH  pour  ielairtir  de»  di/peultè»  qui  n'  avaient  pa»  ile  jutqu*  t- 
*^Mii|ittfnMiif   ré$olu*».  Comptes  Rendus  del  S  seno.  I8i6  ,  pag.  563. 
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dai  geometri ,  ma  estesa  a  tatti  i  casi  possibili.  Ciò  ò  quanto 
infatti  avviene.  Avendo  rivolto  le  mie  investigazioni  verso  que- 
sta parte,  giunsi  non  soltanto  a  portare  la  luce  in  questioni 
delicate  non  ancora  bastantemente  chiarite  ,  ma  a  stabilire  al- 
tresì nuovi  teoremi  che  >  a  motivo  della  loro  generalità ,  mi 
sembrano  degni  d'  attenzione.  Prima  di  indicarli,  credo  utile, 
per  farmi  chiaramente  comprendere,  di  flssar  bene  il  senso 
delle  espressioni  di  cui  in  seguito  mi  servirò  ,  e  di  dire  cod 
precisione  cosa  intenda  per  integrali  particolari  o  generali, 
reali  od  anche  complessi,  di  un  dato  sistema  di  equazioni 
differenziali  >. 

e  Come  osservai  nelle  lezioni  tenute   alla  Scuola  Politec- 
nica, un  sistema  qualunque  di  equazioni  differenziali  può  sempre 
ridursi  ad  un  sistema  di  equazioni  differenziali  del  primo  ordine. 
Inoltre,  essendo  date  n  equazioni  differenziali  del  primo  ordine 
fra  n+i  variabili 

si  potrà  sempre  considerare  una  delle  variabili,  t,  come  indi-^ 
pendente ,  e  le  derivate  delle  altre  come  determinate  daf 
sistema  delle  date  equazioni ,  in  funzioni  esplicite  od  almeno 
implicite  Ai  X  ,y ,  z ,  .  .  .  ,t.  D\  più  ,  h  cognizione  di  queste 
ultime  funzioni  non  darà  il  mezzo  di  fissare  completamente  i 
valori  generali  delle  variabili  dipendenti  x,y,z,...;e, 
affinchè  la  integrazione  delle  date  equazioni  differenziali  si  ri- 
duca a  problema  determinato ,  bisognerà  altresì  obbligare  le 
X ,tj yZ ,  .  .  .  2l  prendere  certi  valori  iniziali 

I  >  ^  >  ^  >  •  •  • 

reali  o  complessi,  per  un  certo  valore  iniziale  r  della  variabile 
indipendente  u  Quando  questi  valori  iniziali  sieno  conosciuti 
insieme  colle  anzidette  funzioni  di  a? ,  j( ,  2  ,  •  •  • ,  t ,  i  valori 
generali  à\  x  ,y  ,z,  .  .  .  saranno  di  regola  totalmente  deter- 
minati y  vale  a  dire ,  ad  un  valore  reale  0  complesso  della  ( 
corrisponderanno  generalmente  valori  determinati  reali  0  com- 
plessi delle  altre  variabili.    Questi   valori    saranno  dati ,  0   da 


equazioni  algebriche  o  trascendenlii  se  le  equazioni  differenziali 
siano  integrabili  in  termini  finiti,  o  da  sviluppi  in  serie,  ovvero 
anche  saranno  i  limiti   verso  i  quali   convergeranno  i  risultati 
approssimativi  dedotti  dal  metodo  che  esposi  nelle  mie  lezioni 
alla  Scuola  Politecnica  e  che  offre  il  vantaggio  di  essere  sempre 
applicabile  qualunque  sia  la  forma  delle  equazioni  differenziali. 
In  tutti  i  casi,  le  formolo  che  somministreranno  i  valori  delle 
X ,  y  ,z  s  '  '  '  rappref^enteranno  un  sistema  di  integrali   parti- 
colari delle  equazioni  differenziali  proposte,  se  si  attribuiranno 
ai  valori  iniziali  {,>7«^>  .  •  .  valori  determinati;  ed  il  sistema 
degli  integrali  generali,  se  si  risguarderanno  i  valori  iniziali  come 
costanti  arbitrarie.  Cosi ,  il  problema  della  integrazione  di  un 
sistema  di  equazioni  differenziali  si  riduce,  in  realtà,  alla  ricerca 
d'  un  sistema  qualunque  di  integrali  particolari  di  queste  equa- 
zioni. Gli  integrali  generali  altro  non  sono  che  formole  generali 
che  comprendono  ed  abbracciano  tutti  gli  integrali  particolari , 
e  se  questi  non  possono  tutti  racchiudersi  in  un  solo  sistema 
di  formole  generali ,  bisognerà  'conoscere  i  diversi  sistemi    di 
formole  generali  racchiudenti  diversi  sistemi  di  integrali  parti- 
colari, perchè   gli  integrali    generali  si  possano  ritenere  come 
pienamente  conosciuti.  Se  un'integrale  particolare  fosse  isolato 
in  guisa  da  non  potersi    comprendere   con  altri  in  una  stessa 
formola  generale ,  esso  sarebbe   del  genere  di   integrali    chia- 
mati  soluzioni    particolari  o  integrali  singolari  delle  equazioni 
differenziali  ». 

e  Per  ciò  che  si  è  detto,  integrare  n  equazioni  differen- 
ziali fra  n  +  i  variabili  significa  semplicemente  passare  da  un 
sistema  dato  di  valori  di  queste  variabili  ad  un  altro  sistema, 

prendendo  una   delle   variabili  per    indipendente.  Chiamando  , 

^me  dianzi , 

le  di?erse  variabili ,  e 

i  loro  valori  iniziali,  t  essendo  la  variabile    indipendente ,  le 
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dififerenze  x — I ,  y  —  vi ,«  — C, . . .  sono  veri  integrali  defmA 
presi  rispetto  a  ^  a  partire  dall'  origine  r ,  nei  quali  le  fon- 
zioni  sotto  il  segno  /  sono  funzioni  delle  diverse  variabili  ris- 
guardate,  come  funzioni  implicite  di  t.  Tali  differenze  saranno 
generalmente  della  natura  delle  trascendenti  che  ho  considerato 
nella  mia  Memoria  intorno  agli  integrali  definiti  presi  fra  limiti 
complessi,  poiché  si  possono  supporre  non  solo  complesse  le 
funzioni  sotto  il  segno  J,  ma  complessi  eziandio  i  valori  ini- 
ziale e  finale  della  t.  Questi  integrali  poi  potranno  >  in  tutti  i 
casi,  essere  determinati,  ed  anche  in  più  maniere,  con  esattezza 
grande  quanto  piacerà,  sia  mediante  sviluppi  in  serie ,  sia  col 
soccorso  del  metodo  di  integrazione  precedentemente  ricordato. 
Per  far  meglio  intendere  ciò  che  voglio  dire  a  questo  ri- 
guardo, e  dipingere  in  certo  qual  modo  agli  occhi  V  andamento 
del  calcolo,  ne  darò  una  interpretazione  geometrica  i. 

E  qui  Cauchy  espone  la  solita  rappresentazione  geometrica 
dei  valori  della  variabile  indipendente  t  mediante  i  punti  di  uà 
piano  orizzontale,  e  fa  notare:  che  il  valore  di  x—l  sarà  dat9 
da  un'  integrale  preso  lungo  un  cammino,  in  esso  piano,  avente 
principio  in  r  e  termine  in  i;  che  il  valore  di  questo  integralo^ 
per  lo  più  non  varierà  al  variare  del  cammino  di  integrazione; 
che  potrà  però  anche  variare,  e  che,  per  non  lasciar  nulla  dL 
arbitrario  nella  determinazione  degli  integrali  di  un  sistema  di 
equazioni  differenziali,  conviene  fissare  la  natura  del  cammino 
di  integrazione. 

Col  brano  riferito  dapprima  volemmo  far  comprendere 
come  Cauchy  mirasse  a  trasformare  in  una  teorica  veramente 
rigorosa  la  integrazione  per  serie  delle  equazioni  differenziali. 
Col  brano  invece  da  ultimo  riferito  ,  mettendo  in  tutta  luce 
come  abbia  egli  stesso  (ciò  che  d'  altronde  era  ben  naturale) 
introdotta  la  variabilità  complessa  anche  nello  studio  delle  equa- 
zioni differenziali ,  abbiamo  voluto  far  sì  che  possa  ora  parer 
giusto  il  collocare ,  che  noi  facciamo ,  nei  lavori  di  Cauchy  la 
origine  di  quel  metodo  di  investigare  gli  integrali  delle  equa- 
zioni differenziali  che^  differendo  affatto  dal  metodo  di  ridurre 


le  equazioni  alle  quadrature  ,  crediamo  di  poter  qualificare 
come  moderno.  Di  questo  metodo,  come  in  oggi  trovasi  svilup- 
pato vogliamo  dar  subito  una  succinta  idea  generale. 

La  variabilità  complessa  introdotta  nello  studio  delle  fun- 
zioni andò  a  poco  a  poco  insegnando  che»  in  generale,  le  fun- 
zioni (monogene)  riescono  determinate  quando  si  conosca  il 
loro  modo  di  comportarsi  intorno  ai  punti  singolari ,  cioè  in- 
torno a  quei  punti  del  piano  della  variabile  indipendente  dove 
manchino  per  esse  o  la  monodromia  o  la  continuità.  E  per- 
tanto, il  problema  di  integrare  una  data  equazione  differenziale 
tra  una  funzione  incognita  x  ed  una  variabile  indipendente  t, 
ossia  il  problema  di  determinare  la  funzione  incognita  x,  potè 
essere  ridotto  alla  ricerca,  mediante  la  equazione  differenziale, 
dei  punti  singolari  per  la  funzione  da  essa  definita  e  del  modo 
con  coi  intorno  ai  medesimi  la  funzione  si  comporti  (1).  Si- 
mile ricerca  non  provoca  tentativi  vaghi  che ,  non  riuscendo  , 
lascino  ancora  tutta  la  incertezza  di  prima ,  ma  provoca  T  ap- 
plicazione di  procedimenti  uniformi  e  ben  definiti,  che  condu- 
cono infallibilmente  a  qualche  conclusione. 

I  lavori  di  Cauchy  dove  questo  metodo  comincia  chiara- 
mente a  manifestarsi  nella  propria  applicazione  appartengono 
air  anno  i855  (2).  Ma  non  entreremo  in  particolari  circa  i 
medesimi ,  reputando  di  aver  detto  abbastanza  a  riguardo  di 
Cauchy  su  questo  punto  coir  avere  rappresentato  il  nuovo 
metodo  come  traente  origine  dai  lavori  di  lui. 

Gli  analisti,  dai  quali  dopo  Cauchy  devesi  riconoscere  il 
maggiore  progresso  nello  studio,  inteso  nel  detto  senso,  delle 
equazioni  differenziali,  sono  i  sigg.  Briot  e  Bouquet,  Weierstrass, 
Riemann. 

(I)  Di  Ule  Qiaoiera  sparisce  ogni  csseniiiile  diversità  fra  lo  studio  di  funiiooi  deOnite 
^  eqiuioQi  differenziali  e  lo  studio  di  Tunsioni  che  Irovinsi  rappresentate  da  quadrature. 
I*  qieilo  senso  le  B^therchei,  per  esempio,  gur  Ut  fonetions  aigéhriques  del  sig.  Puiseux 
P*Meao  considerarsi  come  un  primo  capitolo  dello  studio  delle  funzioni  definite  da  equazioni 
^^ftreaiiall.  E  noi  cogliamo  volonticri  anche  questa  occasione  per  far  riflettere  sempre  me- 
f^  come  un  lavoro  possa  giudicarsi  adatto  a  vari  luoghi ,  e  per  disporre  quindi  sempre 
pi*  iir  indulgenza  per  tutta  ,  in  genere  ,  la  distribuzione  delle  nostre  Notizie. 

{i)  Vedi  il  tomo  iO  dei  CompUt  B, 
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I  sigg.  Brìot  e  Bouquet  vanno  considerati ,  insieme  col 
sig.  Puiseux ,  siccome  que'  matematici  i  quali  maggiormente 
contribuirono  a  diffondere  i  principi  ed  i  metodi  ed  a  crescere 
i  risultali  delle  dottrine  di  Cauchy  riferentesi  al  campo  scien- 
tìGco  al  quale  il  nostro  corso  s' indirizza.  I  sigg.  Brìot  e  Bou- 
quet presentarono  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  la 
Memoria  Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par 
des  équcuions  différentielles  neir  Agosto  1854  e  la  Memoria  Sur 
V  integration  des  équations  différentielles  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques  nel  Dicembre  1855  ;  le  quali  vennero  poi  stampate 
nel  36  Cahier  del  giorn.  della  scuola  politecnica ,  ed  in  gran 
parte  anche  neir  opera  Théorie  des  fonctions  doublemetU  périoà- 
qaes ,  che  gli  slessi  diedero  alla  luce  nel  1859,  e  di  cui  rife- 
riremo più  specialmente  in  seguito  (1).  Qui  daremo  un'  idea 
di  ciò  che  somministrarono  nelle  dette  due  Memorie,  rìportanda 
i  sunti  che  essi  medesimi  ne  hanno  fatto  e  che  veggonsi  pra--- 
messi  alle  Memorie  stesse. 

Ecco  il  sunto  della  prima,  f  I  casi  in  cui  si  può  integrare 
un'  equazione  differenziale  sono  estremamente  rari  e  vanne::!: 
riguardati  come  eccezioni.  Ma  si  può  considerare  un'  equazione 
differenziale  come  deGnizione  di  una  funzione,  e  proporsi  dS- 
studiare  le  proprietà  di  questa  funzione  suir  equazione  diflfe — ' 
renzìale  medesima  >. 


(1)  Questi  dislinti  mnlemulici  rnddero  in    errori  che  nei    luoghi  opporlani   delle 
lezioni  riconosceremo  con  lulta  facilità  e  chiarezza  :  ma  non  crediamo  conveniente  dì  fai 
oggetto  di  considerazione  in  queste  brevi  Notizie,  Del  resto  vogliamo  sin  d*  ora  dichiarare 
più  the  d*  accordo  col  sig.  Bertrand ,  il  quale ,  presentando  all'  Accademia  una  pia  reccaC^ 
opera  del  sig.  Briol  {Ettais  tur  la  Théorie  malhèmatique  de  la  Lumière),    ebbe   a  dire  d^ 
quella  del  1859  che  divenuta  classica  nelle  alte  regioni  della  scienza  ha   reso  $9r9Ìgi  ofKT^ 
giorno  più  apprezzati. 

Gli  slessi  autori  presentarono  air  Accademia  una  Memoria  anche  nella  aedata  del.  13 
Fehbrujo  1 855 ,  dandone  un*  estratto  nel  relativo  Compte  A.  ;  ma  i  risaltati  otlenati  nella 
medesima  si  deducono  immediatamente  dai  priiit  Ipi  stabiliti  in  quella  del  successivo  Dicembre. 

Nei  Comptes  R.  del  I  Sem.  1855  (pag.  557)  e  del  2  Sem.  1856  (pag.  S6)  possono  leg- 
gersi i  rapporti  che  le  Commissioni,  delle  quali  Cauchy  era  relatore  ,  presenUTaoo  ali*  Ae- 
cadcmia  intorno  alle  due  Memorie  dei  sigg.  Briot  e  Bouquet.  Ci  piace  citare  le  legnanti 
parole  conclusive  del  secondo  rapporto:  n  i  Commissari  pensano  che  i  risuifaii  oilenuH  dai 
sigg,  Briot  e  Bouquet  costituiscono  un  vero  progresso  nelP  alta  analisi  n. 
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Sia 

Tz  =  f^""'  '^ 

Dna  equazione  differenziale  del  prim'  ordine  ;  w  sarà  una  fun- 
zione di  2,  defluita  dalia  condizione  di  soddisfare  T  equazione 
differenziale  e  di  ammettere  un  valor  iniziale  Wo  per  z^^Zo .  Il 
sig.  Cauchy  ha  dimostrato  che,  se  il  coefficiente  differenziale 
f{u)^z)  ò  funzione  finita  continua  monodroma  e  monogena  per 
\  valori  dì  w  e  z  prossimi  sl  Wo  e  Zo ,  la  funzione  integrale 
w  è  del  pari  finita  continua  monodroma  e  monogena  per  i 
Talorì  di  z  prossimi  a  Zo .  Noi  diamo  una  dimostrazione  più 
semplice  di  questo  teorema  dell'  illustre  matematico ,  che  è  il 
nostro  punto  di  partenza  >. 

e  Pertanto,  allontanandosi  z  dal  punto  iniziatelo  secondo 
on  cammino  qualunque,  la  funzione  integrale  w ,  sino  a  quando 
il  coefficiente  differenziale  possiede  le  proprietà  su  indicate  , 
si  conserva  finita  continua  e  monodroma;  ma,  se  si  giunge 
ad  un  punto  Zj^  dove  il  coefficiente  differenziale  diventi  infinito 
ovvero  prenda  la  forma  g ,  ovvero  cessi  di  essere  monodromo, 
ia  funzione  integrale  subisce  intorno  a  questo  punto  modifica- 
zioni ed  acquista  proprietà  speciali  che  trasmettonsi  di  poi  per 
tutta  V  estensione  del  piano.  Ci  siamo  proposto  di  studiare 
siffatte  circostanze ,  che  caratterizzano  le  diverse  funzioni  e  le 
classificano  in  categorie  >. 

«  Supponiamo  che  per  2=2|  e  w=w^  (toi  essendo  il  va- 
lore di  w  corrispondente  al  valor  2|  di  z)  il  coefficiente  dif- 
ferenziale diventi  infinito  ,  in   guisa  però    che  il   suo    inverso 

77 — r  rimanga  finito  e  continuo.  Designando  con  m  V  ordine 
f[w,z) 

della  prima  derivata  parziale   di  —  rispetto   a  w  che  non   si 

annulla,  noi  dimostriamo  che,  girando  z  intorno  a  2| ,  la  fun- 
zione integrale  w  cessa  d'essere  monodroma  e  prende  m-|-l 
valori  differenti  che  si  permutano  gli  uni  negli  altri  in  serie 
circolare  >. 


e  Supponiamo  ora  che  il  coefficiente  dififerenziale  si  pre- 
senti sotto  la  forma  9  Ciò  ha  luogo  quando  il  medesimo  sia 
il  quoziente  di  due  funzioni  9  e  <//  che  si  annullino  simulta- 
neamente per  ^=2|  e  w=nvj^ .  Ponendo 

r  equazione  dififerenziale  diviene 

Dopo  aver  spiegato  i  diversi   modi  di   formare  il    gruppo  dei 
termini  di  grado  più  basso  neir  equazione,  noi  poniamo 

(essendo  p  e  q  due  numeri  interi  corrispondenti  al  gruppo  cb^ 
s' intende  considerare  ,  e  Wo  radice  d'  una  equazione  alg^" 
brica)  e  riduciamo  V  equazione  dififerenziale  alla  forma  semplice 

^^^         ir- i •• 

e  Le  proprietà  della  equazione   (/3)  dipendono    principal-^ 
mente  dal  coefficiente  a  della  prima  potenza   di  w  nello   svi*^ 
luppo  del  numeratore.  Noi  dimostriamo  da  prima  che,  quando^ 
a  non  sia  intero  positivo  >  V  equazione  (i3)  ammette   un'  inte- 
grale monodromo  che  si  annulla  con  t  >. 

e  Se  la  parte  reale  di  a  è  positiva,  T  equazione  dififeren- 
ziale ammette  inoltre  una  infinità  di  altri  integrali  non  mono- 
dromi ,  e  tali,  che  ciascun  d' essi  prende  una  infinità  di  valori 
differenti  quando  t  gira  intorno  al  punto  t=0  ». 

f  Quando  a  sia  intero  positivo ,  si  può ,  con  opportuna 
trasformazione  ,  ridurre  V  equazione  al  caso  in  cui  a  eguagli 
r  unità.  Nel  caso  di  a=ì ,  se  6  è  diverso  da  zero,  T  equazione 
non  ammette  alcun  integrale  mouodromo  ,  ma  una  infinità  di 
altri  non  monodromì,  ciascuno  dei  quali  prende  una  infinità  di 
valori  dififerenti  quando  t  gira  intorno  a  1=0.  Se  6=0, 
mentre  a=l  ,  T  equazione  ammette  una  infinità  di  integrali 
monodromi  ». 
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e  Dopo  aver  studiato  di  tal  guisa  ognuna  delle  equazioni 
differenziali  della  forma  (jS)  date  dai  diversi  modi  di  aggruppa- 
mento e  dalle  radici  dell'  equazione  algebrica  che  a  ciascuna 
di  essi  corrisponde,  è  facile  ritornare  alla  funzione  w.  Una 
Toozione  monodroma  w  di  /  dà  una  funzione  w  à\  t  avente  q 
ralori  in  ogni  punto  (nel  caso  di  q=^i,  w  è  quindi  pure  mo- 
Qodroma).  Cosi  si  ottengono  tutte  le  funzioni  che  soddisfanno 
r  equazione  differenziale  proposta  e  riduconsi  a  K^^per  Zi^^j^^. 

e  Da  ciò  che  precede  risulta  una  conseguenza  assai  note- 
vole ,  vale  a  dire  che  una  funzione  potrebbe  non  essere  com- 
pletamente definita  assoggettandola  a  soddisfare  una  equazione 
differenziale  del  primo  ordine  ed  a  prendere  un  dato  valore 
iniziale  w^  per  2/^=2^.  Ciò  accade,  in  generale,  quando  il  coef- 
ficiente differenziale  si  presenti  sotto  la  forma  |  per  z=^z^ 
e  w=»Wjì  ;  imperocché  abbiamo  visto  che ,  in  tal  caso,  V  equa- 
zione differenziale  ammette ,  generalmente  ,  parecchi  integrali 
riducentisi  a  w^  per  2^=Zj^^ .  Sovente  essa  ne  ammette  anche 
una  infinità ,  ed  allora  s' introduce  nella  integrazione  una  co- 
stante arbitraria,  sebbene  venga  dato  il  valor  iniziale  >. 

<  In  seguito  esaminiamo  il  caso  in  cui  il  coefficiente  dif- 
ferenziale, che  indichiamo  con  W,  sia  funzione  implicita  definita 
da  un'  equazione  algebrica 

F{2,w,W)—o    ». 

<  Finché  W  rimane  radice  semplice  di  quest'  equazione  , 
^a  è  funzione  monodroma  di  2  e  di  te;  ;  si  rientra  nel  caso 
generale  e  la  funzione  integrale  w  é  monodroma  >. 

e  Se  W  diviene  radice  multipla  d' ordine  n ,  la  funzione 
^  cessa ,  in  generale  ,  d'  essere  monodroma ,  ed  ammette  n 
^3lorì  distinti  che  si  permutano  in  serie  circolare.  Ma  qualche 
^olla  la  questione  é  molto  più  complicata,  ed  é  necessario  di 
Hcorrere  a  trasformazioni  che  riconducano  V  equazione  diffe- 
renziale alla  forma  (jS)  precedentemente  studiata  >• 

<  Abbiamo  applicato  a  numerosi  esempi  la  teorica  di  cui 
qoi  indicammo  i  tratti  principali ,  onde  mettere  in  evidenza  le 
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proprietà  tanto  svariate  delle  funzioni  definite  dalle  equazioni 
differenziali.  Citeremo  specialmente  equazioni  differenziali  che 
definiscano  funzioni  doppiamente  periodiche  di  più  sorta ,  le 
une  monodrome  in  tutta  V  estensione  del  piano  »  le  altre  che 
mutino  valore  quando  si  giri  intorno  a  certi  punti  i. 

Ecco  ora  il  sunto  della  seconda  Memoria,  e  Nella  Memoria 
precedente  abbiamo  svolto  un  metodo  generale  per  studiare  le 
proprietà  delle  funzioni  definite  dalle  equazioni  differenziali 
Adesso  ci  proponiamo  di  applicare  siffatto  metodo  alle  equazioo. 
differenziali  della  forma 

in  cui  F  significa  un  polinomio  intero  tra  la   funzione  w  e 

sua    derivala  3— ,  del  grado  m  rispetto  a  quest'  ultima,  e  i^ 

dz 

conlenente  la  variabile  z  >. 

e  Dapprima  dimostriamo  che  ad  ogni  valor  di  tu  corrisi^  m. 
dono  m  valori  di  z,  cresciuti  0  diminuiti  di  multipli  qualancji 
di  certi  periodi  w,  w',  .  .  .  .  •. 

<  Poscia  dimostriamo  cbe>  se  ad  ogni  valor  della  varìa.li/A 
corrisponde  un  numero  limitato  di  valori  della  funzione  ip, 
V  integrale  è  radice  di  un'  equazione  algebrica  intera  fra  w  ed 
una  quantità  che  è,  0  la  stessa  variabile  indipendente  z,  0  k 

1TZ 

funzione  circolare  tang  —,  0  la  funzione  ellittica  sn(gz)  >. 

0) 

«  Da  ciò  concludiamo  che  ,  se  T  integrale  è  monodromo, 
esso  è,  0  una  frazione  razionale,  0  una  funzione  monodroma 
semplicemente  periodica,  0  una  funzione  monodroma  doppia- 
mente periodica.  Nel  primo  caso,  V  integrale  è  il  quoziente  di 
due  polinomi  interi  in  z ,  V  uno  del  grado  m ,  T  altro  al  pii 
del  grado  tu.  Nei  secondo  caso ,   ¥  integrale  vien  espresso  da 

una  frazione  razionale  in  tang—  ;  nel  terzo  caso,  da  una  fra- 

0) 

zionc  razionale  ,  tra  la  funzione  ellittica  sn  {gz)  e  la  sua  deri- 
vata, come  risulta  da  un  notabile  teorema  del   sig.  Liouville»* 
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e  Ci  occupiamo  specialmente  delle  equazioni  differenziali 
he  ammettono,  integrali  monodromi.  In  prima  diamo  i  caratteri 
emplicissimi  coi  quali  si  riconosce ,  all'  inspezione  dell'  equa- 
ioDe  differenziale ,  se  Y  integrale  sia  monodromo  ,  e  poi  di- 
namo come  sì  distingua  a  qual  categoria  appartenga  ». 

e  Questo  studio  diretto  dell'  equazione  differenziale  ha 
;rande  importanza,  da  prima  ci  fornisce  le  proprietà  fondamen- 
ali  della  funzione  integrale,  e  ne  caratterizza  la  natura.  In  oltre, 
lì  permette  di  effettuare  la  integrazione  come  la  si  intende  di 
3rdinario ,  di  esprimere  cioè  la  funzione  integrale  mediante 
segni  convenuti ,  ove  sia  possibile.  Noi  troviamo  la  forma  del- 
l' espressione  e  poi  ne  calcoliamo  i  coefficienti  (1).  Questi 
coefficienti  sono  di  due  sorta ,  quelli  che  entrano  nella  com- 
posizione dell'  espressione    e  quelli  che   servono  a    definire  la 

funzione   circolare  tang -^  ,   o  la    funzione    ellittica   sn{gz).  I 

primi  li  otteniamo  mediante  equazioni  di  primo  grado.  Quando 
I'  integrale  è  semplicemente  periodico,  la  costante  u,  che  entra 
nella  funzione  circolare,  è  data  immediatamente  dall'  equazione 
differenziale.  Quando  l' integrale  è  doppiamente  periodico  ,  le 
due  costanti  g  ek  (modulo),  che  definiscono  la  funzione  ellittica, 
sono  date  da  equazioni  algebriche  di  grado  più o meno  elevato». 

(I)  Pensiamo  ehe  i  giovani ,  ai  qaali  le  nostre  Notizie  sono  desUnate>  leggeranno  con 
^Ucaxione  questi  sunti  dei  sigg.  Briot    e  Bouquet  ,  e  vorranno   interpretarli  come    un'  am- 
^Mstramento  di  carattere  affatto  gencralci  ossia  vorranno  riconoscerli  come  ana  tratteggia- 
la no  po'  più  circostanziata  di  quella  che  noi  slimammo  di  premettere  per  far  compren- 
^re  sin  da  prima  1*  indole  del  metodo  di  studiare  le  equazioni  differenziali  che  dissimo  mo- 
^^*n)o.  Crediamo  utile  riaffermare  questi  punti  :  che  cioè  la  deduzione  delle  proprietà  ha  da 
ptttctlere  la  ricerca  delle  espressioni  analitiche  della  funzione  integrale  ;  che  anzi  hanno  da 
^%re  precisamente  le  proprietà  quelle  che ,  col  progresso  della  teorica  generale  delle  fun- 
''OSI,  indichino  le  varie  forme  analitiche  colle  quali  la  funzione  potrà  rappresentarsi;  e  che, 
^oieiHioii  effettivamente  una  qualche   espressione  analitica  della  funzione ,   non  ha  da  rima- 
Btfe  poi   altre  da  fare  che   calcolazioni  ,  per   cosi  dire,  di  secondaria  importanza ,  cioè  le 
^Icoltxioni  del  coelBcienti  contenuti  in  quella   forma  di  espressione  che  si  vorrà  preferire. 
^Rìoageremo  infine ,  che  in  gran  numero    di  casi  sono  anche  veramente  le  sole  proprietà 
Mie  lanziooi ,  e  niente  affatto  qualche  loro  espressione  analitica,  che  fa  d*  uopo  conoscere. 
^*sli  riflettere ,  per  esempio  ,   alle  funzioni  circolari  :  le  proprietà  di  queste  funzioni  sono 
iivocite  neir  analisi  spessissimo    indipendentemente   da  ogni  loro  espressione  analitica. 

7 
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e  Abbiamo  applicato  il  nostro  metodo  d' integrazione  alle 
equazioni  differenziali  binomie  della  forma 

tJ  -""">  ■ 

in  cui  f{w)  esprime  un  polinomio  intero  in  w  al  più  del  grado 
2m,  ed  abbiamo  dimostrato  che  ,  oltre  i  casi  nei  quali  V  inte- 
grale è  razionale  o  semplicemente  periodico ,  esistono  undici 
equazioni  differenziali  di  questa  forma  che  danno  orìgine  a 
funzioni  monodrome  doppiamente  periodiche  ». 

f  Abbiamo  applicato  lo  stesso  metodo  ad  altri  esempi  piii 
complicati  ». 

Passiamo  al  sig.  Weierstrass.  Nel  §.  3  del  citato  compendio 
Zur  Theorie  der  AbeVschen   Functionen    si   trova    accennato ,  e 
nel  |.  7  della  posteriore  Memoria  Theorie  der  AbeVschen  Fuf^ 
ctionen  si  trova  svolto  un    metodo    per  decidere   se  una  fan- 
zione  w ,  di  una  variabile  z  ,  definita  da  una  equazione   alg^* 
gebrico-differenziale  abbia   il    carattere   deUe   funzioni   razionai^ 
intere  o  fratte  (1) ,  e  per  ottenere,   verificandosi    il    seconda 
caso,  due  equazioni  differenziali  che  servano  alla  determinazione 
del  numeratore  e  del    denominatore  di  w-   A  fondamento    d^' 
metodo  è  posto  il  seguente  teorema. 

Se  una  funzione  monodroma  F(z)  possiede  la  proprietà  che  » 
ogni  qualvolta  si  ponga  2=a+e>  essendo  a  qualsiasi  numero  poT^ 
ticolare,  si  possa  svolgere  in  serie  convergente  almeno  per  valori  h(^^ 
stantemente  piccoli  della  variabile  e  e  della  forma 

d^  le 


m, 


de^ 


■+  ^ar^'       ,        (r=0, 1,  2, .  . ,  OC 


(I)  Cioè  86  sia  esprimibile  per  una  serie  o  per  un  quoziente  di  Mrie  ordinate  seconde^ 
le  poterne  intere  positive  della  variabile  e  convergenti  per  qualunque  valor  finito  della  me^ 
desima.  Caachy  direbbe  funzione  tinettiea  (pag.  72  e  83)  ciò  che  il  sig.  Weierstrass  ftmzitmr 
avente  il  earaUere  delle  razionali  intere.  Senza  niente  affatto  pretendere  di  qualificare  eoMC 
non  abbastanza  opportuna  quesl'  ultima  maniera  di  dire  che  vedemmo  a  un  dipresso  anche 
usata  da  Jacobi  (pag.  li),  crediamo  utile  di  ben  segnilare  il  seguente  divario  tra  una  ftan- 
sione  razionale  intera  ed  una  non  razionale  ma  che  direbbesi  averne  il  carattere:  che«  di* 
venendo  infinita  la  variabile  ,  la  prima  diventa  pure  inevitabilmente  infinita ,  mentre  la 
seconda  tende  ad  uno  o  ad  Hitro  valore  secondo  il  modo  con  cui  la  variabile  va  alP  infinito. 
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^e  X  eà  ma  designino  numeri  interi  positivi,  invariabile  il  primo , 
itabile  con  a  il  secondo  e  però  nuUo  ogniqualvolta  F{a)  resti 
iia:  si  potrà  determinare  una  funzione  f{z)  avente  il  carcU- 
e  ddie  razionati  intere  che  soddisfi  la 

l  anzi  y  supposto  che  per  valori  bastantemente  piccoti  di  z  siasi 
wato 

F=-fno^  + 'S.Or  z'   , 
dz^        ^ 

otterrà  la  espressione  la  più  generale   di  f{z)  sviluppando   in 
me  secondo  potenze  di  z  la  formola 

»  cw  Co .  C4 , . .  . ,  Cx— I  significhino  costanti  arbitrarie  ;  e  ciò 
(fuind*  anche  la  serie 

y  Or  Z^+r 

^(»^  cmverga  per  tutti  i  valori  finiti  di  z. 

Ciò  premesso,  il  metodo  prescrìve  di  ridurre  (1),  se  possi- 
I  la  equazione  differenziale  proposta  alla  forma 


(I)  Dalla  eqoazìoDe  proposta  si  potrà  sempre  ottenere  per  la  derivata  di  iw  d*  an'  or- 
^  ^  opportonamente  alto  una  espressione  della  forma 


2%  e 


Iw       ^  /  dw  d^— *«;\ 


^ve  V  sia  funiione  razionale    di  u> ,  t~  >  ^cc.  ,  i  cui   coefficienti    sieno  costanti  o  fon- 

dz 

"*>>  aaalitiche  monodrome  di  s. 

AUorcbè  uj  abbia  il  carattere  delle  funzioni  razionali  fratte,  indicandone  con   f^(x)  ed 

6(')  il  nuneratore  ed    il  denominatore,  il  primo  membro  della  precedente    equazione  può 

"(averli  come  differenza 

'  ^  tannini  della  quale  possaggono  la  proprietà  che  viene  quindi  richiesta  nelle  F| ,  F| . 


iOO 

f . 

tP-ìw 


=  Fi-F^'' 


in  cui  F|  ed  F,  abbiano  la  proprietà  ammessa  per  F  nel  tee 
rema  precedente.  Quando  si  riesca  ad  ottenere  un'  eqaazioo' 
di  questa  forma  ,  allora ,  ponendo 

là  equazione  stessa  può  decomporsi  nelle  due 

le  quali  anfinfiettono  per  f^  ed  f^  espressioni  della  natura  dìa.n 
asserita  per  f. 

Quando  poi  si  possa  anticipatamente  sapere  (e  questo  stp 
punto  av\iene  per  le  funzioni  considerate  nella  Memoria)  cbe 
w  sia  funzione  monodroma  di  z  la  quale ,  scegliendo  un  qua- 
lunque numero  particolare  a,  si  possa  sempre  sviluppare  ìd 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  z—a  intere  crescenti  (le 
prime  delle  quali  positive  o  negative)  e  convergente  per  tolti 
i  valori  di  z  prossimi  ad  a:  allora  basta  saper  mettere  la  espres- 
sione *  sotto  forma  di  differenza  Fj^  —  Fj  di  due  altre  espres- 
sioni della  stessa  natura,  delle  quali  la  prima  diventi  infinita 
solo  quando  w  diventi  nulla  e  la  seconda  solo  quando  t£?  diventi 
pure  influita;  che,  ciò  fatto,  si  avrà  certezza  cbe  le  funzioni 
F| ,  Fj  avranno  la  proprietà  ammessa  per  F ,  e  che  quindi  le 
serie  ricavabili  per  f^  ed  f^  nel  modo  sopra  dichiarato  dalle 
equazioni 

dz^      ~    '  '  dz^       ~^ 

riusciranno  convergenti  per  qualunque  valor  finito  di  z  (!)• 


(I)  Abbiamo  già  allrove  avvertilo  che  nella  Memoria  del  sig.  Weierstrass  I' eilèttinip* 
pliculone  di  questo  metodo  trovasi  svolta  per  disteso  soltanto  pel  caso  delle  funiioni  ^ 
ticbe.  Qui  però  non  ommettereroo  di  raccomandare  V  attenzione  per  qaesU  semplice  e  ^ 
retta  determinaxione  di  espressioni  notabilissime  delle  funsioni  ellittiche  e  per  la  ^"^ 
trattazìooe,  che  ne  eonsegue,  della  intiera  teorica   delle   medesime.   In    coleste  esprcii*^ 
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Veniamo  per  ultimo  al  sig.  Riemann.  Citandolo  tra  quelli 
che  hanno  promosso  la  nuova  maniera  di  studiare  le  equa- 
iìodì  differenziali  non  vogliamo  dire  cb'  egli  abbia  espressamente 
dedicati  degli  scritti  a  questo  argomento  ;  ma  cbe  nel  complesso 
della  sua  dottrina  non  si  può  a  meno  di  riconoscere  i  modi 
forse  ì  più  efficaci  per  progredire  in  tale  studio  precisamente 
secondo  la  maniera  anzidetta.  Del  resto  vi  ha  una  Memoria  cbe 
poò  anche  benìssimo  considerarsi  come  veramente  dedicata  a  ciò 
ed  è  quella  intitolata  Beitràge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss' 
Jffc  Reihe  F(a,  jS,  y,  a?)  darstellbaren  Functionen  (1).  L'autore 
dice  nella  introduzione  alla  medesima  <  Nella  presente  Memoria 
ho  trattato  questa  trascendente  (cioè  la  funzione  di  x  rappre- 
sentabile ,  finché  il  modulo  di  x  non  superi  V  unità ,  con 
'('i  ^i  7»  x)  )  con  un  metodo  nuovo  cbe  in  sostanza  si  può 
applicare  ad  ogni  funzione  che  soddisfi  ad  una  equazione  diffe- 
renziale lineare  con  coefficienti  algebrici  >.  Tuttavia  dobbiamo 
imtiire  cbe  ,  neìV  ordinamento  sintetico  piaciuto  al  sig.  Rie- 
naon,  la  equazione  differenziale,  di  cui  il  suo  lavoro  può  dirsi 
80iDmiDislrare  la  integrazione,  non  forma  il  punto  di  partenza  » 
ed  anzi  non  compare  se  non  nel  settimo  degli  otto  artìcoli 
che  lo  compongono.  Per  dare  però  a  siffatto  lavoro  interamente 
l'aspetto  di  uno  studio  d' integrazione  della  suddetta  equazione 
differenziale  ,  basta  in  prima  cavare  da  questa  (il  cbe  agevol- 
mente poò  farsi)  le  proprietà  messe  nelPart  1  a  fondamento 
di  tutta  ia  investigazione.  Nella  quale  pertanto  chiunque  potrà 
chiaramente  ravvisare  un  prezioso  modello  del  metodo  in  discorso. 
Ha  contentiamoci  delle  brevi  riflessioni  qui  fatte;  che  non  sarebbe 


^v  gii  arceoDale  da  Abul  senza  perù  iiidicazionc  alcuua  del  modo  di  ottenerle,  le 
*^  rbe  ne  roslitaUcoiio  i  namerulori  ed  il  deiioniinulore  convergono  per  qualunque  valor 
'*'b>  del  modulo  come  della  variabile  ,  ed  hanno  per  coeflicienti  funzioni  riizionali  intere 
^  quadralo  del  modulo  con  «oenicienti  numerici  razionidì. 

Addilercmo  io  riguardo  del  sig.  Weicrslrass  anche  le  allusioni  che  faceva  nella  Memoria 
Pf^tfie  Theorie  der  anaiytitchen  Facullàten  (Ciiorn.  di  Crelic,  tomo  liì,  pag.  43  e  44)  ai 
V'ifn  »Uidi  di  rigorosa  integrazione  per  serie  delle  equazioni  dilTcrenziali. 

(I)  Tubo  7  delle  Memorie  della  R.  SociclJi  delle  Scienze  di  GOttingen.  1857. 


opportuno  entrare  in  particolari  su  questa  Memoria  senza  per 
anche  aver  data  un'  idea  in  genere  dei  fondamenti  della  intera 
dottrina  riemanniana.  E  soltanto  faremo  ancora  notare  come 
nella  famosa  Memoria  Theorie  der  AbeVschen  Functionen  (pag.  151 
del  tomo  54  del  giorn.  di  Grelle-Borchardt)  il  sig.  RiemaDO 
prometta  una  distesa  teorica  delle  funzioni  soddisfacenti  ad 
una  equazione  differenziale  lineare  con  coefficienti  algebrici. 

Terminando  di  occuparci  in  particolar  modo  delle  equa- 
zioni differenziali,  facciamo  ancora  ritorno  a  Caucby  per  tocca- 
re di  altre  sue  produzioni  che  pure  somministrarono  abbondanti 
e  preziosi  materiali  pel  corpo  di  dottrina  a  cui  è  volto  que- 
sto corso. 

Intendiamo  specialmente  denotare  il  calcolo  dei  restii  che  pre- 
cedette ed  il  calcolo  degli  indici  delle  funzioni  che  comparve  presr 
socbè  nello  stesso  tempo  del  calcolo  dei  limiti.  Anche  di  queste 
due  creazioni  di  Gauchy  avremmo  dunque  dovuto  tenere  più  pr^' 
sto  parola  se  non  avessimo  voluto  far  osservare  da  prima  0^^ 
modo  il  più  diretto  la  dipendenza  della  nuova  maniera  di  st^* 
diare  le  equazioni  differenziali  dal  concetto  svolto  nella  Memor^^ 
deir  Agosto  1825.  Non  tutti  i  materiali  ammassati  in  queste  t^^ 
teorie  0  calcoli  furono ,  a  nostro  avviso,  abbastanza  generalmenC^  * 
riconosciuti  ed  utilizzati  per  la  moderna  teorica  delle  funzioni  ({  ^ 

Diciamo  in  primo  luogo  qualche  parola  del  calcolo  d^ 
residui.  Di  esso  più  particolarmente  si  può  asserire ,  defioec^ 
dono  come  integrale  curvilìneo  V  elemento  su  di  cui  ò  costruite:^ 
che  contiene  i  principi  i  più  generali  finora  impiegali  per  L 
investigazione  delle  proprietà  delle  funzioni  di  variabili  affatto 
libere ,  cioè  complesse. 

Gauchy  aveva  osservato  che  in  un  gran  numero  dì  cas!^ 
dove  figurino  funzioni  0,  per  farci  meglio  intendere,  dove  figari 
una  funzione  di  una  variabile  2  la  quale   passi  per   V  infinite::: 


(!)  Le  proposizioni  che  citammo  dal  2  semestre  Ì8i6  dei   CompteM  B,  possono   riseo»^ 
trarsi  sotto  forma  più  o  meno  variata  negli  scritti  di  molto  anteriori  relativi  ai  ealcoli 
sidetti. 


(concepiscasi  per  on  valore  e  della  z),  ciò  che  essenzialmente 
importa  di  considerare,  perchè  bene  spesso  bastante  da  solo  a 

determinare  il  risultato,  è  il  coefficiente  di  nello  sviluppo 

2 — C 

della  funzione  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  z — e. 
E  pertanto  risolvette  di  stabilire  espressamente  per  siffatto 
coefficiente  la  denominazione  di  residuo  ed  una  particolare  no- 
tazione (che  qui  non  fa  d'  uopo  presentare)  e  di  costruire  una 
teoria  dei  reMfd ,  che  faceva  poi  conoscere  per  la  prima  volta 
Del  {826  con  una  Memoria  intitolata  Sur  un  nouveau  genre  de 
cahd  analogue  au  calcul  infinitésimal  (1). 

Per   dare  una  idea  della  moltiplice  utilità  che  anche  sino 
d'  allora  Cauchy  riconosceva  in  questa    teoria  riporteremo    da 
quella  Memoria  il  seguente  brano,  e  Siffatti  residui  si  presen- 
tano naturalmente  in  vari  rami    dell'  anatisi  algebrica    e  della 
infinitesimale;  la  loro  considerazione  fornisce  metodi   semplici 
e  di  facile  impiego^  che  s'applicano  a  gran  numero  di  questioni 
diverse ,  e  formole  nuove  che  sembrano  meritare  1'  attenzione 
dei  geometri.  Cosi,  per  esempio,  si   deduce   immediatamente 
dal  calcolo  dei  residui  la  formula  d' interpolazione  di  Lagrange, 
1^1  decomposizione  delle  frazioni  razionali  nel  caso  di  radici  si 
eguali  che  differenti,  formole  generali  acconcie  per  determinare 
i    valori  degli  integrali  definiti,   la  somma   di  una   moltitudine 
di  serie  e  particolarmente  dì  serie  periodiche  ,  V  integrazione 
delle  equazioni  lineari  alle  differenze  finite    o  infinitesime  e  a 
Coefficienti  costanti ,  con  o  senza  ultimo  termine  variabile ,  la 
^erie  di  Lagrange  ed  altre  serie  dello  stesso  genere,  la  risolu- 
KioDe  delle  equazioni  algebriche  o  trascendenti,  ecc.  ». 

Ma  non  entreremo  in    indicazioni  più  particolari  ;  poiché, 

■^oo  essendovene  bisogno    indeclinabile   per  la   concatenazione 

delle  nostre  Notizie,  non  ci  pare  abbastanza  utile  il  presentare 

^ui  (dove  sarebbero    da  riprodurre  i    modi  stessi  da   Cauchy 

allora  adottati)  sotto  aspetto  meno   semplice  ed  in  certo    qual 

(i)  Tomo  I  flegli  Sxercieet  de  Mathétnatiquet. 


modo  eterogeneo  non  piccol  numero  di  formole  e  teoremi  che 
debbono  essere  esposti  in  luoghi  e  sotto  forme  più  opportune 
nel  corso  delle  lezioni.  E  però  ci  limiteremo  a  presentare 
qualche  riflessione  in  riguardo  appunto  alle  mutazioni  e  sem- 
plificazioni che  questa  teorica  andò  ottenendo  ed  ancora  po- 
trebbe ottenere. 

Il  concetto  di  residuo   si  può   ridurre   al  concetto   di  no 
integrale  curvilineo  molto    semplice  ,    e    con   simile  riduzioDe 
il  calcolo  dei  residui  si  semplifica  e  diviene  d'  assai  più  facile 
intendimento  ,  in  quanto  che  le  sue  proposizioni  fondamentali 
rientrano  ossia  altro  non  sono  che  proposizioni  elementari  del 
calcolo  integrale ,  quale  devesi   concepire   al   giorno   d'  oggi , 
che  cioè  abbracci  debitamente  la  variabilità  complessa.  Ma  anche 
le  più  ovvie  proprietà  e  semplificazioni  consentite   della  varia- 
bilità complessa  erano    nel  1826    e  dovevano   per  non   pocb^ 
anni  ancora  essere  cosi  stentatamente  riconosciuti,  che  si  vedl<^ 
l'autore  stesso  àeWAnalyse  algébrique  e  del  Mémoiresur  les  integrata 
définies  prises  entre  des  limites  imaginaires  non  dar  segno  di  riconc^  ' 
scere  molto  presto  l'anzidetta  naturale  riduzione,  e  non  indura 
a  proporla  se  non  nel  1857.  Ed  anche  proponendola,  egli  no^ 
trae  ancora   dalla  medesima    tutto  il  vantaggio  che  ,  a   nostra 
giudizio  ,  è   pur  naturale  di  trarre.  Ed  invero  pongasi    ment^ 
nei  brani  che  passiamo  a  riferire  non  soltanto   alle  nuove  de-^ 
finizioni ,  ma  anche  all'  intento  che   Gauchy  dichiara  di  averci 
nel  proparle  (1).   e  ...  la   definizione   che    da  prima  avevor 
dato  di  residuo  parziale  ed  integrale  (2)  di  una  funzione  lasciava^ 
qualche  cosa  a  desiderare.  Per  verità  tale  definizione  era  ana- 
loga a  quella  data  da  Lagrange   della  funzione  derivata;  .  .  . 
Ma  siffatte  definizioni  della  derivata  di  una  funzione  e  del  suo 
residuo  parziale  relativo  ad   un  dato  valore   della  variabile  si 


(I)  Vedi  la  Théorie  nouveUe  da  rètidus  nei  Compia  A.  del  i  Sem.  1857. 

(9)  Denominava  residuo  integrale  di  una  funzione  preto  fra  dati  limiti  U  somma  dei 
residui  relativi  a  tutti  i  valori  e  di  z  aventi  parti  reali  e  cocflQcienti  di  •  compresi  fra  qnei 
limiti ,  con  una  opportuna  convenzione  per  quando  i  limiti  stessi  fossero  precìsameiitc 
raggiunti. 
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appoggiano  salla  considerazione  degli  sviluppi  in  serie;  e  come 
io  osservai  neir  Analyse  algébrique  conviene  evitare  i^  impiego 
delle  serie  di  coi  la  convergenza  non  sia  accertata.  Nel  calcolo 
infiniiesimale  vi  si  giunge  sostituendo  alla  definizione  di  Lagrange 
la  nozione  chiara  e  precisa  del  rapporto  differenziale  di  due 
quantità  variabili ,  •  •  .  Era  a  desiderare  che  si  potesse  sta- 
bilire anche  il  calcolo  dei  residui  sopra  una  nozione  chiara, 
precisa  e  facile  ad  afferrarsi^  che  fosse  indipendente  dalla 
considerazione  delle  serie.  Dopo  matura  riflessione  riconobbi 
che  i  princìpi  posti  ,  da  una  parte ,  nella  mia  Memoria  del 
1 825  Sur  les  ivtégraks  définies  prises  entre  de$  limites  imaginaires 
e  nella  Memoria  litografata  del  27  Novembre  1831  (i),  d'  altra 
parte,  nelle  Memorie  che  pubblicai  sopra  le  funzioni  monodrome 
e  monogene  permettevano  di  raggiungere  questo  scopo  ».  E  po- 
scia, in  sostanza,  definisce  come  residuo  di  una  funzione  tv 
monogena  e  monodroma ,  relativo  ad  un  valor  e  dì  z  che  la 
rende  infinita ,  il  valore  dell'  integrale 


^•/' 


9     •     ■  ^^^ 

preso  lungo  un  cammino  chiuso  (nel  solito  piano  della  z)  che  giri 
una  sola  volta  intorno  a  e  e  non  comprenda  altri    punti-valori 
di  2  pei  quali  w  sia  infinita  (2).  Ed  imaginando  una  porzione 
S  del  piano  di  z  per  tutti  i  punti  della  quale  w   rimanga  mo- 
nodroma e  monogena  »    chiama  residuo  integrale  di  w   relativo 
(^'area  S  il  valore  del  suddetto  integrale  preso  lungo  T  intero 
contorno  di  S.  L' intento  che  Gauchy  manifesta  colla  proposta 
Qiodificazione  è  dunque  esclusivamente  quello  di  evitare   1'  im- 
pi<!go  delle  serie.  Ma ,  riflettendo ,  come  dicemmo ,  che  i  teo- 
remi fondamentali  del  calcolo  dei   resìdui  vengono  di  tal  guisa 


(f)  Di  cui  fra  breve  avremo  a  dire. 

(2)  Le  gt&  indicale  proprietà  degli  integrali  curvilinei  avvertono  non  estere  neeeMario 
"^  ^fiaitioDe  di  individuare  affatto  questo  cammino.  11  commino  può  subire,  sema  che 
""^  il  valor  dell*  integrale ,  tutte  le  infinite  deformazioni  che  non  offendono  le  condizioni 
^CHc  aelLi  definizione. 
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ad  essere  non  altro  che  teoremi  sempiici  d'  integrazione  cur- 
vilinea (1)  »  e  che  tulio  ormai  poteva  esprimersi  senz'  imba* 
razzo  di  sorla  col  solo  vocabolo  integrale  e  col  segno  corri- 
spondente, non  avrebbe  Gauchy  operato  un  più  efficace  progresso 
nella  propria  teoria  abbandonando  la  speciale  denominazione 
di  residuo  e  la  speciale  sua  notazione  ?  Togliendo  questa  bar- 
riera di  nomi  e  segni  particolari  avrebbe  fatto  rientrare  total- 
mente il  calcolo  dei  residui  nell'  analisi  comune ,  rendendolo 
cosi  d'  immedialo  apprendimento  per  chiunque. 

Noi  siamo  fermamenle  persuasi  che,  se  Gauchy  fosse  stato 
in  generale  più  restio  air  introdurre  nei  propri  lavori  nomi  e 
segni  nuovi,  od  almeno  più  sollecito    di  sopprimerli ,  tostochè 
nuove   idee   o   la   scoperta,  di   nuove   relazioni    permettevano 
di  ridurli  ad  altri   già   famigliari  ;  e   se  quindi  avesse  più  di 
raro  presentalo,    sotto   aspetto  di  calcoli  o  teorie  speciali  ^ 
separate  ,  complessi  di  metodi  e   proposizioni  che ,  legati  p^^ 
vincoli  essenziali  e  semplici   cogli  ordinari    rami  d'  analisi ,    ^^ 
sarebbero  potuti  presentare  semplicemente  come  giunte  o  p^^ 
fezionamenti  di  questi    rami  :   siamo ,   ripelo ,  persuasi   ch^  ^ 
fruiti  delle  sue  ricerche  sarebbero  stati  più  agevolmente  e  ^^ 
assai  maggior  numero  di  studiosi  conosciuti  ed  apprezzati ,  ^^ 
avrebbero  quindi  ancora  maggiormente  contribuito  ai  progres^^ 
della  scienza  (2). 


(I)  Cosi,  per  esempio,  il  teorema  fondomcntole  :  Se  s' imugioa  5  divisa  io  pani 
Oli  iofinitcsime,    io    modo  che  w  sia  finila  per  ogni  punto  delle  linee  di  divisione,  il 
siduo  integrale  relativo  ad  5  eguaglia  la   somma  dei    residui  relativi  alle  singole  parti  ; 
quali  ultimi  residui  saranno  poi  nulli  o  relativi  ciascuno  ad  un  solo  valor  e  di  «  >  qoi 
si  concepiscano  le  parti  in  modo  che  ognuna  non  comprenda  più  di  tm  ponto  e. 

(9)  Queste  riflessioni  voglionsi,  ben  inteso»  riferire  non  ad  un  solo  ma  alla  massa  dei  lavori 
grande  matematico.  In  riguardo  poi  specialmente  di  quelli  che  hanno  più  stretta  attenenu 
nostro  corso,  basterà  progredire  nello  studio  della  moderna  teorica  delle  flinxioni  appena  di 
da  poter  contemplare  buon  numero  di  teoremi  dall*  unico  punto  di  vista  della  medesimaj 
riconoscere  in  tutta  la  evidenza  quanto  imbarazzo  crei ,  quante  difficoltà  opponga  ad 
preciso  apfTCzzamento  dei  risultati  di  Cauchy  la  moltiplicità  dei  nomi  e  dei  segni  spceiaK. 

Non  è  mai  da  obliarsi  che  due  condizioni  sono  egualmente  essenziali  pel  progresso 
e  cioè  che  non  solo  si  vada  incessantemente  discoprendo  verità  nuove  «  ma  che  lo 
scoperto  si  possa  sempre  meglio  ordinare  e  stringere  in  pochi  principi  e  metodi  generali  ; 
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Riferiamo  ormai  del  calcolo  degli  iodici  delle  funzioni.  Caucby 
espone  per  la  prima  volta  questo  calcolo,  con  definizioni  e  nota- 
lione  pel  medesimo  espressamente  create ,  nelP  adunanza  del  27 
Novembre  i83i  deir  Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (1). 
Lo  scopo  di  questo  calcolo  è  di  offrire  mezzi  generali  per  nu- 
merare e  separare  le  radici  si  reali  che  complesse  delle  equa- 
xìodì  algebriche  e  trascendenti.  Immaginando  nel  solito  piano 
della  z  UD  contorno  chiuso  0  (y  0^'. . . ,  chiamando  s  una  lun- 
ghezza Tarìabile  misurata  su  di  esso  a  partire  da  un  punto 
fisso,  s  la  lunghezza  totale  del  medesimo,  e  w{z)  una  funzione 
di  %  che  sia  dappertutto  entro  il  contorno,  insieme  colla  propria 
derivata  «/  {%) ,  continua  e  finita  :  Cauchy  mostra  che  il  nu- 
mero m  delle  radici  delP  equazione  u?=0  rappresentate  da  punti 
situati  entro  il  contorno  vien  dato  dalla  formola  (2)  : 


chi  ooTello  impronde  la  carriera  della  scleDxa  trovi  una  strada  sempre  meglio    ap- 
e  dirìtta,  che  gli  permetta  di  giungere  eoo  forze  non  ancora  invecchiote  al   confine 
4i  ciò  che  si  conosce  e  di  quivi  procedere  ali*  indagine  dell*  ignoto. 

Perciò,   dall'esclusivo  (si  noti  bene)  punto  di  vista  dell*  analisi  pura^  sembrerebbero 

ta  oggi  opportoni  dei  trattati  che  dai  primi  passi  dell*  algebra  conducessero  ,  con  riguardo 

sei  troppo  ritardato  ai  numeri  complessi,  sino  agli  ultimi  più  rilevanti  risultati  degli  studi 

iMderai,  per  «na  serie  di  considerazioni  veramente  essenziali,  soffermandosi  il  meno  possi- 

M  sopra  le  non  poche  teorie    speciali ,  a  cui  si  suole  accordare    si  largo  posto  nella  più 

firle  delle  trattazioni  di  analisi  algebrica  e  superiore.  Cosi ,  per  esempio ,  nell*  analisi    al- 

iibriea  crederemmo  vantaggioso  :  che,  spiegata  la  riduzione  dei  radicali  a  potenze  d*  espo- 

■caic  frazionario,  si  abbandonassero  più  ricisamente  1*  antico  segno  e  le  regole  speciali  per 

CMo  stabilite  ;  che  non  si  faec«sero  digressioni   troppo   minuziose    nelle  speciali    teorie  dei 

■cai,  coseni,  ecc. -circolari  e  dei  seni,  coseni ,  ecc.  iperbolici,  entrambe  le  quali  rientrano 

>dr  aaica  teoria  della  serie  esponenziale  ;  né    in  quelle  delle   funzioni  circolari   inverse   e 

ddb  iperboliche  inverse ,  che  rientrano  nell*  unica  teoria  della  funzione  inversa   della  serie 

Vfwenziale ,  cioè  della  fanzione  logaritmica  ;  ecc. 

(I)  La  Ifemoria  da  lai  presentata  nell*  adunanza  ha  per  titolo  Sur  let  rapporti  qui 
*>teal  9nirt  le  eaieul  dtt  rindus  et  le  ealeul  dei  Umitetf  et  mr  lei  avantagei  que  préien- 
Nf  le  dlnur  mmceaux  etUeult  dam  la  reto/uftoii  det  équationt  algébriquet  ou  trantcendantet, 
U  aedcsina,  allora  litografata  ,  venne  anche  tradotta  in  italiano  e  stampata  nel  tomo  S2 
Me  Bemerie  di  MaUm.  e  di  Ft§.  della  Soa'età  Italiana  (Modena  ,  1839).  Il  sunto  lettone 
>4*ad«oaBU  può  vedersi  nel  tomo  16  (pag.  li 6)  del  Bullttin  det  icieneee  math, ,  phit.  et 
<^.  de  FénuMoe. 

(1)  Dà  anche  la  formola  più  generale 


i08 


27n 

0 


i      P  w'  {%)  dz 
l7n  J     w{2)   ds 


Importa  dunque  di  saper  calcolare  queslo  integrale.  Design&D- 
do  con  u{s\  w{s)  le  parli  reale  ed  imaginarìa  à\w  espresse  cod 5 
e  con  u\s)y  iv\s)  le  loro  derivale  rispetto  ad  s,  Cauchy  scriTe; 


m 


^7:iJ     u{s)  +  iv{s) 


indi  osserva  che  ,  se  siano  b^ ,  ^^  >  • .  • ,  ^o  le  radici  reali  di 
u{s)=0  comprese  fra  0  e  »  ed  £4 ,  £j ,  - . . ,  e»  numeri  infinita- 
mente piccoli ,  dalla  eguaglianza  qui  sotto  simboleggiata 

•  U—^i       h—h      «s—^3  • 

si  Ottiene  (1) 


■ 


r  \    i    '    /  \    as  =  JEri  +  £5  +  .  .••  +  £(, 


dove  è 

ed  il  segno  ifc  deve  sempre    ridursi  al  -f-  od  al  —  in    mod^ 
che  la  parte  reale  della  quantità   di  cui  va  preso  il    logaritmt^ 


essendo  P  funzione  contlnan  e  finita  dappertuKo  entro  il  contorno  e  'i  »  ^i  » .  •  •  ^m  I® 
dici  di  w^=m  da  esso  abbracciale.  Ma   non    vogliamo  qui   entrare   in    particolari  so  qnant 
svolge  in  questa  Memoria  ^  e  ne  anche  in  troppi  particolari  su  ciò  che  più  specialmente 
riferisce  agli  indici  ;  nostro  scopo  non  essendo  di  considerare  I'  argomento  della  risolniioBe^ 
delle  equaxioni ,  si  bene  soltanto  di  far  intendere  1'  attenenia  anche   di  queste    ricerche  di 
Cauchy  colla  teorica  delle  funzioni    in  generale.    La    formoia  precedente    ed  in    particolare 
quella  sopra  esposta  (per  la  quale  F{z)==^ì)  sono  tra  le  più  belle  ed  importanti  che  concor- 
rano a  formare  la  delta  teorica. 

(I)  Avendo  w  un  solo  valore  in  ogni  punto  del  contorno  ,  è  : 

/[ ±  \u(m)  +  w r»)  }  ]  — '[  ±  [i«{0)+iWO) ]  j  =0 
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riesca  positiva.  Finalmente  riflette  che  Er  svanisce,  se  il  rapporto 

u{s) 

noD  cambi  dì  segno  con  s-^irl  e  riesce  invece  eguale  a  —ni 
0  -^ni,  se  il  rapporto  stesso  >  diventando   infinito  per  s=gr9 
passi  come  «— ^  dal  negativo  al  positivo  o  contrariamente  dal 
positivo  al  negativo  (1).  Si  è  da  questa  riflessione  che  Cauchy 
prende  motivo  d' introdurre  la  nozione  di  indice.  Chiama  indice 
dì  una  funzione  reale  7(5)^  di  una  variabile   reale  s,  relativo 
ad  un  valore  a  di  $  che  la  rende  infinita,  il  numero  +{ ,  ov- 
vero 0  ,  ovvero  — i  ,    secondochè ,   passando  s  da  valori    più 
piccoli  a  valori  più  grandi  di  a,  la  funzione  passi  dal  negativo 
al  positivo ,  ovvero  non  muti  segno,  ovvero  passi  dal  positivo  al 
negativo.  Chiama  poi  indice  integrale  di  (f{s)  preso  fra  due  dati 
limiti  la  somma  degli  indici  corrispondenti  ai  diversi  valori  di 
s  che  rendono  infinita  la  9>(s)  ed  esistono  fra  i  limiti  dati  (2). 
Può   quindi   enunciare   il   teorema  :    il    numero   delle    radici 
i\w{2)=»0   rappresentate    da  punti   situati  entro  0(K(K'.  •• 

egoaglia  con  segno  contrario   la  metà   dell'  indice    integrale  di 

v{s) 

"rr  preso  fra  i  limiti  0  ed  ».  E  però  prende  a   trattare  della 

determinazione  degli  indici  integrali  delle  funzioni.  Per  fun- 
zioni  razionali  fa  vedere  che  siffatta  determinazione  può  ri- 
corsi alla  ricerca  del  massimo  comun  divisore  tra  le  fun- 
^looi  intere  numeratore  e  denominatore.  Ed  è  appunto  alla 
^eierminazione  di  indici  di  frazioni  razionali  che  si  riduce  la 
determinazione  del  numero  m  in  tutti  i  casi  ne'  quali  il  con- 
torno 0  (X  0".  . .  sia  composto  semplicemente  di  rette  0  di 
^chi  circolari ,  ovvero,  più  in  generale,  di  archi  di  linee  tali 
che  le  coordinate  del  punto  corrente  per  ognuno  di  essi  pos- 
sano esprimersi  razionalmente  in  funzione  di  una  terza  variabile. 
Anche  sull'argomento  del  calcolo  degli  indici  delle  funzioni 

l'I)  A  •rhiarimento  di  tal  punto  può  osservarsi  il  §.  3  del  cap.  9  deWAnalyit  algebriqu9» 
(i)  Onimcttianio  ,  siccome  qui  non  bisognevole,  la  notazione  corrispondente. 


no 

Caucby  ritorna  replicatamente  in  seguito.  Un'anno  e  mezzo 
dopo  la  presentazione  del  riferito  lavoro,  compie  una  nuova 
Memoria  (i)  per  mostrare  come  i  principi  del  detto  calcolo, 
che  erano  stati  dedotti  dalla  considerazione  degli  integrali  de- 
finiti ,  si  potessero  stabilire  anche  indipendentemente  da  for- 
molo di  calcolo  integrale. 

Ritorna  però  a  servirsi  degli  integrali,  che  hanno  si  na- 
turale colleganza  con  questo  argomento.  Nel  tomo  40  (i  Sem. 
1855)  dei  Comptes  D.  lo  si  vede  introdurre  la  denominazione 
di  compteur  logarithmique  (2)  per  il  secondo  membro  della  già 
esposta  equazione 

m  = -A-.  /   —^ds 


i      Pw'dz 

2mJ   w  ds 


dito 


Tralasciando  di  mettere  in  evidenza  una  variabile  reale  (la  qnal 
cosa  per  quanto  poco  peso  vi  si  voglia  attribuire  è  pur  segno 
di  più  netta  concezione  e  cresciuta  famigliarità  colla  varìabililà 
complessa)  quest'  integrale  apparirà  come  segue 

/w'  dz  ndw  p 
ovvero      I  —     ovvero       |  ( 
w                       fj     w                      J 

ossi^  apparirà  nella  massima  chiarezza  quale  incremento  che 
ottiene  in  totalità  il  logaritmo  naturale  di  w  nel  variare  io 
modo  continuo  con  z  lungo  l' intero  contorno  (3).  Egli  è  per 
questo  e  per  la  proprietà  di  dare  il  numero  delle  radici  di  w=A 

(I)  Qoesla  Ifemoria  pabblkaU  a  Torino  nel  Giugno  1833  può  anche  leggersi  il  itafiiM 
nel  già  citato  tomo  23  delle  Memorie  della  Società  Italiana ,  e  di  molto  accreadula  mI  0 
CoAier  (1837)  del  giorn.  della  Scuola  Politecnica.  Ma  non  entriamo  in  pariteolari  e  tadtf* 
affatto  delle  equazioni  simultanee ,  come  non  nominiamo  gli  articoli  inserti  nei  Cm^  ^ 
del  1837»  pel  motivo  già  addotto  dello  scopo  generale  di  queste  Nolixie. 

i3)  A'ofe  far  lei  eompltun  logarithmiquet.  Pag.  1009. 

(3)  Giusta  la  Memoria  Sur  (et  variatioiu  iniégralet  det  fometion»  inserita  nello  itM* 
tomo  dei  Compttt  A. ,  Cauchy  chiamerebbe  questo  incremento  la  variaziom»  mitfnk  ed 
logarilmo  eorritpondente  al  eontome» 

La  giù  chiariu  dipendenza  di  questa  quontilà  dagli  indici  può  vedersi  ancora  ipie^ 
in  questo  medesimo  tomo  air  arlicolo  Sur  la  distinction  et  la  reprétenlalitm  det  fnttì^ 
eonlinuct  et  ditcontinuet. 
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comprese  Del  contorno  (1)  che  Gaucby  applica  al  secondo 
membro  della  precedente  equazione  la  denominazione  su  in- 
dicata. Del  resto  non  si  limita  in  questa  ripresa  dell'  argo- 
mento a  ripigliare  io  considerazione  gli  opportuni  integrali  e 
ad  indicare  semplificazioni ,  la  cui  utilità  viene  inceppata  dai 
8^1  e  nomi  nuovi ,  ma  somministra  anche  ulteriori  sviluppi 
del  medesimo.  Neir  ultimo  articolo  che  vi  potè  dedicare  (2) , 
indica  come  le  formolo ,  che  precedentemente  impiegava  per 
l' eaomerazione  e  separazione  delle  radici  delle  equazioni  alge- 
briche ,  si  possano  impiegare  con  successo  anche  in  casi  ove 
abbiansi  equazioni  trascendenti. 

Passiamo  ora  a  dire  delle  importanti  ricerche  dei  signori 
Liouville  ed  Hermite  sulle  funzioni  doppiamente  periodiche  ; 
ricerche  che  riserbammo  per  la  seconda  serie  nella  mira  di 
presentare  più  uniti  quei  lavori  che  da  parte  della  Francia 
maggiormente  concorsero  a  dare  i  materiali  e  determinare  lo 
spirilo  della  teorica  generale  delle  funzioni  di  variabili  com- 
plesse. La  condizione  della  monogeneità ,  che  già  da  sola  ve- 
demmo condurre  a  molle  conseguenze  precise  ed  importanti , 
combinata  colla  condizione  della  doppia  periodicità,  determina 
{ià  io  si  gran  parte  una  funzione ,  che  qualche  condizione  se- 
condaria basta  a  renderla  del  tutto  determinata.  Col  presenti- 
iHeotOj  possiamo  dire,  di  questa  verità  il  sig.  Liouville  conce- 
pisce il  fecondo  pensiero  di  intraprendere  la  formazione  di 
Oua  teorica  delle  funzioni  monogene  monodrome  (3)  e  dop- 
piamente periodiche,  considerando  la  doppia  periodicità  pu- 
i^unente  io  se  stessa  cioè  senza  presupporne  alcuna  particolare 

(I)  Se  IO  foise  iofinlu  per  qualche  puuto  entro  il  contorno,  non  sarebbe  più  il  numero 

^cUe  radici  di  w^=0,  ma  la  differenza  tra  questo  numero  e  quello  delle  radici  di  — »=  0     » 

già  a'  intende  entro  il  contorno  ,  che  verrebbe    duto  dal  secondo    membro    della 
eqnailoae. 
(1)  9mt  let  eotmpteurt  logwrithmiqut»  appliquét  au  dénombremeni  et  à  la  iéparation  de$ 

ét$  éfmaiian$  Iranteendantet,  Tomo  ii  (1857)  dei  Compiei  A. 
(S)  Per  uiiformilà  ci  permettiamo  di  usare  qui  pure  i  vocaboli  di  Cauchy  sebbene  non 
f^^Mcro  allora  trovarti  nel  linguaggio  del  sig.  Liouville. 
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origine  analitica.  Mette  a  base  della  sua  teorica  la  seguente 
proposizione  :  una  funzione  monogena  monodroma  e  doppiamenU 
periodica  non  può  rimanere  finita  per  ogni  valore  finito  della  va^ 
riabile,  a  meno  che  sia  una  costante.  Egli  comunica  questa  pro- 
posizione air  Accademia  delle  scienze  dì  Parigi  quasi  per  iDci» 
denza  nel  1844  a  proposito  di  una  Nota  del  sig.  Chasìes  sulla 
costruzione  geometrica  delle  amplitudini  delle  funzioni  ellitti- 
che (1)  »  e  non  consegna  più  nulla  alla  stampa  intorno  a  si 
importante  soggetto  fino  al  1851,  allorché  giunge  incerto  qaal 
modo  a  stimolarlo  un  rapporto  di  Gauchy  sopra  una  Memoria 
presentata  all'  Accademia  dal  sìg.  Hermite  relativa  pur  essa 
alle  funzioni  doppiamente  periodiche  (2).  Sebbene  abbia  comu* 
nicato  la  sua  teorica  a  vari  matematici  privatamente  e  debba 
averla  esposta  in  qualcuno  dei  corsi  al  Collegio  di  Francia  ^ 
tuttavia  non  ci  tratterremo  dal  lamentare  che  V  illustre  analista 
non  abbia  voluto  darle  tutta  quella  diffusione  che  sarebbe  stata 
richiesta  dall'  alta  sua  importanza. 

Ecco  una  indicazione  dei  risultati  consegnati  in  un  mano- 
scritto del  1847  redatto  su  lezioni  di  lui  (3).  Imaginando  il 
solito  piano  rappresentativo  dei  valori  della  variabile  diviso 
mediante  due  sistemi  di  rette  parallele  in  parallelogrammi  talli 
eguali  ,  i  cui  lati  rappresentino  in  grandezza  e  direzione  i  doe 
periodi  di  una  funzione  doppiamente  periodica,  questa  preoda 
già  tutti  i  suoi  valori  possibili  anche  in  uno  solo  qualuDqoe 
di  sififatti  parallelogrammi,  che  perciò  dovrà  contenere  qualche 
punto  dove  la  funzione  sia  infinita  ,  o  (nei  termini  del  sig. 
Lìouville)  qualche  ìniìnilo  delia  funzione  (4V  Classifica  quindi 

(I)  Vedi  i  Compiei  R,  del  2.  Semestre  f8ii  alia  pag.  <2C!2. 

(2;  Vedi  nei  ComptcM  R,  del  I  Sem.  I8:ii  (da  pag.  Wì  a  pag.  i5i)  il  rapporto  i 
Cauchy,  le  osservazioni  del  sig.  Liouville  e  la  Aota  successiva  di  Caucby. 

(3)  Nelle  citale  osservazioni  (pug.  i5f)  egli  dice:  i  due  dittimi  geometri  ledetdùi  uff 
Borehardt  e  Joaehimsthal,  durante  il  loro  viaggio  a  Parigi  nel  \Si7 ,  vollero  bent  t(ierilk0t 
alcune  ore  per  udire  V  esposizione  della  mia  dottrina,  ed  il  sig,  Borehardt  ha  ftàtìi»  ^ 
lezioni  che  di  tal  guisa  fui  condotto  a  fare,  Ln  png.  45i  presenta  I'  indice  del  maooicriU* 
del  sig.  Borehardt. 

(4)  Dopo  simili  investigazioni  del  sig.  I.iouvillc  andò  estendendosi  V  uso  di  clùasM* 
infiniti  di  w  (funzione  qualunque}  i  valori  di  z    invariabile  indipendente)    pei  quali  «  è  «■» 


le  fanzioni  doppiamente  periodiche  a  seconda  del  numero  degli 
infiniti  che  posseggono  in  un  parallelogrammo.  Dimostra  che 
non  ve  ne  hanno  di  quelle  ad  un  solo  infinito  ;  che  per  tutte 
il  numero  degli  zeri  eguaglia  in  ogni  parallelogrammo  il  nu- 
mero degli  infiniti;  che  la  somma  dei  posti  degli  zeri  eguaglia 
in  ogni  parallelogrammo  la  somma  dei  posti  degli  infiniti , 
astrazion  fatta  dai  multipli  interi  dei  periodi.  Esprime  le  fun- 
zioni ad  n  infiniti  con  somme  e  con  prodotti  di  funzioni  a  due 
infiniti.  Entra  in  maggiori  particolari  sulle  funzioni  a  due  infiniti 
e  mostra  che  si  riducono  alle  funzioni  doppiamente  periodiche 
prodotte  dalla  inversione  degli  integrali  ellittici  ;  ond'  è  che  le 
funzioni  ellitliche  possono  davvero  risguardarsi^  secondo  la  pre- 
visione di  Jacobi ,  come  1'  elemento  unico  delle  funzioni  dop- 
piamente periodiche  monogene  ed  a  numero  finito  di  valori 
per  ogni  valore  della  variabile.  I  teoremi  sull'addizione  e  sulla 
trasformazione  diretta  o  inversa  sono  in  questa  teorica  ridotti, 
per  cosi  dire^  alla  semplicità  del  problema  algebrico  di  formare 
una  funzione  razionale  di  cui  il  numeratore  ed  il  denominatore 
debbano  annullarsi  per  dati  valori  della  variabile. 

Dopo  il  sig.  Liouville  è  il  sig.  Hermile,  come  accennammo. 


B  zeri  quelli  pei  quali  io  è  0.  Lt  espressione  infinito  di  w  (più  breve  ili  radice  delF  equa- 

s^bne    —  «a  0  9  che  si  spesso  ricorre  in  Cauchy  ,  ovvero  di  valore  di  z  che  rende  infinita 

w 

^)  e  r  altra  analoga  permettono  di  introdurre  maggior  semplicità  ed  eleganza  nella  esposi- 
^omt.  Osserviamo  però  che  si  paò  ottenere  presso  a  poco  lo  stesso  vantaggio  anche  senza 
HaiBciarc  ad  un'  oso  più  proprio  delle  parole  infiniti  di  to  e  zeri  di  w  ,  cioè    intendendo 
^Utavia  con  queste  parole  non  i  valori  di  z  pei  quali  w  sia    infinita  e  nulla  ,  ma  precisa- 
mente i  valr^ri  stessi  oe   e  0  di  ir.  Ed  invero  vedremo  che  in    generale   nello  studio    di  io 
^<Hae   fantione    di    z    conviene    imaginare    sin    dal    principio    (  come   appunto    fa   qui , 
'■  sostanza,  il  sig.  Lionviile)  che  i  valori  di  w  giacciano  distribuiti  nei  punti  corrispondenti 
^1  piano  di  z;  od  in  altri  termini,  conviene  imaginare  che  w,  piuttosto  che  in  una  espres- 
sione analitica  d*  onde  si  possa    fissando  il    valor  di  z    cavare  allora    un  particolar   valore 
per  IO  (w  ritengasi  tattafiata  monodroma  )  ,    consista  in  un  sistema   generalmente    confiimo 
^  valori  giacenti  inrimovibilmente  in  tutti  i  punti  o  posti  dell'  intero  piano  di  z  (o  di  nna 
^  ponione  quando  si  voglia  ritenere  io  esistente  o  da  considerarsi  soltanto  per  valori  di 
'  conpresi  entro  certi  confini).  Ciò  premesso  ci  sembra  che  il  dire  :  gli  zeri  di  io  tono  m 
*i  i  ^  » . . .  ;  la  iomma  dei  posti  (valori  di  z)  degli  zeri  eguaglia  la  somma  dei  posti  degli 
*^'(i';ecc.  riesca  a  dipresso  egualmente  breve  e  più  proprio  del  dire:  o^i  »  Og, . . .  sono  gli 
'tri  di  IO  ;  fa  fomaia  degli  zeri  eguaglia  la  somma  degli  infiniti  ;  ecc. 
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che  parimenti  prende  ad  investigare  in  modo  generale  le  foD- 
zioni  dotate  di  doppia  periodicità.  Questi  si  propone  di  deter- 
minare la  forma  la  più  generale  che  possa  prendere  una  fao- 
zione  monodroma  doppiamente  periodica  e  monogena  (1).  A 
tal  fine  si  serve  principalmente  dei  principi  stabiliti  nelle 
Memorie  di  Cauchy  ed  in  ispecie  nel  calcolo  dei  residaù 
Fra  le  proposizioni  notabili  presentate  dall'  autore  citeremo 
lajseguente,  la  quale,  colla  stessa  facilità  con  cui  discende 
dai  noti  teoremi  di  Cauchy,  somministra  alla  sua  volta  vane 
importantissime  proprietà  delle  funzioni  doppiamente  periodi- 
che :  Il  residuo  integrale  di  qualunque  funzione  doppiamente  pe- 
riodica monogena  e  monodroma  ,  relativo  air  area  di  un  parai' 
lelogrammo  formato  dai  periodi,  è  nullo.  Condotto  ad  introdurre 
la  funzione 

,            2mir(z— 6)  . 
m  =  -|-oo       1 


n^)==  2    Yn 


im 


m== —  oc 

dove 

q=^e^ 

ed  a  e  b  significano  i  due  periodi  delle  funzioni  di  cui  ricerca 
la  forma  la  più  generale,  trova  per  questa  forma  la  somma  di 
un  numero  di  termini  ognuno  dei  quali  è  proporzionale  ad  009* 
funzione  della  natura 

od  alla  sua  derivata  rispetto  a  ;3 ,  2^  essendo  un  valor  partico- 
lare di  z.  È  questo  il  teorema  fondamentale  ottenuto  dal  sig. 
Hermite.  La  funzione  0{z)  ammette  soltanto  il  periodo  a^  ma 
la  sua  derivata  6'{^z)  ammette  tutti  due  i  periodi  a  e  6.  Il 
sig.  Hermite  conchiude  agevolmente  che  il  quadrato  della  deri- 
vata della  funzione  6\z)  è  proporzionale  al  prodotto  dei  tre 
fattori 

(I)  Togliamo  qaesle  uolizie   dal  rapporlo    clic  diuozi    dicemmo  avere  Cauchy    leilo  tl- 
P  Accademia  topra  la  Memoria  del  sig.  Uermile. 
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e  quindi  giunge,  come  già  il  sig.  Liouville,  a  queir  importati- 
lissimo  risoliato  che  ò  la  riduzione  delle  funzioni  investigate 
lile  fonzioni  ellìttiche. 

Tennineremo  di  parlare  dei  lavori  de'  matematici  francesi 
col  dire  parola  deir  opera  nella  quale ,  insieme  colle  sco- 
perte di  Abel  e  Jacobi  concernenti  le  funzioni  ellittiche,  tro- 
vasi combinata  gran  parte  dei  risultati  da  quelli  ottenuti  per 
formare  gli  elementi  di  una  teorica  generale  delle  funzioni  di 
variabili  complesse.  Qoest'  opera  è  la  già  citata  Théorie  des 
fmtiùns  douMement  péiiodiques  et  en  particuUer  des  fonctions  eU 
Uftiques.  È  divisa  in  cinque  libri.  Il  primo  di  essi  presenta  e 
spiega  le  definizioni  di  Cauchy ,  ne  dimostra  il  teorema  sulla 
STJhippabilità  delle  funzioni  in  serie ,  e ,  da  questo  dedotte , 
h  prime  proprietà  generali  delle  funzioni  monogene.  Il  secondo 
coDtieoe  il  metodo  che ,  per  lo  studio  delle  funzioni  definite 
da  equazioni  differenziali ,  risulta  dai  lavori  di  Cauchy ,  del 
sig.  Puiseux  e  dai  successivi ,  già  del  pari  citati ,  dei  due  in- 
signi autori  ;  indi  V  applicazione  di  esso  alle  equazioni  le  più 
semplici  che  danno  origine  a  funzioni  doppiamente  periodiche; 
dtfe  quali  vien  esposta  buona  parte  di  quelle  notabili  proprietà 
che  abbiamo  testò  veduto  doversi  principalmente  ai  sigg.  Liouville 
€d  Hermite  (1).  I  libri  terzo,  ^arto  e  quinto  versano  esclusiva- 
neote  sulle  funzioni  ellittiche,  delle  quali  costituiscono  una  pre- 
geìolissima  trattazione  principiante  quindi  dal  punto  più  naturale, 
cioè  dalle  equazioni  diiferenziali.  Finalmente  il  sesto  libro  pre- 
senta la  integrazione  delle  equazioni  differenziali  per  mezzo 
delle  funzioni  ellittiche ,  ed  è  precisamente  la  Memoria  di  cui 
riferimmo ,  pubblicata  nel  36  Cahier  del  giornale  della  scuola 
politecoica. 


fi)  Vi  si  troft  notala  la  equazione  algebrico-differenziale  del  prim* ordine  e  dell*» esimo 
i  coi  soddisfa  necessarìamenCe  una  funzione  doppiamenle  periodica  monogena  mono- 
^**i  sd  %  ioflnili;  indicata  dal  sig.  Méray^  che  presentava  su  di  ciò  una  Memoria  all'  Ac- 
^^^'^  4i  Parigi  nel  I  Sem.  1855.  Vedi  Comptet  R,  ,  tomo  40  ,  pag.  787. 
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Prima  di  abbandonare  quest'  opera,  ossia  qaei  complesso 
di  lavori  francesi  che  più  o  meno  compiutamente  vi  si  trovano 
compendiati,  ci  sia  permessa  una  parola  di  eccitamento  per 
lo  stadio  della  medesima  a  quei  giovani  che  bramano  dedicare 
le  loro  forze  al  progresso  dell'  analisi  matematica.  Chi  abbia 
già  assistito  ad  uno  degli  ordinari  corsi  di  calcolo  dififerenziale 
ed  integrale  potrà  intraprenderne  lo  studio  senza  andare  incootro 
a  difficoltà  troppo  gravi  (1);  e  con  esso  non  potrà  a  meno  di 
accorgersi  che  l'analisi  delle  funzioni  va  acquistando  un  carat- 
tere nuovo  (e  tanto  più  in  rapporto  delle  consuete  trattazioni 
scolastiche  )  un  carattere  di  generalità  e  di  semplicità  che  in- 
fondendo alla  scienza  novello  vigore  la  spinge  per  vie  più 
chiare  e  più  brevi  a  conquiste  pur  dianzi  insperate.  Nel  pe- 
riodo d'  analisi  infinitesimale  che  corre  prima  d'  Eulero  si  Te- 
dono  bensì  riconosciuti  in  generale  e  con  maestria  applicati  i 
principi    cardinali    di  essa    analisi  ;  ma    non  si   vede    tuttavU 

• 

costituirsi  veramente  una  teorica  delle  funzioni.  Le  quistio^^ 
sono  poste  pressoché  sempre  ancora  sotto  aspetto  concreta  « 
intendiamo  sotto  aspetto  geometrico  o  meccanico ,  e  so^^^ 
trattate  con  mezzi  quasi  sempre  ancora  particolari.  La  teorica 
delle  funzioni  comincia  veramente  ad  apparire,  e  cioè  distin 
dalla  geometria  e  dalla  meccanica ,  come  dottrina  delle  dipe 
denze  fra  quantità  variabili  considerate  dall'  astratto  punto  c^ 
vista  numerico  ,  in  Eulero.  Qui  però  osserviamo  che  le  coos^ 
derazioni  in  essa  s'  appoggiano  sempre ,  dichiaratamente  o  tsu-^ 
citamente,  sopra  espressioni  analitiche  date  o  supposte  esistenti^ 
e  che  i  mezzi  coi  quali  essa  penetra  nella  soluzione  dell 
quistioni  consistono  quasi  esclusivamente  in  serie  di  operazioni 
0  trasformazioni  di  calcolo.  Con  Lagrange  la  medesima  acquista 
molto  in  generalità  ,  ma  senza  tuttavia  modificare  il  proprio 
carattere  di  scienza  tutta  fondata  su  espressioni  di  calcolo  e 
con  trasformazioni  di   calcolo  costruita.  Ora  invece    dall'  opera 


(f)  Opporluiiissimo  però  riesce  il  premcilervi  lo  studio  delle  ricerche  del  sig.   Poiteoi 
sulle  funzioni  algebriche. 
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io  discorso  tralnce  di  questo  carattere  una  essenziale  modifica- 
ziooe.  11  concetto  di  funzione  va  rendendosi  indipendente  dal 
tthstratum  di  una  espressione  analitica  ;  il  teorema  dì  Cauchy 
trae  anzi  a  risguardare  la  esprimibilità  analitica  come  conse- 
guenza -di  proprietà  che  d'  ordinario  naturalmente  inchiudonsi 
nel  concetto  di  dipendenza  tra  quantità  variabili  ;  questo  teo- 
rema e  quello  del  sig.  Liouville  (1)  ed  altri ,  che  parimenti 
ìd  virtù  delia  variabilità  complessa  si  andarono  stabilendo , 
permettono  di  dimostrare  ,  per  esempio ,  ¥  identità  di  due 
funzioni  senza  trasformare  una  espressione  analitica  dell'  una 
in  una  espressione  analitica  dell'  altra  ,  conducono  ad  intro- 
durre nella  determinazione  delle  funzioni  piuttosto  le  pro- 
prietà che  le  espressioni  analitiche ,  ed  in  conclusione  condu- 
cooo  a  procedere  nella  risoluzione  delle  quistioni  più  per  via 
del  paro  ragionamento,  vogliamo  dire  di  semplici  mentali  com- 
bioazioni  di  teoremi  o  verità  generali ,  che  per  via  di  inces- 
santi operazioni  o  trasformazioni  di  calcolo  (2). 


••M«M«MM«*MMMn**^M«»«««aW*#«M«W«M««««*W*M«*«*«a» 


Ma,  per  riconoscere  questo  progresso  nell'  analisi  delle  fun- 
zioni in  sua  maggior  luce  e  fecondità ,  dobbiamo  portarci  da 
Parigi  a  quella  piccola  ma  chiarissima  città  di  Germania,  dove 

(I)  AOsdo  al  teorema  fondamentale  precedentemente  menzionalo^  cioè  che  una  funzione 
Bonodroma  la  quale  per  i  soli  punti-valori  della  Tariabile  situati  entro  nna  linea 
(entro,  par  esempio,  un  parallelogrammo)  prenda  già  tutti  i  valori  di  cui  è  soscet- 
likiie  deve,  se  oon  è  una  costante,  avere  qualche  infinito  entro  la  linea  chiusa  medesima. 

p)  Non  vogliamo  arrischiare  su  questo  punto  molle  parole;  e  però  non  intendiamo  di 
^  uà  completa  idea  dell'  influenza  dei  vari  matematici  nell*  introdurre  sifTatla  maniera 
i  procedimento  nell'analisi  delle  quistioni.  In  caso  diverso  non  potremmo  lacere  altri  nomi, 
^liananxl  prendere  in  esclusiva  considerazione  i  lavori  del  sig.  Riemann  ,  dovremmo  ri- 
Ivisre  anche  ai  lavori  riferiti  nella  prima  serie^  per  mettere,  per  esempio,  in  rilievo,  tra 
t  scritti  dei  viventi ,  passi  che  tacemmo  dei  sigg.  Weicrslrass  ,  Hermite ,  ecc. 

FarcflM)  piuttosto  riflettere  che,  prima  ch'avesse  ad  apparire  nella  teorica  delle  Ainzioni, 
iMsta  maniera  di  procedere  si  andava  svolgendo  nell*  algebra ,  e  già  largamente  per  opera 
^  itesso  Lagrange.  Ma  nell*  algebra  le  quantità  furono  assai  prima  che  le  variabili  nella 
l*<Miea  delle  funzioni  ammesse  come  snscellibili  di  valori  tanto  complessi  che  reali^  e  le  funzioni 
■  ^pKUa  considerate  si  poterono  assai  più  presto  definire  senza  efl'etllve  espressioni  analitiche, 
per  SMzzo  cioè  di  semplici  proprietà  o  dati  caratteristici ,  quali  sono  i  valori  delle  variabili 
'■^ipeadeatl  pei  quali  riescono  nulle  o  infinite,  il  grado,  il  numero  delle  costanti,  il  numero 
^  vibri  eha  ammettono. 
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il  giovane  sìg.  Bernardo  Riemann  va  promulgando  idee  e  risul* 
lati  che  lo  dimostrano  ben  degno  erede  della  cattedra  di  Gauss 
e  Dirichlet. 

II  primo  lavoro  eh'  egli  dà  alle   stampe  è  la   DissertazUme 
inaugurale    nel  1851.   Sviluppando   i    germi  posti  da   Gauss  e 
Dirichlet ,  presenta   in  questa  Dissertazione  gli  elementi  della 
teorica  delle  funzioni  (di  una  variabile  complessa)  in  una   ge- 
neralità da  nessuno  prima  di  lui  dispiegata  e  con  metodi  affatto 
originali  della  scuola  di  Gottinga  (1).  È  però  da  lamentare  che 
questa,  del  pari  che  Y  altra  posteriore  e  più  famosa  Memoria, 
sia  stata  redatta  con  tale  concisione,  che,  atteso  la  novità  dei 
modi  di  considerare  e  di  certi  mezzi  di  risolvere  le  qaestioDi, 
riuscisse  pressoché  inacessibile  ad  ogni  analista ,  che  ,  non  al- 
levato nella  scuola  di  Gottinga ,  non  vi  si  trovasse  in  qualche 
particolare  maniera  preparato.  Sebbene  di  poi  1'  autore  stesso 
nelle  proprie  lezioni  abbia  modificato    nel  senso  di  una   mag<— 
giore  chiarezza  e  semplicità  talune   parti  della  trattazione ,  edL 
altri  con  opportune  scritture  divulgatala  per  la  stampa  io  Ger- 
mania ;  tuttavia   noi   siamo   indotti  a   dare  della   Disseriaziorm^ 
notìzia  più  circostanziata  che  d'ogni  altro  lavoro  finora:  percbi.4 
già  da  sola  racchiude  tutti  i  fondamenti  di  quella  insigne  dot- 
trina che,  penetrando  con  gran  successo  in  una  delle  maggio  lì 
questioni  che  mai  siensi  presentate  nell'analisi,  provocò   dc^h 
ha  guari  T  attenzione  e  direi  quasi  lo  stupore  del  mondo  aouh 
tematico  ;  e  perchè  fra   la    gioventù  del   nostro  paese  non     è 
ancora  per  mala  sorte  abbastanza   generalmente    conosciuta  k 
lingua  delle  scritture  dianzi  accennate. 

Infine  aggiungeremo  che  per  concepire  adegualamente  ciò  cbe  noi    inlendiamo  abbnc* 
ciare  con  1*  appellazione  di  carattere  o  spirito  della  moderna  analisi  delle  ftiniioBi  {md  ebe 
vorremmo  aver  colpito  giustamente  ed  esserci  espressi  con  bastante  chiarella)  «i  bano  4è 
riunire  nel  pensiero  come  un  solo  tutto  e  le  qui  esposte  riflessioni  e  quelle  che  già  beewat 
nel  riferire  sulle  equazioni  difTerenziali  e  quelle  ancora  che  compariranno  in  segoilo. 

(I)  Diciamo  icuola  di  Gottinga   per  alludere    in  certo  qual    modo   anche   all' 
avuta  da  Gauss  e  Dirichlet  nello  sviluppamcnlo  della  dottrina  riemanniana. 

Il  titolo  della  Dittcrtazione  è  il  seguente:  Gntndlagen  fùr  eine  ailgemeiM  Theorit^ 
verànderlichen  complextn  Gròtte.  Di  essa  comparve  una  traduzione  italiana  nel  tomo  i  ^ 
Annali  di  matem.  (Roma,  1859).  É  questa  che   noi  studiammo,  non  avendo  potalo  IrOftfC 
un*  esemplare  tedesco. 
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La  Disseriazione  è  divisa  in  brevi  paragrafi.  Nel  paragrafo  ì, 
Dotata  la  proprietà  delle  funzioni  determinabili  per  mezzo  di 
operazioni  di  calcolo  da  eseguirsi  sulla  variabile  di  avere  la 
derivata  indipendente  dal  valore  del  differenziale  della  variabile, 
r  autore  fonda  snila  medesima  la  propria  definizione  di  fun- 
zione^  stabilendo  che  :  una  variabile  complessa  w==^u  +  v%  si 
dirà  funzione  di  un"  altra  variabile  complessa  z=x  -f  yi  quando 

vari  con  questa  in  modo  che  il  valore  della    derivata  -—  sia 

dz 

iDdipendente  dal  valore  del  differenziale  dz  (1),  senza  presup- 
porre veruna  espressione  analitica  di  w  per  mezzo  di  x  ed  y. 

Nel  paragrafo  2  assume  la  solita  rappresentazione  geome- 
trica separatamente  per  la  variabile  e  per  la  funzione.  Un 
ponto  0  del  piano  A  rappresenta  z;  un  punto  Q  del  piano  B 
rappresenta  w.  La  dipendenza  di  i^;  da  2  può  quindi  rappre- 
sentarsi come  un'  imagine  del  piano  A  sul  piano  B* 

Nel  paragrafo  3  espone  la  nota  proprietà  di  questa  ima- 
gine ,  della  somiglianza  nelle  parti  infinitesime ,  ammesso  che 
w  sia  funzione  di  z  nel  senso  stabilito. 

Nel  paragrafo  4  espone  le  equazioni  alle  derivate  parziali 
del  primo  e  dei  secondo  ordine  che  vedemmo  dover  essere 
soddisfatte  dalle  componenti  reali  ei  e  t;  di  una  qualsiasi  fun- 
Dooe  w*  Le  equazioni  alle  derivate  del  second'  ordine  possono 
servire  per  la  ricerca  delle  proprietà  che  appartengono  ad  una 
componente  considerata  separatamente  dalf  altra.  L'  autore  av- 
verte che  anteporrà  la  dimostrazione  delle  più  importanti  di 
queste  proprietà  (2)  allo  studio  delle  funzioni  complete  w,  ma 


(I)  Subìlendo  qaesU  defioiiiooe  di  funzione ,  il  sig.  Riemann  poò  impiegare  un  solo 
'ocabelo  invece  dei  dae  funzione  monogena  impiegati  nella  scuola  di  Cauchy.  Il  »ig.  Bertrand 
Bel  tao  reecnle  trattalo  di  calcolo  differenziale  adotta  la  definizione  del  sig.  Riemann;  spie- 
B*n4aBe  (pag.  362-365)  coli*  usata  chiarezza  le  ragioni.  Se  non  che  ci  permetteremo  di 
^aaifestare  il  desiderio  che  non  fosse  osata  la  espressione  funzione  imaginaria  per  signi- 
^fnt  funzione  di  una  variabile  imaginaria  (vale  a  dire  complessa). 

(S)  Mediante  T  equazione  alle  derivate  del  2  ordine  basterà  investigare  le  proprietà    di 
■M  delle  doe  componenti ,  poiché  le  equazioni 


che  prima  ancora  deve  spiegare  e  stabilire  alcune  cose   gene- 
rali per  facilitare  queste  ricerche. 

E  pertanto,  mettendo  in  disparte  la  rappresentazione  dito 
mediante  il  piano  B  ,  del    quale  ,  se  w  sia  a   più  valori ,  or 
r  uno  or  r  altro  punto  dovrebbesi  concepire  corrispondente  ad 
uno  stesso  punto  del  piano  A,  introduce  nel  |.  5  una  nuova  rap* 
presentazione  mediante  una  superficie  che  riesca  a  più  siraU  (O 
se  w  sia  a  più  valori ,  di  guisa  che  ogni  suo   punto  riesca  itk 
ogni  caso  rappresentativo  di  un  solo  valore  di  tv  legato    inva-' 
riabilmente  con  un   solo  valore    di  z.    Siffatto    luogo    geome-^ 
trico,  destinato  ad  essere  il  campo  intuitivo  delle  speculazioni 
deir  autore ,  è  quella  creazione    di  lui    affatto  originale   nell» 
quale  si  trova  la   ragione  del  suo    linguaggio  e  di    certi   suoi 
procedimenti  singolari,  e  la  quale  dapprima  non  bastantemente 
spiegata  al  di  fuori  della  scuola  di  Gottinga,'  fu  duro  ostacolo 
a  che  in  più  largo  circolo  si  diffondessero  queste  notabilissime 
speculazioni. 

Non  avendo  esposto  tutti  gli  opportuni  particolari  intomo 
le  funzioni  algebriche,  non  vogliamo  adesso  impegnarci  a  spie*' 
gare  compiutamente  la  genesi  di  queste  superficie  in  generale; 
e  piuttostochò  porgere  d'  altronde  cenni  generici  e  troppo  in- 
completi preferiamo  dare  V  idea  precisa  della  più  semplice  fra 
esse,  al  qual  intento  considereremo  la  funzione  w=\/z  ossia 
la  relazione  vfl — 2;  =  o.  In  tal  caso  è  manifesto  che  per  ogni 
valore  di  z,  ossia  per  ogni  posizione  di  0  nel  piano  A,  vi  hanno 
due  valori  per  w,  i  quali  variano  in  modo  continuo  al  muoversi 
di  0 ,  e  che  V  uno  non  può  per  variazione  continua  riuscire 
scambiato  coir  altro  se  non  quando  0  abbia  compito  un'  intero 
giro  intorno  al  punto  z=  opel  quale  i  due  valori  di  tv   con- 


ati _  9t?      3m  _       3t? 

forniranno  tosto  ciò  che  abbisognerà  rispetto  all'  altra. 

(I)  L'autore  adopera  propriamente  la  parola  Blalt  (fuglia  o  foglio). 
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fondonsi  in  uno.  Ciò   premesso  ,  imaginiamo  che   il  luogo   del 
punto  0  non  sia  più  il  piano  stesso  A  ma  un'  altro  piano  Aj^  posto 
0  disteso  sopra  A  (cui  per  brevità  e  chiarezza  riterremo  orizzon- 
tale) e  tagliato  lungo  una  linea  che  partendo  dal  punto  2=0 
vada>  senza  passare  più  volte  per  uno  stesso  punto,  all'infinito  ('l); 
e  imaginiamo  deposto  in  un  punto  dì  A^  uno  dei  due  valori  cor- 
rispondenti di  te;  e,  facendo  partire  0  da  questo  punto,  ima- 
giniamo che  si  deponga  in  ogni  singola  successiva  posizione  di 
O  quello  tra  i  sempre  due  valori  di  w  che  succede  con   con- 
tÌDoità  ai  già  deposti  (2).  Allorché  0  avrà  percorso  per  intero 
il  piano  A^  ciascun   punto   di    Aj^  avrà   ottenuto   (terrà  in   se 
deposto)  un  valore  di  w  (3).   Sia  ora  A^  un'  altro    piano  so- 
vrapposto ad  i4  e  ^1  e  tagliato  precisamente  come  A^;  depon- 
gasi in  un  suo  punto  (già  rappresentante  come  in  A  e  A^  un 
valore  di  z)  quello  dei  due  valori  corrispondenti  di  w  che  non 
giace  fisi<ato  nel  punto  sottoposto  di  A^;  e ,  facendo   qui  pure 
partire  0   (adesso  mobile  in  A^)  dal   punto  prescelto,  imagi- 
niamo che  analogamente  si  deponga  in   ogni  posizione  di  0  il 
valore  di  w  che  succede  con  continuità  ai  già  deposti ,  e  che 
tutti  quanti  i  punti  di  A^^  vengano  cosi  a  conseguire  un  valore 
di  te.  Per  tal  modo  in  ogni    due  punti    di  A^y  A^  sovrapposti 
ad  ano  stesso  di  A  riescono   deposti    i    due   valori  di  tu  cor- 
ti) Ogai  ponto  dì  Ai  va  risgoardato  come  rappresenlante  o  possedente  lo  stesso  valore 
^  *  rsppreseolato  dal  punto  sottoposto  di  A. 

Del  taglio  distingorremo  ,  occorrendo ,  gli  orli  in  datro  e  iinittro  ,  alludendo  ad  una 
pnoBi  che  lo  osservasse  dal  punto  js  =>  0.  Per  fissar  le  idee  giova  concepire  rettilineo 
»li|lfe. 

(S)  La  espressione  deportf  nei  punti  di  una  iuper/leit  i  valori  di  una  variabile  o  le 
<*ppc  di'  vaiori  di  due  variabili ,  non  che ,  quella  di  dire  A^  disteso  sopra  e  non  confuso 
*M  i»  ed  altre  che  furono  o  che  verranno  impiegate  potrebbero  censurarsi  perchè  quasi 
i*PpSQeDti  estensione  e  nei  singoli  punti  e  nei  numeri  da  concepir  visi  fissati;  ma  è  appunto 
P^  ^scilo  che  hanno  il  vantaggio  di  significare  con  maggiore  chiarella  ciò  che  si  desidera 
£  far  cooiprendere. 

(S)  Dicendo  ehe  0  s*  ha  da  muovere  in  Af  resta  inteso  che  non  possa  traversare  la 
'ùwi  iti  taglio^  e  quindi  non  descrivere  alcun  cammino  chioso  che  racchiuda  il  punto  js=:0> 
*  f^,  se  ripassasse  più  e  pia  volte  per  uno  stesso  punto,  il  valore  che  w  verrebbe  quivi 
per  MKccssiooe  continua  a  conseguire  sarebbe  sempre  lo  stesso ,  e  deposto  una  volta  si  ri- 
line che  non  vi  ti  deponga  pia  nessun'  altra  volta. 


rispondenti  ad  uno  stesso  di  z.  E,  considerando  i  2  4*3  =  ^ 
orli  dei  tagli  di  Ai  e  J^ ,  si  riconosce  che  i  valori  di  to  de- 
posti lungo  i'  orlo  destro  dell'  un  piano  sono  ordinatamente 
eguali  ai  deposti  lungo  1'  orlo  sinistro  dell'  altro.  Dunque,  ima- 
ginando  che  vengano  connessi  lungo  tutta  la  loro  indefiDita 
lunghezza  l'orlo  destro  di  A^  col  sinistro  di  A^  ed  il  destro  di 
A^  col  sinistro  di  A^  (1),  otterremo  un'  unica  superficie  a  doe 
piani  0  strati  dotata  detle  proprietà  ,  che  ogni  coppia  diHmla 
di  valori  di  tv  e  z  ossia  ogni  soluzione  distinta  dell'  eqaasione 
w^—z=0  abbia  in  essa  uno  ed  un  soh  esclusivo  punto  rappre- 
sentativo ,  e  che  qualunque  variazione  continua  e  simoltanea 
di  queste  due  variabili  si  possa  raffigurare  in  un  movimeolo 
continuo  di  un  punto  mt)bile  in  essa  superficie^  e  viceversa  {3). 
È  questa  la  superficie  che  dovevamo  descrivere,  e  che  direiBO 
una  riemanniana ,  cioè  una  di  quelle  superficie  imaginate  dal 
sig.  Riemann  per  lo  studio  delle  funzioni ,  od  anche  breve- 
mente, usando  la  lettera  da  lui  continuamente  adoperata,  aot 
T  (3). 


(I)  Per  scorgere  in  certo  qoal  modo  la  reale  possibililù  di  eflbttoare  la  eoMMwloMiri 
dve  secondi  orli  dopo  effetluala  quella  dei  due  primi,  od  almeno  per  avveuanì  a 
quel  traversamento  di  superficie  cbc  qui  abbisogna,  giova  pensare  ognuno  degli  strati 
una  rete  di  iudefinila  finezza  di  coi  soltunto  i  nodi  (o  crocicchi  dei  fili)  sieno  i  ponti 
strato.  Due  reti  possono  traversarsi  senza  che  nodi  dell*  una  si  confondano  con  Bodi  M* 
r  altra  ;  ed  è  precbamenle  cosi  ohe  dobbiamo  concepire  il  traversamento  rif  ollanle 
effettuale  connessioni  degli  orli. 

(S)  Se,  per  esempio,  mantenendo  costante  il  modulo,  facciamo  crescere  di  4*  li 
continuo  V  argomento  di  z,  uno  qualsivoglia    dei   due    valori  di  w  variando  pwa  ii 
contìnuo  riprenderà  in  fine  il  valore    iniziale.  Or  bene    corrispondentemente ,  aa  fl 
nobile  0  nella  descritta  superficie,  da  un  posto,  per  esempio,  nello  strato  iaferiort, 
derà  a  muoversi  circolarmente  intorno  al  punto  z^=0  ,  giunto  che  aia  alla  linea  di 
samento,  passerà  allo  strato  superiore  e  descritta  in  esso  una  intera  eireonfereoia 
nello  strato  inferiore ,  dove  ritornerà   al  posto  iniziale  dopo    aver  compiolo    in 
due  precise  circonferenze. 

(3)  La  funzione  w=)Jz  che  poteva  dirsi  a  due  valori  rispetto  al  ponto  mobile  hk  d^ 
può  dirsi  a  valor  um'co  ossia  funzione  monodroma  del  luogo  o  potlo  neUa  i «per/le»r  T» 

La  diversità  con  cui  veggonsi  trattate  x  f  w  mediante  la  T  distesa  sol  piios  à  é 
potrebbe  esprimere  dicendo:  che  i  valori  di  z  vi  si  trovano  proprio  rapprtimlmii mdk  Iw* 
grandeua,  e  cioè  nella  solila  maniera  mercè  la  posizione  dei  punti  rispetto  a  qoeUi  ésW 
ha  i  valori  0,  I,  i  ossia  rispetto  agli  assi  reale  ed  imaginario  ;  mentre  i  valori  di  w^^ 
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Superficie  di  questo  genere  possono  immaginarsi  per  qnali 
i  siano  funzioni  algebriche,  le  quali  tutte  riescono  cosi  trat- 
ibili  come  funzioni  a  valor  unico.  Sebbene  particolarmente 
dalle  allo  studio  di  questa  classe  di  funzioni  e  di  quelle 
he  per  integrazione  ne  scaturiscono  y  nulla  impedisce  di  ima- 
;iDare  cotali  superficie  anche  per  altre  sorta  di  funzioni ,  se  si 
Kwsa  trame  servigi  non  trascurabili  quantunque  meno  rilevanti.  E 
iella  Dissertazione  vengono  appunto  introdotte  per  la  ricerca 
Ielle  proprietà  fondamentali  di  qualsisia  funzione  d'una  varia- 
bile complessa. 

Se  era  da  aspettarsi  che  il   concetto  della  T  per  il  caso 
semplicissimo  della  funzione  w  =  \/z  riuscisse  facilissimo,  non 
6  poi  da  credersi  che  siavi  per  contrario  qualche  essenziale  difiì- 
colti  nel  salire  al  concetto  di  una  T  conveniente  a  qualunque 
iltra  funzione  algebrica;  ogni  difficoltà  può  appianarsi  con  lievi 
suggerimenti  allorché  siensi  premesse  opportune  considerazioni 
circa  le    funzioni    algebriche  (1).  E  nondimeno   è  il   concetto 
di  queste  superficie  che  forma ,  come  asserimmo ,   pel   lettore 
noD  particolarmente    preparato    il    primo    e   più  «  duro   osta- 
colo air  intendere   la  Dissertazione.  E   ciò  perchè  ?  11  perchè , 


^'vnao  MliaDto  individuaiif  e  cioè  dai  ri8peltÌTÌ  ponti  dove  concepisconsi  irremovibilmente 
'tpMi  »  i  quali  punti  non  danno  però  colla  propria  posiiione  alcan'  idea  della  grandena 
^  nkrì  Biedesimi.  Del  retto  vedremo  che ,  senza  alterare  in  una  T  ciò  eh*  essa  ha 
^  fii  euenjiaU  come  slrumenlo  d*  investigazione  delle  proprietà  delle  funzioni  ,  si  pò- 
^'Vtte  concepire  operate  nella  medesima  delle  irasformozioni ,  per  le  quali  in  loogo  della 
^fxnilà  di  trattamento  or  ora  tignificata  ne  risulteranno  delle  altre,  ed  in  partitolarcj  vo- 
ù,  potrà  risultarne  trattata  invece  la  w  come  poco  fa  la  ;r ,  risultarne  cioè  la  T  cosi 
che  si  possa  distendere  sul  piano  B  in  modo  che  tutti  i  punti  dove  per  to  tro- 
^  deposto  uno  stesso  valore  riescano  situati  sopra  il  punto  rappresentativo  del  medesimo 
*ilwt  nel  piano  B.  La  qaal  cosa  debitamente  s' accorda  col  non  alterarsi  1*  essenzialità  di 
"»  relazione,  quaPè  appunto,  per  esempio,  io* — z=sO,  considerando  come  indipendente  V  una 
PiMWochè  1*  altra  delle  due  varibili.  E  per  concepire  più  facilmente  siffatte  trasformazioni 
Pavera  pur  sempre  imaginare  le  superHcie  come  reti ,  di  cui  i  nodi  ne   esprimano  i  punti 

■cMre  i  fili  aleno  variabili  in  lunghezza  flessibili  e  oltrepassabili,  vale  a  dire,  in  sostanza, 

^igiaarle  come  sistemi  di  punti  separali ,  insensibilmente  del  resto ,  tra  loro. 

(i)  Le  considerazioni    da   premetterai   sono  offerte   dalle   ricerche ,  di  cui  riferimmo  , 

ad  tig.  Paiseux.  Perciò  nel  nostro   corso  le  superficie   riemanniane  si   vedranno   Introdotte 

dspo  la  csposiuona  di  dette  ricerehe. 
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a  nostro  avviso ,  si  trova  principalmente  in  questo  :  che  il 
sig.  Riemann  non  fa  salire  in  prima  all'  idea  delle  sue  superficie 
colla  considerazione  di  funzioni  algebriche  (la  qual  cosa  ood 
gli  avrebbe  impedito  di  far  poi  completa  astrazione  da  ogoi 
supposizione  di  espressioni  analitiche  e  di  intraprendere  lo  stu- 
dio delle  funzioni  con  T  unico  dato  di  una  superficie  T  della 
natura  già  riconosciuta  e  sorreggente  un  sistema  general- 
mente continuo  di  valori),  ma  invece  le  introduce  d'un  tratto 
senza  alcun  preambolo  come  destinate  ad  essere  luoghi  rap- 
presentativi per  tutte  le  grandezze  variabili  che  dovranno  cadere 
in  considerazione.  Di  tal  guisa  avviene  che  il  lettore  non  possa 
bene  comprendere,  non  solo  il  perchè  (cui  T  autore  si  rìserba 
di  far  capire  più  tardi),  ma  anche  il  come  sia  da  concepirsi  la 
restrizione  che  nell'  idea  la  più  generale  di  strati  sovrapposti 
e  congiunti  in  sistema  l'autore  subito  introduce,  e  che  si  trovi 
quindi  avvolto  in  dubbi  ed  oscurità  sino  dalle  prime  righe  con- 
cernenti siffatti  luoghi  rappresentativi. 

Ma  affrettiamoci  a  progredire  nel  rendiconto  dei  paragrafi. 
Nel  |.  in  discorso  adunque,  dicliiarata  la  introduzione  delle 
superficie  T,  Y  autore  fissa  il  concetto  dei  funli  di  girameri» 
0  di  diramazione  (1),  di  quei  punti  cioè  (come  quello  nella 
particolare  T  sopra  descritta  pel  quale  i  due  valori  di  |/^ 
confondonsi  in  uno  cioè  hanno  il  valor  zero)  comuni  a  piii 
strati  girando  intorno  ai  quali  si  passa  da  uno  strato  all'  altro; 
un  punto  siffatto  vien  detto  dell' (m — 1)  esimo  ordine  quando 
sia  comune  ad  m  strati ,  od  in  altri  termini ,  quando  girando 
intorno  ad  esso  un  punto  mobile  nella  superficie  debba  coin- 
piere  m  giri  per  ritornare  nello  stesso  strato  e  posto  d'  onde 
sia  partito.  E   siccome   suppone  che   la  data    T  possa   anche 


(I)  Li  chiama  Windungipunkte  o  Verzwetgvngipunkie,  Nella  tradaiione  italiana  drih 
Dittertazione  sono  chiamoti  di  giramento;  nella  Memoria  poi  Sopra  Ir  fknzioni  algehriekt  M 
una  variabile  eompleua  (Annali  dell'  Univ.  Tose.  Tomo  7  ,  1863)  il  prof.  BetU,  sema  d*il- 
tronde  riportarsi  alle  superficie  T,  li  chiama  punii  di  diramazione.  Essi  sono  i  ponti  intorM 
ai  quali  si  effettuano  le  sostituzioni  mensionate  quando  riferimmo  salle  rieerebe  del  tlg.  Paitrai 
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coprire  soltanto  una  porzione  finita  del  plano  A  (i) ,  accenna 
che  ona  siffatta  T  riesce  o  completamente  determinata  o  limi- 
tata ad  un  numero  finito  di  forme  differenti  quando  ne  siano 
dati  sul  piano  A  la  posizione  e  il  senso  (cioè  da  qual  banda 
rispetto  ad  esso  giaccia  la  superficie)  del  contorno  e  la  posi- 
rione  dei  punti  di  diramazione. 

Nei  §.  6  studia  queste  superficie  per  rispetto  alla  loro 
coDoessione.  Egli  dice  che  evvi  connessione  (Zusammenhang),  os- 
sia che  sono  tra  loro  connesse  due  parti  di  superficie ,  quando 
da  un  punto  dell'  una  si  possa  condurre  una  linea  che  senza 
uscire  dalla  superficie  vada  ad  un  punto  dell'  altra.  La  con- 
nessione costituisce  ciò  che  v'  ha  di  più  essenziale  in  queste 
soperficie  come  strumenti  d' investigazione  delle  proprietà  delle 
foDxioni;  perciò  siffatto  studio  è  una  preparazione  di  cardinale 
importanza.  Esso  vien  fatto  mediante  i  tagli  trasversali.  Taglio 
Pnmersale  (Querschnitt)  vien  detto  dall'autore  un  taglio  che 
s' imagini  fatto  lungo  una  lìnea  la  quale  partendo  da  un  punto 
del  contorno  e  traversando  la  superficie  senza  passare  più 
volte  per  uno  stesso  punto  termini  ancora  ad  un  punto  del 
eoDiorno ,  che  potrebbe  anche  essere  uno  de'  suoi  stessi  punti 
precedenti.  Noi  qui  ci  limiteremo  a  notare ,  che  vien  stabilito 
il  concetto  dell'  ordine  della  connessione  ;  e  che  quindi  1'  autore 
distìngue  le  superficie  (composte  di  un  sol  pezzo)  in  semplice- 
wnte  f    doppiamente  ,  .  .  .    connesse  ,   chiamando   n  uplicemente 


(I)  Dobbiamo  ami  far  riflettere  essere  precisamente  anche  questa  (cioè  che  ona  fun- 
sia  data  aiiehef#oltanlo  pei  valori  di  z  corrispoDdenti  a  porzioni  di  A)  una  supposi- 
b  evi  imporla  di  mettersi  per  ano  studio  affatto  generale  delle  funzioni.  Egli  è  quindi 
^stfHsta  ssppoaiiione  che  il  sig.  Riemann  comincia  e  seguila  quasi  sempre  nella  Dinertazùme 
^  csMtpìra  le  soperflcie  T,  Dobbiamo  dunque  imaginare  che  di  ogni  strato,  il  quale  potrebbe 
inllailo,  ana  porzione  finita  soltanto  entri  a  comporre  la  T  che  nella  detta  supposi- 
s*  imsgina  distesa  sul  piano  A,  Polendo  però  di  tal  guisa  ogni  strato  avere  una  con- 
e  ail«aaiOBe  sopra  A  diversa  quanto  piace  da  quelle  degli  altri  strati,  è  manifesto: 
I  coaecUo  gCBcrale  di  una  T  coprente  soltanto  una  porzione  del  piano  il  ha  in  se  ancor 
iadetcrniaazioDe  del  concetto  generale  di  una  T  che  debba  coprire  interamente  il 
J;  e  ehe  perciò  la  detta  supposizione  doveva  ancor  più  aggravare  ladiflicolti  di  for- 
di  tal  soMidio  geometrico  una  chiara  idea. 


connessa  (n  fach  zusammenhaDgend)  uoa  superficie  la  quale  per 
mezzo  di  n — 1  tagli  trasversali  può  ridursi  in  una  semplicmenk 
connessa  ;  vale  dire  in  una  che  da  qualsiasi  taglio  trasversale 
sarebbe  divisa  in  due  pezzi  (ossia  parti  non  più  connesse)  (1). 
Nei  §§.  7,  8,  9  espone  quei  teoremi  sugli  integrali  relatiTi 
a  contorni  di  superficie  ,  i  quali,  indicati  da  Cauchy  nei  pii 
volte  addotti  Comptes  R.  del  2  Sem.  1846»  ed  in  parte  conteDod 
in  certo  qual  modo  nella  Memoria  di  Gauss  che  fra  breve  ci- 
teremo ,  già  segnalammo  come  fondamentali  nella  teorica  delle 


(I)  La  soperflcie  di  on  cerchio  è  semplicemente  connessa;  quella  racchiusa  fra  daecfr* 
conferenze  concentriche  (situale  s*  intende  in  nn  medesimo  piano)  è  doppiameBlo  cousiii* 

Ma,  per  far  comf>rendere  come  si  possano  applicare  le  accennate  noxioni  al  caso  di  M 
snperficie  (quale  potrebbe  supporsi  qualunque    T)  illimitata  in  ogni   senso  «  od  al  ctfoA 
una  superficie  di  estensione  limitala  ma  senza  contorno  cioè  di  traa  snperficie  chiosi  (coat 
sarebbe  una  sfera),  bisogna  aggiungere  qualche  suggerimento^  la  cai  mancania  coneorre  pvt 
a  crescere  le  difficoltà  di  questa  parte  della  Digtertazione  ,  e  che  perciò  crediamo  beae  H 
qui  dare.  Cominciamo  a  riflettere  potersi  adottare^  oltre  la  solita  in  un  piano,  infinite  aHR 
rapprescntaiioni  dei  valori,  se  cosi   si  vuol    dire ,  d'  una  Tariabile  indipendente,  od  il  akri 
termini ,  dei  numeri  complessi  tutti  quanti    mediante  superficie.  Gi4  in  uso  è  la  segMil^ 
Al  disotto  del  solito  piano  s' imagini  una  sfera  che  lo  tocchi  nel  ponto  0  ,  e  dal  ponto  fi^ 
basso  di  questa  sfera  condotta  la  retta  al  punto  z  del  piano  :  il  punto    dove  la   retta  in* 
versa  la  sfera   si  risguardi   come  il  rappresentativo  del  numero  complesso  z  sa  qoaM  *>" 
perfide.  SI  può  notare    che  così  tutti  i  punti    del  piano  Infinitamente  lontani  dal  poaloti 
ossia  tutti  i  valori  infiniti  di  una  variabile,  vengono  nella  sfera  rappresentati  dall*  onico  <fe* 
terminato  punto  più  basso,  e  possono  quindi  scusa  difficoltà  concepirsi  come  no  solo,  e  ip^ 
direi  determinato,  valore.  Se  la  sfera  si  supporrà    di  raggio  infinitamente  grande ,  Q  M^ 
luogo  di  rappresentazione  non  sarà  altro  ancora  che  il  solito  piano  ,  consideralo  però  t0^ 
una  superficie  che  si  chiude  all'  infinito.  Qualunque  T  illimitata  potrà  quindi  del  pari  eooii- 
derarsi  come  chiusa  ali*  infinito  cioè  come  formata  di  strati  sferici  di  raggio  infinito;  o,  se  ptt 
piace  ,  trasformata  in  una  T  a  strati  sferici  di  raggio  finito.  Or  bene  finalmente,  per  i^ 
plicare  le  notioni ,  che  già  dissimo  ,  ad  uno  superficie  senta  contorno  ,  s*  imagiBi  in  priM 
staccato  della  medesima  un  punto,  ossia  una  porzioncella  od  elemento  isfinilomenle  pietsiij 
e  la  linea  infinitesima  del  distacco  si   risguardi  come  contorno  della   superficie, 
questo  precetto  si  riconosce  ,  per  esempio  ,  che  la   superficie  di    un*  anello  è   iriplii 
eonnetia,  riducendosi  essa  ad  una  itmpUeemente  c(mnei$a  mediante  on    taglio    trasvenale, 
avente  principio    e  termine    nel  foro    infinitesimo  da    imaginarsi    nella    soperfieie*  ed   m 
secondo  taglio  dalP  uno  all'  altro  degli  orli  del  primo.  Invece  la  Timaginala  per  sd*—- s^f^ 
ossia  un  sistema  di  due  strati  sferici  connessi  nella   deseritta  maniera    luogo  od'  orco  dM 
dal  punto  0  va  al  punto  opposto  cioè  ob,  si  trova  essere  semplicemente  connesso. 

Vogliamo  infine  osservare  essere  onicamente  per  brevità  e  ehiaresaa  che  ti  féee  rieono 
a  snperficie  sferica  e  non  ad  altra  qualunque  d*  egoal  natura  rispetto  a  conoenioiie»  •  elM 
la  si  concepì  a  contatto  del  piano  e  nel  punto  0. 


1» 

fanzìoni.  Ma  nella  Dissertazione  anche  i  teoremi  già  dati  da 
Canchy  »  esposti  opportunamente  con  quelle  più  circostanziate 
determinazioDi  che  convengono  alla  teorica  da  svilupparsi  ed 
ai  sussidi  geometrici  introdotti ,  mentre  abbracciano  affatto 
similmente  insieme  il  caso  di  funzioni  ad  un  valore  e  quello  di 
foozioni  a  più  valori»  prendono  un  signiGcato  più  preciso  e  di  più 
pronta  applicabilità  alla  teorica  stessa.  Per  apprezzare  nella 
sua  interezza  la  generalità  con  cui  Y  autore  stabilisce  questi 
teoremi ,  non  che  tutte  le  speculazioni  successive ,  devesi  ben 
finare  che  i  dati  da  lui  supposti  non  sono  mai  espressioni 
asalitiche ,  ma  soltanto  sistemi  generalmente  continui  di  valori 
difitriboiti  per  tutti  i  punti  di  una  superficie  T  (di  estensione 
Gsita  0  infinita)  supposta  data  (1). 

Egli  è  sul  finire  del  §.  9  che  emerge  nel  suo  punto  più 
eneoziale  la  influenza  dell'  ordine  di  connessione  di  una  su- 
pericie  impiegata  come  luogo  rappresentativo  neir  analisi  delle 
hozioni.  W  integrale  quivi  considerato  preso  da  un  punto 
ìho  0»  al  punto  mobile  0  in  T  riesce  (per  semplicità  negli- 
(Mido  affatto  i  casi  di  discontinuità  ) ,  quando  T  sia  semplice- 
■ente  connessa»  indipendente  dal  cammino  d' integrazione  e  di- 
peodonte  solo  dalla  posizione  di  0  (2)  e  può  risguardarsi  come 


(I)  Q«iiiiii  per  efCMpio  alJorehè  dice  .*  Sia  X  una  funzioae  di  m,y  Mila  iuperfieit  T » 

^  k  liduiBcaKe  non  altro  da  iolendere   se  noo  che  X  ha  da  avere  generalmente    in  ogni 

^  T  un  determinato  valore.  La  funzione  X  poi»  come  d*  ordinario,  vico  delta  eon/i- 

■  T,  od  in  ana  sua  parte,  quando  il  valor  tuo  vari  in  modo  continuo  da  punto  a  punto 

^pvlalto  in  Tf  o  soltanto  in  quella  sua  parie  ;  diicontinua  lungo  una  linea  quando  1)  va- 

^caaU  faraacnnente  passando  da  punti  situali  da  una  banda  della  linea    a  punti  situati 

^ilm;  ecc. 

(I)  Scelto  sa  eanmlno  «|  da  O0  ad  0 ,  qualunque  altro  «^  P^re  da  Oq  ad  0 ,  preso 
^fciiiuuii  contrtri^  per  il  che  scriveremo  — s^ ,  forma  con  8^  un  cammino  rientrante 
rH  ^  M  ana  superficie  MempUeemente  connessa  può  sempre  risguardarsi  come  T  infero 
""Mwas  di  «M  ponione  della  medesimo.  Perciò  il  considerato  integrale  preso  lungo  «| — s^ 
in  aallo,  qniodi  preso  lungo  S|  dà  risultato  contrario  di  quello  che  prendendolo  lungo 
^1  •  risaltalo  ìdentleo  a  quello  che  si  ha  prendendolo  lungo  s^. 

IMrt  che  dne  cammini  costituiscono  1*  intero  contorno  dì  una  porzione  di  superficie 
"■■iSfinmit  connessa  vale  quanto  dire  che  l' uno ,  rimanendo  pur  sempre  ncll*  intemo  di 
^  psniooe  «  può  deformarsi   a  poco   a  poco   in  guisa    du  ridursi   a  totale  eoincidenza 
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una   funzione  dì  x  e  y  avente   un  solo   valore  e  finita  e  con- 
tinua  dappertutto   in   T.  Se   invece    T  sarà    multiplicemeDla 
connessa ,    Y  integrale    potrà  avere    in    ogni  punto  di    T  una 
infinità  di  valori  differenti   tra  loro  di   multipli   interi  di  certa 
costanti.  Questa  infinità  di  valori  si  potrà  togliere  riducendola 
T  con  tagli  trasversali  in  una  semplicemente  connessa  P  (<); 
ma  r  integrale  avrà  allora  in  ogni  due  punti  combaciantisi  degli 
orli  di  ciascun  taglio  valori  differenti  tra  loro  di  una  quaotili    i 
finita ,    che    rimarrà    costante    lungo    tutto  uno    stesso   taglte    ] 
(  supposto    che    nessuno  di  essi  sia  stato   diviso  in   poniofli 
da  qualcuno  de'  tagli  fatti  dopo)  e  sarà  una  delle  costanti  testé    : 
nominate.  Il  numero  di    queste  costanti  o    moduli   di  periodi- 
cità (2)  eguaglia  il  numero  dei  tagli   occorrenti    ed    è   quiodi 
n — 1  per  una  T  n  uplicemente  connessa. 

Stabilite  ormai  quelle  cose  che  avvertiva  di  dover  pre* 
mettere  per  rendere  più  agevoli  le  proprie  ricerche ,  ¥  autore 
passa  air  esposizione  delle  proprietà  delle  funzioni  componeotif 
cioè  delle  funzioni  ti  che  nella  superficie  T  (3)  debbano  i^ 
generale  (vale  a  dire  senza  escludere  eccezioni  per  punti  ^ 
linee  singolari)  soddisfare  T  equazione 

Questa  equazione  può  considerarsi   come  un  caso   particola^ 
della 

In  una  superficie  multiplicemente    connessa    siffalta   riduiionc   eessa  di 
possibile  ;  come ,  per  esempio ,  in  una  superficie  circonscritta  da  due  circonfereiiie 
triche  quando  le  linee  i\  e  «|  comprendano  tra  loro  la  circonferema  minore. 

(I)  Ed  obbligando,  già  s*  intende,  il  punto  mobile  0  a  rimanere  entro  V,  cioè  a 
poter  traversore  i  tagli  imaginati. 

(S)  La  espressione  moduto  di  periodicità,  che  cominciammo  ad  usare  sino  dalle 
del  sig.  Puiseux,  é  del  sig.  Riemann ,  che  però  la  introduce  più  tardi  e  cioè  oella 
der  AbeV  tehen  Funetionen, 

(3)  S' intende  una  T  affatto  qualunque,  sulla  quale,  ci  sia  permesso  ripelerlo,  t^hà  é0 
imaginare  esistente  (deposto)  un  sistema  qualunque  di  valori  varianti  da  punto  a  paolo  fai 
modo  da  soddisfare  la  equaiione  delle  funiioni  componenti. 
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lUa  quale  soddisfa  il  potenziale  V  nei  punti  situati  fuori  della 
lassa  a  coi  si  riferisce.  Perciò,  colla  supposizione  z= Costante, 
i  possono  trasportare  nel  campo  delle  funzioni  ti  i  risultati 
DUeoati  da  Gaoss  nella  Memoria  AUgemeine  LehrsiUze  in  Bezie- 
ìmg  auf  die  im  verhehnm  VerhiUtnisse  des  Quadrats  der  Entfer- 
wmg  wirkenden  Anziekungs-und  Abstossungs-Kràfte  (1).  Però,  seb- 
bene la  Disseriazione  dipenda  intimamente,  non  che  per  la  coin- 
ddeou  delle  equazioni,  anche  per  i  modi  delle  considerazioni 
da  sifialta  Memoria ,  noi  ci  contenteremo  di  aver  accennata 
questa  dipendenza  e  proseguiremo  V  intrapreso  rendiconto  della 
Bmertazione. 

Alle  proprietà  generali  delle  funzioni  u  sono  dedicati  i  §§.  10 
e  il.  Ammettendo  che  la  funzione  ti  e  le  sue  derivate  prime 
DOD  abbiano  discontinuità  lungo  una  linea ,  e  che ,  per  ogni 
punto  dove  possano  essere  discontinue,  colla  distanza  p  del  punto 

0  dallo  stesso,  divengano  infinitamente  piccoli  i  prodotti  p  r-  ^ 

P-;  aomiettendo  in  oltre  che   la  superficie    T  consti  d'  un 

solo  strato ,  stabilisce  quelle  formole  fondamentali  che  espri- 
moDo  il  valore  di  ti  in  un  punto  qualunque  di  T ,  dove  ti  sia 
coDtioua,  mediante  un'  integrale  formato  lungo  il  contorno  di  T, 
od  io  particolare  lungo  una  circonferenza  descritta  intorno  al 
detto  punto  come  centro.  Può  quindi  enunciare  il  teorema , 
cbe,  Delle  condizioni  ammesse,  la  funzione  ti  e  le  sue  derivate  sono 
necessariamente  finite  e  continue  per  tutti  ì  punti  di  T  (2).  Nelle 


(I)  McnMrui  conlenoUi  nel  Tolometto  dei  RetuUaie  aus  den  Beobaehtungen  det  magneti» 
"^  Ytrtint  dell'  anno  1839  (pubblicato  a  Lipsia  nel  1840),  e  riprodotta  in  lingua  fran- 
^  Mi  tono  7  del  giorn.  di  LIouTille. 

U  ittidio  di  quetla  Memoria  sarebbe  stato  il  più  idoneo  cbe,  per  penetrare  con  minor 
"iVeplli  nella  Dufferfturtone,  avremmo  creduto  di  poter  suggerire,  se  non  fossero  soprav? e- 
^  k  pabblieationi,  ebe  Indieberemo,  dei  discepoli  del  sig.  Riemann  e  di  altri  benemeriti 

(Q  Qai,  eome  in  segnilo  per  to  ,  sono  escluse  dalla  considerazione  le  discontinnitù  che 
P***Bo  togliersi  mutando  il  valor  della  funsiooe  in  punii  separati.  Una  discontinuità  di 
!*au  torta  nascerebbe  (per  fissar  le  idee)  per    la  funzione   u  delle  variabili   reali   x  e  y 
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Stesse  eoDdizioni  espone  snccessivamente  i  seguenti  teoremi  : 

Se  u  e  —  (1)  sono  nulle  in  tutti  i  punti  di  una   linea ,  u  ò 
dp 

dtf 
nulla  dappertutto  in  T;  Se  i  valori  di  ti  e  —  sono  dati  in  tutti 

dp 

i  punti  di  una  linea ,  u  rimane  determinata  anche  io  tatti  gli 

altri  punti  di  T;  I  punti  dì  T  nei  quali  u  ha  uno  stesso  dato 

valore  formano  necessariamente,  quando  ti  non  è  dappertutto 

costante»  linee  chA  separano  una  parte  di  superficie  dove  u  ha 

valori  più  grandi  da  un'  altra  dove  ha  valori  più  piccoli. 

Terminando  col  §.  11  la  preparatoria  esposizione   di  prOf 

prieta  delle  funzioni   componenti ,  V  autore  passa  allo   studio 

delle  funzioni  complete  ,  vale  a  dire  di  una  qualsiasi   quantità 

complessa  w=U'{'VÌ  che  in  generale  (cioè  senza  escludere  et^ 

cezioni  ia  linee  o  punti  singolari)  ha  per  ogni  punto    0  di  7* 

un  valor  determinato  il  quale  varia  colla   posizione  di    questo 

punto  in  modo  da  soddisfare  alle  equazioni 

du  _dv       du  _      3t; 
dx~  dy    '    dy~~  dx 

Principia  colla  supposizione»  e  ciò  nei  §|.  12  e  13»  che 
T  sia  semplicemente  connessa  e  costituita  d'  un  solo  strafa 
Nel  primo  di  questi  paragrafi  dimostra  il  teorema:  Se  ir  doo 
ha  discontinuità  lungo  linee»  e  per  un  punto  qualunque  (X  di 
T,  dove  sia  «==2',  il  prodotto  di  2 — 2'  per  w  diviene  infinito- 
mente  piccolo  coir  accostarsi  infinitamente  di  0  ad  (K  »  b 
funzione  w  e  tutte  le  sue  derivate  sono  finite  e  continue  dap- 
pertutto in  T.  Nel  secondo»  considerando  il  caso  in  cui  il  prò* 


qnalora  un  punto  della  saperficie ,  che  nel  sistema  carteaiano  dovesse  corrispoBdert  tV«* 
passione  u^s*u(x,}f)f  distaecandosi  dalla  medeainia  si  portasse  a  maggiore  e  mìmt 
dal  piano  delle  coordinate  or  e  y. 

(I)  Già  sino  dal  $.  8  V  autore  imagina  deterninata  la  posiiioRe  dei  ponti   in  T 
mediante  una  porzione  t  di  linea  fissa  (  per  lo  più    il  contorno  )  ed  una   poniooe  p 
normale  alla  linea  nel  termine  mobile  di  t.  Ed  è  in  quell*  occasione  che  fissa  «na  toUs  f^ 
sempre  in  qual  diretione  debbasi  risguardare  come   crescente  la    lunghezza  delia 
variabile  del  contorno  {direzione  potiiiva  del  cofUomo). 
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dotto  di  w  per  la  prima  potenza  di  z—z^,  non  tenda  a  zero 
con  questa  differenza,  dimostra  che,  se  può  trovarsi  (1)  una 
potenza  di  z — z^  d'  esponente  finito  la  quale  moltiplicata  per  w 
dia  un  prodotto  tendente  ancora  a  zero  con  z — z^  la  funzione 
w  sarà  tale  che>  sottraendone  una  frazione  razionale  della  forma 


(In— .1 
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doTe  a^,  0^9 ... ,  a»^!  designano  costanti ,  si   avrà   una  fun- 
zione che  rimarrà  continua  e  finita  nel  punto  0^ 

Nel  §.14  comincia  a  far  riflettere  che  i  teoremi  dei  due 
paragrafi  precedenti  sussistono  generalmente  anche  quando  la 
superficie  T  sia  composta  di  più  strati.  Imperocché ,  fissato  in 
una  T  qualunque  un  qualsivoglia  punto ,  si  può  imaginare  di- 
staccato dalla  medesima  un  pezzo  che  comprenda  questo  punto 
e  che  considerato  isolatamente  sia  una  superficie  ad  un  solo 
strato ,  eccetto  solo  il  caso  in  cui  il  punto  fissato  fosse  di  di- 
ramazione. E  pertanto,  lasciata  in  disparte  la  supposizione  che 
T  consti  d'  un  solo  strato  ,  esamina  questo  caso ,  e  conchiude 
cbe  i  teoremi  precedenti  sussistono  egualmente  anche  quando 
O'  sia  punto  di  diramazione  dell' (n—1) esimo  ordine,  purché 

si  sostituisca  {z—z^y  a  z—z^. 

Nel  §.15  imagina  che  la  dipendenza  fra  z  ed  una  fun- 
zione w=U'\-vi  di  Zf  avente  un  valore  determinato  per  ogni 
punto  0  della  superficie  T  distesa  sul  piano  A ,  venga  anche 
^ppresentata  mediante  una  superficie  S  distesa  sul  piano  B. 
I^Brciò  imagina  che  ad  ogni  punto  0  di  T  debba  corrispondere 
^Q  ponto  Q ,  che  occupi  al  disopra  del  piano  B  la  posizione 
determinata  dalle  coordinate  u,  v.  U  insieme  dei  punti  Q  for- 
nirà Is^  superficie  S  (2).  Mettendo  in  evidenza  che  w  non 
pilo  essere  costante  lungo  una  linea  senza  essere  dappertutto 
alante ,  può  asserire  che  Q  si  muoverà  sempre ,  e  ge- 
li) Come  fedremo,  non  si  potrebbe  non  trovare,  a  meno  che  io  fosse  dappertutto  infinita. 
iS)  k  qnesU  superficie  gift  facemmo  allusione  come  di  una  trasformata  della  T. 


neralmente  ìd  modo  continuo ,  con  0.  E  conchiude  in- 
somma ,  circa  la  nuova  superficie  ,  che  il  contorno  suo  cor- 
risponde al  contorno  di  T  ed  ai  siti  di  discontinuità,  e  che 
per  essa  si  verifica  la  restrizione  presupposta  originariamente 
per  T  nel  principiare  il  §.  5.  E  la  z,  avendo  per  ogni  punto 
Q  un  valore  determinato  che  al  muoversi  di  Q  varia  con  eoo- 

dz 
tinnita  ed  in  guisa  che—  riesce  indipendente   dalla  direzione 

del  moto,  la  z  dunque  risulta  funzione  della  variabile  complessa 
w  per  il   campo    rappresentato   dalla   superficie  S.   Denotando 
inoltre  con  (X  e  (^  due  punti  corrispondentisi  in  T  ed  S  nei 
quali  sia  z=^z'  e  w=^w',  coli'  avvicinarsi  di  0  a  0^  tenderà  a. 
limite  finito  il  rapporto 

7  > 

z—v 

ogniqualvolta  (y  e  (?'  non  siano  punti  di  diramazione»  ovvero 
il  rapporto 


4 


(to— «/)' 

I 

{z—z'Y 

ogniqualvolta  sieno  punti  di  diramazione,  (X  dell'ordine  (m—l)fi- 
Simo  e  Q'  dell'  ordine  (n—1)  esimo. 

Nei  restanti  paragrafi  della  Dissertazione  trovasi  esposto  ed 
applicato  quel  principio,  che  V  autore  nelle  posteriori  pubblica- 
zioni intitola  da  Dirichlet. 

È  questo  precisamente  lo  strumento  con  cui  il  sig.  Riemaon 
rese  possibile  più  in  generale  quella  determinazione  delle  fon" 
zioni,  per  mezzo  di  opportuni  sistemi  di  condizioni  strettameole 
necessarie  e  sufficienti,  la  quale,  indipendente  dal  dato  di  odi 
espressione  analitica,  permette ,  come  già  dicemmo ,  di  trat- 
tare le  questioni  più  col  puro  ragionamento  che  col  calcolo- 
li  principio  di  Dirichlet  come  stromento  analitico,  al  pari  dello 
superficie  T  come  sussidio  geometrico ,  è  affatto   caratteristico 
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delU  teorica  delle  funzioni  professata  in  Gottinga.  Palla  astra- 
iioue  dall' as|)et[o  |jÌìb  o  meno  diverso  che  vengono  ad  assumere 
per  la  indipendenza  espressamente  dichiarala  e  mantenuta  da 
ogni  sapposizione  di  espressioni  analitiche,  per  I' originalità  del 
sussìdio  geometrico  e  dell'  intero  complesso  dei  modi  di  ri- 
{Dariiare  ed  esprimere  le  proposizioni,  e  per  il  posto  che  ven- 
nero ad  assumere  nel  compatto  ordinamento  creato  dal  sig.  Rie- 
Mon,  i  rìsultamenli  (iHalitict  dati  per  le  funzioni  w  nel  paragrafi 
precedenti  si  riscontrano  già  anche  nella  scuola  di  Cauchy  (1)  ; 
DeDlre  dal  principio  di  Dirichlet  in  avanti  cominciano  a  fìgu- 
tire  per  esse  funzioni  risultati  veramente  nuovi. 

iBtitolaDdo  da  Dirichlet  il  principio  in  discorso,  il  sig.  Riemann 
nlle  con  meritato  riguardo  ricordare  che  quel  profondo  ana- 
lista, mosso  probabilmente  da  un  pensiero  somigliante  di  Gauss, 
Mieta  dare  tal  principio  nelle  proprie  lezioni  sulle  forze  agenti 
in  ragione  inversa  dei  quadrali  delle  distanze.  Ma,  in  attenenza 
eoo  siffatto  principio,  Dirichlet  non  dava  alle  stampe  che  il  breve 
vtìcolo  Sur  un  moijcn  de  véri^er  V  expression  du  pntentiel  rélalif 
à  wu  masse  quekonque,  homogétie  ou  hélérogène  (2),  dove  faceva 
vedere  cbe  il  potenziale  può  concepirsi  determinato  ,  indipen- 
deniemente  da  ogni  sua  espressione  analitica,  mediante  la  nota 
equazione  alle  derivate  parziali  del  second'  ordine  ed  alcune 
condiiioni ,  alle  quali  soddisfanno  il  polenziale  e  le  sue  prime 
feritale  ,  e  che  alTermano  semplicemente  la  continuità  e  la 
inutdezza  finita  dei  valori. 

La  iniziativa  di  Dirichlet  non  toglie  che  debba  parere  mi- 
nbile  la  perspicacia  del  sig.  Riemann  ,  che  ravvisa  la  estesa 
ipplicabilità  di  siffatto  principio,  e  che,  per  poterlo  convenien* 
leteente  introdurre  nella  teorica  generale  delle  funzioni,  deve 
prendere  in  considerazione  principalmenle  un  caso  al   quale  il 


mi'  adc£uBlD  uppreiiamcnli 
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principio  stesso  nella  forma  semplicissima  d'  allora  non  è  ap- 
plicabile ;  il  caso  cioè  in  cui  la  funzione  non  rimanga  finita  e 
continua  dappertutto  nella  estensione  (superficie  7)  dove  sìa 
da  considerare  y  ma  debba  in  certi  luoghi  diventare  infinita  od 
ammettere  discontinuità  finite.  Come  per  le  superficie  di  rap- 
presentazione ,  cosi  pel  principio  di  Dirichlet  non  entreremo 
in  tutti  i  dettagli  occorrenti  per  darne  quel  complessivo 
concetto  generale  che  n'  è  deposto  nella  Dissertazione.  Epperò 
ci  limiteremo,  in  primo  luogo,  a  dire  che  il  principio  sta  nel 
dimostrare  che  esiste  una,  ed  una  sola,  funzione  soddisfacente 
a  date  condizioni,  mediante  la  considerazione  di  un  integrale, 
il  quale  ,  mutando  una  funzione  contenutavi  ed  obbligata  sol- 
tanto ad  una  parte  delle  condizioni  anzidette  ,  deve  prendere 
un  valor  minimo  ,  e  non  può  prenderlo  che  per  una  sola  fra  ^ 
tutte  le  funzioni  della  contemplata  categoria  ;  ed  in  secondi 
luogo,  a  dare  un'  idea  del  posto  eh'  esso  principio  piglia  nell 
teorica  delle  funzioni  coli'  esporre  qualcuna  delle  determin 
zioni  che  ne  provengono. 

Cominciando  dal  caso  più  semplice ,  imaginiamo  una 
semplicemente  connessa.  Il  principio  di  Dirichlet  insegna,  cb^0> 
se  una  funzione  u?  =  t*4"^*  di  z  dev'essere  finita  e  contìo^^* 
dappertutto  in  T ,  essa  rimane  in  T  completamente  detern^i* 
nata  dati  che  siano  i  valori  di  u  lungo  il  contorno  di  T  CA^ 
ed  il  valore  di  v  in  un  solo  punto ,  qualsivoglia ,  di  T.  ^ 
non   soltanto   insegna   che   le   dette    condizioni    non    con 


(1)  Per  fissare  le  idee  può  giovar  il  concepire  che  la  T  (distesa  gift  s*  ioli 
sopra  A)  consti  anche  di  un  solo  strato ,  come  sarebbe  una  porzione  di  piano  contor 
da  una  circonferenza,  o  da  una  ellisse  ,  ecc.  Esprimendo  9,  come  d'  ordinario*  U  longb 
della  porzione  variabile  di  contorno  che  principia  in  un  punto  fisso  e  termina  in  un  p 
mobile ,  ed  s  la  lunghezza  totale  del  contorno ,  si  potrà  imaginare  che  i  valori  di  «  ^ 
concepirsi  distribuiti  lungo  il  contorno,  vengano  somministrati  da  una  data  funzione  co 
nua  e  reale  della  variabile  i ,  avente  per  9=m  lo  stesso  valore  che  per  f«=0. 

É  forse  superfluo  1*  avvertire   che ,  invece    di  sopporre  dati  i    valori  di  « ,  si 
sopporre  dati  quelli  di  o,  ossia  che,  nel   qui    consideralo  come    nei    successivi  tisleflii 
condizioni  determinanti  io,  si  potranno  scambiare  Ira  loro  qoelle  che  si  riferiseono  ad  « 
quelle  che  si  riferiscono  a  o. 


goDo  meno  di  quanto  abbisogni  per  la  determinazione  dì  uiij 
funzione  ;  ma  che  anche  non  contengono  di  più  ,  vale  a  dire  ;* 
cbe^  qualunque  sìa  la  successione  continua  di  valori  che  piaccia 
di  fissare  per  u  lungo  il  contorno  e  qualunque  sìa  il  valore 
che  vogliasi  fissare  per  v  in  un  punto  di  T,  esiste  pur  sempre 
una  corrispondente  funzione  tv  finita  e  contìnua  dappertutto  in 
T.  Se ,  per  istituire  un  confronto  ,  sì  volesse  invece  concepire 
Jeterminala  la  w  col  supporre  dati  i  suoi  valori  (il  che  è  quanto 
dire  i  valori  simultanei  di  u  e  v)  lungo  una  linea  /  tracciata 
«atro  T  (1):  questo  complesso  di  dati  eccederebbe  il  bisogno, 
e  sarebbe  quindi  anche  soggetto  all'inconveniente  che  una  parte 
dei  medesimi  potrebbe  ripugnare  all'  altra  parte.  Ed  invero  , 
per  quanto  breve  si  volesse  supporre  la  linea  I,  la  funzione  f» 
rimarrebbe  ancora  totalmente  determinata  supponendone  dati  i 
Valori  anche  soltanto  in  una  poizione  /,  di  ;,  piccola  quanto 
5i  vuole  purché  finita  ;  epperò  i  valori  di  w  nella  restante 
porzione  l — /j  non  potrebbero  più  prendersi  arbitrariamente. 

Se,  invece  di  supporre  che  w  debba  rimanere  finita  e 
coDlinua  dappertutto  in  T,  adesso  si  suppone  che  debba  diven- 
ire infinita  in  alcuni  determinati  punti  ,  rimanendo  dovunque 
&Urove  (sempre  ben' Inteso  in  T)  finita  e  continuali!  principio 
di  Dirichlel  insegna  ,  che  come  àati  suadenti  e  non  soprabbon- 
^'onit  per  determinare  w  possono  assumersi  i  seguenti:  ì.  per 
*^Sni  punto,  dove  w  debba  diventare  infinita,  una  funzione  che 
**i  divenga  infinita  come  hi  (2);  2.  i  valori  di  u  lungo  il  con- 
torno; 3.  il  valore  di  v  in  un  punto. 

il)  Che  cJA  bmi  a  de  termi  nnrt  ai  «  puA,  rrH  i  viri  modi,  d»uin«r<  di  ae  leoremi  del 
^    1^  M  una  faiuloiui  w,  pure  Itnitn  e  u)nl>nii«  in  T  avcue  in  (  gli   alcui  latori  di  k>  , 
IT, — u  Mmbiie  cotlanle  e  cioè  iiullu  in  ',  e  quiiidì  tiulla  Jypjicrlullo  iu  T*. 
&c  ia  an  punici ,  dove  il  vdqre  iti  :   foiec   :'  la  funiione  w   doveisc    divenloN  in- 
mt  b  IMiione  raiionili 


^nMa  La  fnniione  clis  di  rrgola  ronvriTrl'be  lup^rrc    dai*  come  i 
di  naiporlirri  di  w  nel  delia  ponto. 
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Se,  per  contemplare  un  caso  ancora  un  po' più  generale» 
si  suppone  che  la  T  sia  multiplicemente  connessa,  e  dicasi  T 
una  semplicemente  connessa  alla  quale  la  prima  si  rìdoca 
mediante  tagli  trasversali  ;  e  si  supponga  che  w  debba  diven- 
tare infinita  in  alcuni  determinati  punti  di  T,  ed  avere  in  ogni 
due  punti  combaciantisi  degli  orli  di  ciascun  taglio  valori  dif- 
ferenti tra  loro  di  una  quantità  finita  e  costante  (modulo  di 
periodicità)  lungo  tutto  uno  stesso  taglio  (1)  :  il  principio  di 
Dirichlet  insegna  che  come  dati  sufficienti  e  non  sopràbbondumli 
per  determinare  w  possono  assumersi  i  seguenti:  1.  per  ogni 
punto,  dove  w  debba  diventare  infinita,  una  funzione  che  ivi 
divenga  infinita  come  w  ;  %  per  ogni  taglio  trasversale  la  parte 
reale  della  differenza  costante  su  nominata  ;  3.  i  valori  di  «- 
lungo  il  contorno  (di  T);  4.  il  valore  di  v  in  un  punto. 

Se  la  superficie   T   fosse   illimitata  ossia ,   concependo! 
come  una  superficie   chiusa ,  fosse    composta  di  strati  sferit^"^ 
completi;  allora,  per    rendere   ad  essa  applicabili   le   diaosii 
esposte  determinazioni  di  w,  basterà  imaginare  (come  dicemoM^^ 
che  dalla  medesima  si  stacchi  un  punto   od  elemento   infinita 
Simo ,  e  considerare  la  linea  infinitesima  del  distacco   come   il 
contorno  della  superficie.  In  tal  caso  pertanto   il  dato  dei   ^^' 
lori  di  ti  lungo   il   contorno    di    T  riducesi    semplicemente     ^ 
quello  del  valore  di  ti  nella  linea  infinitesima  o  punto  suddet^^* 
E  riunendo  questo  dato  con  quello   relativo  a  o  ,  si  potrà      ^^ 
loro  vece   enunciare    nelle  precedenti   determinazioni   l' un  ^^ 
dato  (complesso)  del  valore  di  w  in  un   punto  (ancora,  s'  ^^' 
tende,  qualsivoglia)  di  T. 

Trascorsa  di  poco  la   pubblicazione  della  Dissertazione,       ^. 
sig.  Riemann  somministra  splendida  prova   della  fecondità   (#  ^ 


(1)  Dal  già  detto  intorno  alla  Dittertazione  td  alle  ricerche  del  sig.  Poisen  ti  ri 
teerà  che  gli  Integrali  delle  fanzioni  algebriche  presentano  precisamente  colette 
Essi  danno  luogo  a  considerare  anche  altre  discontinoitè  j  pare   lungo  linee  ;  ma  <pd 
V  accennare  che  queste  discontinuità  vengono  in  considerazione  quando  gli  integrali  ostia 
finzione  io  debba  diventare  infinita   anche   logaritmicamente ,  vale  a  dire   non   p 
come  una  fonzione  algebrica  «  ma  eziandio  come  una  finzione  logarltmiet. 


prJQCipi  in  essa  deposti  facendone  applicazione  al  grandioso 
argomento  delle  trascendenti  abelìane  le  più  generali.  Prende 
queste  trascendenti  per  soggetto  delle  proprie  lezioni  nel  1855-56 
e  stampa  la  teorica,  che  ne  vien  componendo,  nel  tomo  54  del 
jiorn-  di  Crelle-Borchardt ,  premettendole  tre  articoli  (1)  rias- 
suioenti  io  forma  alcun  poco  variata  i  princìpi  su  nominati, 
flon  ci  proporremo  di  dare  qui  una  circostanziala  idea  del 
toolenuto  di  questa  celebre  Memoria  ;  perchè  saremmo  con- 
dotti a  sorpassare  forse  di  troppo  le  proporzioni  adatte  a  que- 
ste Pfotàie ,  e  perché  dovremmo  per  una  parte  impegnarci  a 
dire  troppo  imperfettamente  di  ricerche  che  vanno  tra  le  piti 
ardue  dell'  algebra  moderna  ed  aspettano  altre  profonde  inve- 
sligaztoni  per  poter  essere  incontrastabilmente  e  largamente 
usufruitale  pel  progresso  della  teorica  in  discorso.  E  però  en- 
treremo in  qualche  particolare  solo  per  quanto  bisogna  a  met- 
tere in  chiaro  come  vengano  dall'autore  introdotti  nella  mede- 
sima ì  principi  ed  i  mezzi  suoi  caralleristici. 

Principiando  colla  supposizione  dì  avere  la  radice  sài  una 
equazione  algebrica  irriducìbile  del  grado  n  i  cui  coellicienti 
sieno  funzioni  intere  di  z  del  grado  m  ,  imagina  una  super- 
ficie T  che  rappresenti  la  dipendenza  della  funzione  s  dalla 
'variabile  z  ,  superficie  ad  n  strati  distesa  illimìlatamente  sul 
piano  di  :  ma  da  concepirsi  come  ciiiusa  ;  e  ricorda  in  qual 
tnaniera  si  comportino  rispetto  a  7  le  funzioni  razionali  di  s 
CI.  e  gli  integrali  di  sifTatte  funzioni. 

Ciò  premesso  ,  abbandona  affatto  la  supposizione  che  sia 
data  una  espressione  analitica  e  propriamente  un'  equazione 
d' onde  debbano  scaturire  le  funzioni  da  considerarsi ,  ed  in- 
Tece  imagina  che  sia  data  una  superfìcie  7*  ad  n  strati  distesa 
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illimitatamente  sol  piano  di  z  ma  da  risguardarsì  cotfie  chiosa, 
di  cui  indica  con  2p-|-l  V  ordine  di  connessione  necessaria- 
mente dispari;  e  fa  vedere,  col  principio  di  Dirichlet,  che  (con* 
formemente  a  ciò  che  già  accennammo)  una  funzione  » ,  la 
quale  debba  comportarsi  rispetto  a  T  nel  modo  delle  funzioni 
imaginate  in  prima ,  riesce  determinata  sino  ad  una  costaota 
additiva  col  dato  della  superficie  T,  coi  dati  di  espressioni  chfe 
debbano  diventare  infinite  negli  stessi  punti  e  nello  stesso  modo 
di  essa ,  e  coi  dati  di  quelle  costanti  che  individuano  le  di- 
scontinuità che  la  funzione  può  presentare  lungo  certe  linee. 
Può  quindi  intraprendere  uno  studio  delle  funzioni  u  imagioati* 
dole  determinate  per  mezzo  di  sistemi  di  dati  del  genere  ora 
dichiarato. 

Distingue  siffatte  funzioni  in  tre  specie  :  funzioni  »  finite 
dappertutto  in  T;  funzioni  o)  che  in  alcuni  punti  divengono  ut 
gebricamente  infinite  ;  funzioni  oh  che  divengono  logaritimcàmatìe 
infinite  ;  la  qual  distinzione  equivale  alla  già  introdótta  da  Le* 
gendre  degli  integrali  di  prima,  seconda  e  terza  specie.  Mostra 
che  tutte  le  funzioni  della  prima  specie  possono  esprìmersi 
linearmente  con  p  fra  esse ,  le  quali  possono  scogliersi  ito  itir 
finite  maniere  (bastando  che  non  sieno  tra  loro  legate  da  ai-» 
cuna  equazione  lineare  a  coefficienti  costanti)  e  vengono  poi 
utilizzate  anche  nello  esprimere  e  studiare  le  funzioni  di  se- 
conda e  terza  specie. 

Fa  vedere  che  una  funzione  di  seconda  specie  obbligata 
a  diventare  infinita  del  primo  ordine  in  m  punti  di  T  ed  a 
rimanere  continua  dappertutto  altrove  (o  ciò  eh'  è  lo  stesso  ad 
avere  i  moduli  di  periodicità  tutti  nulli)  contiene  ancora  2tii—|H-l 
costanti  arbitrarie,  e  che  una  siffatta  funzione  è  radice  di  Qoa 
equazione  algebrica  del  grado  n  i  cui  coefficienti  sono  funzioni 
intere  di  z  del  grado  m.  Da  qui  emerge  tosto  che  tutte  quanta 
le  funzioni  («>  sono  o  funzioni  algebriche  diramate  a  modo 
della  T  od  integrali  di  queste  funzioni.  Ed  ecco  quindi  assi- 
curata per  le  funzioni  algebriche  e  loro  integrali  una  determi- 
nazione indipendente  da  espressioni  analitiche  e  cioè  richiedente 
soltanto  un  sistema  di  dati  della  natura  sopra  dichiarata. 


m 

spiegala  questa  preparazione  contenuta  nei  primi  cinque 
paragrafi,  ci  contenteremo  pei  restanti  «li  dire  ci6  che  dice  l'autore 
nel  preambolo,  che:  nei  %%.  6-10  trattasi  delle  espressioni 
razionali  delle  dette  funzioni  per  mezzo  di  due  variabili  legale  da 
una  equazione  algebrica;  nei  |§.  11-13  trattasi  della  trasformazione 
di  queste  espressioni  mediante  sostituzioni  razionali;  nei  ||.  14-16, 
DUimi  della  parte  prima,  a  preparazione  della  parte  seconda,  è 
trattata  l'applicazione  del  teorema  abeliano  all'integrazione  del 
sistema  di  equazioni  differenziali  che  è  nel  presente  campo  come 
il  sistema  preso  in  considerazione  da  Jacobi  nel  campo  delle 
trucendenti  iperellittiche  ;  e  finalmente  nella  parte  seconda  , 
come  ebbimo  già  a  dire,  trattasi  della  risoluzione  del  problema 
d'inversione  degli  integrali  mediante  l'impiego  della  serie  5,  il 
qnal  problema  è  però  considerato  dall'  autore  sotto  aspetto 
wiato  da  quello  di  Jacobi  (1). 

Passiamo  infine   ad  indicare    brevemente  le    pubblicazioni 
^HByu  discepoli  del  sig.  Riemann  e  da  altri  benemeriti  scrii- 
^^^V^nia  delle  quali  si   la  Theorìe  der  Abel'scken    Funclionen 
TTgH  elementi  generali   esposti  nella    Dissertazione   (2)  sareb- 
bero rimasti  per  più  lungo  tempo  di  difficilissimo  accesso. 


louni  Sayra  h  fmcioiu  atjrirtrhe  di  ima  variabilt  rvmfil'ua  in  alrelliuiiDB  rfliilaiie 
<^|anf  Jrl  U>iira  drl  lig.  nirmumi  ;  n»,  aoa  fucndo  enlrali  <d  baiualì  |»rliralBri  *u 
Wit  Inoro  ilobbiamo  prr  arir»»  conlcnlarii  di  itero  indifalo  Ìl  lilolo  dì  CSM  Nitnorìa. 

C«|lierniio  qunl' MCiiiiodB  p«r  «giiulari'  La  Itorita  itiìt  fumimi  tUillithr  dulia  slruo 
Imn  prafraaor*  «fiotta  nelle  Inìonl  di  ^tiBiin  nfitrt'uri  date  peir  Univertill  di  Pìui  du- 

9k   rìtotuntaii  in  mila  la  «pirilo  muilerna    |ili    elinieaii    di  una     teorica   gcnemlr  delle 


It)  Ci  piar*  rliargare  a  itucsti  elrtn''Nli  generali  per  dire  {rìù  rìic  git  ubliianiii  laai'ialu 
'vWirtt  (Hilefui  dalle  paliblicniiuni  di  cui  siamo  |>cr  dare  naiiila  eli  in  mine  u  le  rironoaccre 
"M  II  tig.  Bìeuuion  andosw  olDitlllenndD  e  eie*  templi Qcan ilo  ed  eslendendo  tempri  pia  la 
V^iti  traUuione.  Coal  ,  per  esempio ,  puA  riievsni  la  inaggiore  •empliFJlt  dì  alinn* 
'■mikIddì  rirerenliaì  •perlai mente  ■  suoi  luoghi  rnppresenlali'i;  e  lo  slabilire  le  proprielt 
^■ibignlall  Mie  runiìuoi  di  ans  virinliila  iDmjitessa   immediitsmenle 

3  re       ,3  w 
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Il  sig.  Gustavo  Roch ,  suo   discepolo ,  compendia   in    una 
Memoria  per  la  Zeilschrift  fUr  Math.  u.  Physik  (1)  i  punti  prìn* 
cipali  della  di  lui  dottrina  generale.  Ma  questa  dottrina  essendo 
stata  il  suo  primo  alimento  e  per  la  svegliatezza  dell'  ingegno 
essendosela  fatta  familiare  facilmente,  egli  non  misura  tutta  la  diffi- 
coltà che  altri  deve  incontrare;  e  però  la  sua  Memoria,  pur  sem- 
pre preziosa,  non  è  in  ogni  punto  abbastanza  circostanziata  e 
chiara    per    chicchessia.    Oltre    di    questo    diede    e    contiooa 
a  dare  in  luce  altri  pregevolissimi   scritti ,  dei   quali    non  en- 
treremo qui  in  particolare  discorso  ,  ma  non  ommetteremo  la 
precisa  indicazione ,  siccome  tutti  legati  colla  dottrina    rteoiao* 
niana  (2). 

anziché  stabilire  in  prima  le  proprietà  fondamentali  delie  fonzioni  (componeoii)  die 
fanno  1*  equazione 


I  meriti  del  sig*  Riemann  rispetto  agli  elementi  della  teorica  generale  delle 
sono,  a  nostro  avviso,  tanto  notabili  che  sarebbeglisi  dovoto  assegnare  poeto  assai  diftialtin 
gli  analisti,  ancorché  non  avesse  tosto  compito  si  grandi  passi  nel  campo  delle  trasecMM 
abeliane.  Crediamo  che  sia  veramente  da  ammirare  quello  potenza  a^similatrìce  colla  ^tk 
seppe  raccogliere  e  fondere  in  una  teorica  compatta  semplice  e  generale,  insieme  coUe  fit* 
prie ,  tutte  le  ricerche  altrui  che  vi  avevano  attenenza  importante  ;  delle  qvili  i^ 
cialmente  le  molle  dovute  a  Cauchy ,  sporse  ,  come  indicommo,  iu  numerose  pubblicaiioiif 
erano  stale  condotte  con  svariati  intendimenti  ,  oltre  che  giacevano  avvolte  ia  V 
varietà  eterogenea  di  nomi  e  di  notazioni  speciali.  Degnissimo  di  osservazione  è  iodw  li 
particolare  lo  stabilire  eh'  egli  fa  sempre  le  proprie  convenzioni  e  delinixioni  in  Boda  cki 
ogni  teorema  si  possa  enunciare  come  vero  senza  eccezione,  o  che  si  possano  riunire  iaiii 
sola  formolo  o  teorema  parecchie  formule  o  teoremi  d*  ordinario  considerati  come  dh^ 
V  uno  dall*  altro  (per  un  esempio  additeremo  il  ^,  2  della  Th.  d.  Abet'weken  fteicf)* 

(1)  La  Memoria  ha  per  titolo  Ueber  FuHCtionen  eomplexer  Gròtaen  ed  è  contenntB  iA 
annate  8  e  10  (1863  e  1865)  del  citato  giornale,  che  i  sigg.  Schldmilch  ,  KaU  e  dilli 
pubblicauo  in  Lipsia. 

(2)  Anwendung  der  Pot^mtialauidrucke  auf  die  The&rie  der  moUeìUmr'§Afrihliti^ 
Femtmrkungen  und  der  Bewegung  der  ElektricUàl  in  Leilern;  dissertazione  ioangarale  lUS^ 
pata  in  Gottinga  e  |»oscia  con  alcune  modificazioni  nel  tomo  61  del  giorn.  di  CreHe-BorekiplI* 
De  theoremate  quodam  circa  funclione»  Abelianas;  dissertazione  scritta  per  ottenere  nel  M 
la  focoltà  d*  insegnare  nella  Università  di  Halle  e  stampata  a  Lipsia  nella  Upog.  Teiba'l'* 
i/eber  cine  Tramformaiion  dei  Potenlialt  ;  tomo  63  del  giorn.  di  Crelle-Borcbardt.  tdff 
die  Anzahl  der  wUlkùhrlichen  Conttanten  in  alyebraiaehen  Functionen  ;  tomo  6i  dd  fj^^ 
di  Crelle-Borchardt.  Veber  die  Autdrùeke  ellipliseher  integrale  3  und  3  Gaituug  darei  ^ 
Functionen  ;  annata  10  della  su  citala  Zeittchrifì, 


Hi 

Il  sig.  Federico  Prym  ,  altro  discepolo  del  sig.  Riemann  , 
pubblica  nel  1863  come  dissertazione  inaugurale  (1)  ed  un'anno 
dopo  riproduce  considerabilmenle  accresciuta  (2)  la  trattazione 
delle  trascendenti  iperellitliche  del  prim' ordine  secondo  i  modi 
adoperati  dal  maestro  nella  Theorie  der  AbeVschen  Funclionen. 
E  pertanto  la  Memoria  del  sig.  Prym ,  sebbene  non  dovunque 
inappuntabile ,  offre  una  utilissima  preparazione  allo  studio  di 
qoesta  Theorie;  e,  svolgendo  largamente  nel  relativo  caso 
particolare  la  materia  dei  due  ultimi  paragrafi  della  stessa 
(cioè  la  conclusione  del  problema  d'  inversione  vale  a  dire  la 
elettiva  rappresentazione  di  funzioni  algebriche  del  limite  va- 
riabile degli  integrali  mediante  funzioni  S'  \  cui  argomenti  sono 
gli  integrali  stessi) ,  offre  anche  notabili  risultati  originali,  ter- 
nioaDdo  con  un  cenno  relativo  ai  medesimi  per  le  funzioni 
ìperellittiche  di  ordine  qualunque,  su  di  che  V  autore  si  riserba 
di  dare  io  luce  quanto  prima  espressamente  un  nuovo  scritto. 

Nella  Zeitschrift  su  citata  si  trovano^  parte  indicati  e  parte 
stampati  a  pieno ,  anche  lavori  di  un  terzo  distinto  discepolo 
del  sig.  Riemann ,  cioè  del  sig.  Ermanno  Hankel.  Quelli  spe- 
cialmente attenenti  al  nostro  argomento  sono  i  due  ultimi ,  e 
Irovansi  nell'  annata  9  (1864)  (3). 

Nel  1864  compare  l'opera  del  sig.  Durège:  Elemente  der 
Tieorie  der  FwiCtianen  einer  compìexen  verànderlichen  Gròsse 
(«ft  besonderer  BerUcksichtigung  der  Schopfungen  Riemanns  bear- 
kìM),  a  comporre  la  quale  1'  autore  dichiara  d'  essersi  valso 
tanto  delle  Memorie  stampate  che  delle  lezioni  date  in  Gottinga 
(dì  cai  ebbe  sunti  in  iscrìtto)  dal  sig.  Riemann,  non  che  delle 
Memorie  dei  sigg.  Prym  e  Roch.  Premette  una  introduzione 
dove  ieggonsi  volontieri  le  considerazioni  giustificative  dei    nu- 


li) TVsrAi  nova  /Wsi«ltoiiiim  tUiraelh'ptiearum.  Pan  prior.  Berlino,  tipog.  di  G.  Schade. 

(1)  Ntm  Tktùrie  éer  ulinulUplitcken  Funetionen,  Stampata  (e  può  anche  aversi  separata- 

)  ad  tono  S4  delle  Denk$ehriften  della  classe  di  scienze  mat.  e  nat.  dell'  Ac.  di  Vienna. 

(S)  Die  SmUrgehtn   integrate  òei  unbetehrànkl^  Variabilàt  dei  Argumentet,  Die  Zerh" 

^  9lfthrmi§ektr  Fwnciiontn  im  Partialbrwche  nach  den  Principien  der  complexen  Funetio' 
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meri  complessi  ;  stabilisce  il  coDcelto  di  funzione  d'  una  varia- 
bile  complessa  e  quello  delle  superficie  riemanDiane;  espooa  i 
solili   teoremi  fondamentali    sugli    integrali    con  variabili  com- 
plesse-»  le  proprietà  generali  delle  funzioni  ;  la  riduzione  delti 
superficie  a    semplicemente   connesse  ;    le   considerazioni  ni 
moduli   di   periodicità,    prendendo    poi    come  esempi  il  ìopr 
ritmo ,  gli  integrali   circolari  e   V  integrale  ellittico    di  priou 
specie ,  dei  quali  presenta  la  inversione  ,   senza  poi    spingerà 
addentro  nella  teorica  delle  funzioni  ellittiche.  Espone  il  prin- 
cipio di  Dirichlet ,  ed  infine  le  relazioni  fra  V  ordine  di  con- 
nessione di  una  superficie ,  il  numero  dei   punti  di  semplici 
diramazione  ed  il  numero  dei  giri  del  contorno  od    il  numero 
degli  strati  se  la  superficie  si  chiuda  all'  infinito. 

Infine  nel  1865  il  sig.  Neumann ,  nello  stesso  intento  del 
sig.  Durège  ,  di  rendere  cioè  accessibile  a  chicchessia  seoz'  al- 
tra preparazione  la  dottrina  riemanniana ,  dà  in  luce  le  ^o^ 
lesungen  ueber  Riemann's  Theorie  der  AbeVschen  Integrale.  Qoe- 
st'  opera ,  oltre  la  maggior  parte  di  ciò  eh'  è  dato  neir  opera 
del  sig.  Durège,  toltone  però  affatto  il  principio  di  Dirichlet, 
contiene  la  completa  risoluzione  del  problema  d' inversione  (1) 
degli  integrali  iperellittici  di  ordine  qualunque.  Sebbene  oon 
devii  sempre  opportunamente  dalle  considerazioni  presentate 
dal  sig.  Riemann  ,  muti  senza  buona  ragione  parecchie  lettere 
e  notazioni  e  nomi  dal  medesimo  già  portati  in  uso,  e  col  de- 
siderio di  rimediare  alla  eccessiva  concisione  dell' illustre  mae- 
stro trascorra  nel  diffetto  opposto  cioè  in  una  prolissità  tal- 
volta assai  nojosa  :  tuttavia  sono  tante  le  felici  originali  inno- 
vazioni contenute  in  questo  lavoro ,  e  per  esso  viene  cosi  in* 
contrastabilmente  spianata  ogni  difficoltà  all'  apprendimento  deOl 
dottrina  riemanniana,  che  non  si  può  a  meno  di  assegoargfi 
il  primo  posto  fra  quelli  fino  ad  ora  comparsi  a  divulgamento 
di  tale  dottrina.  Noteremo    che  per   esso  viene    alquanto  ri- 

(I)  CoDsideralo  dUliotamente  e  nel  senso  di    Jacobi  ed   in  qaeUo    più  pariMare  éà 
sig.  Rieroann. 


mosso  il  bisogno  dei  principio  di  Dirichlet,  riuscendone  affatto 
iDdipeodente  anche  la  inversione  degli  integrali  iperellitlici  ; 
che  neir  impiego  delle  funzioni  3-  trovasi  riparato  qualche 
manco  riconoscibile  nella  Theorie  ;  che  vi  si  vedono  assai  op- 
portQoamente  distinte  dalle  altre  e  considerate  a  parte  le  di- 
seoDtiouità  di  una  funzione  (sia  w)  che  più  non  esistono  nella  re- 
ciproca T-ì  (1)  ;  e   finalmente    che    l'idea    delle    superficie 

rìemanniane  e  le  questioni  che  ad  esse  più  particolarmente 
si  riferiscono  vi  sono  svolte  con  tanta  chiarezza  e  rigore  da 
soddisfare ,  a  nostro  avviso  ^  qualunque  desiderio  (2).  Il  prin- 
cipio di  Dirichlet ,  lasciato  in  disparte  nelle  Vorksungen,  forma 
r  oggetto  deir  opuscolo  Dos  Dirichlet' sche  Prinàp  in  seiner  An- 
tvei^dimg  auf  die  Ritinann' schen  FUichen  pubblicato  dallo  stesso 
autore  pure  nel  1865  (3). 


(0  ^\  pare  rbbiroo  a  riconoscere  la  opporlonilà  di  stabilire  siffalti  disiinzione  ,  se 
"^  ^  eredemmo  più  eonveoiente  di  qualificare  come  infiniti  gli  accidenti  qualificati  dal 
"8*  RcQftaoQ  come  diteontinuità  polari.  Si  potrebbe  dire  essere  specialmenle  per  non 
*^  Mt^ilita  questa  distinzione  che  i  sigg.  Briot  e  Bouquet  incorsero  in  quelle  inesattezie  alle 
^^pk  &ceinDO  allusione,  e  che  t' incorsero  i  sigg.  Rocb  e  Durége,  e  che  non  pud  dir- 
"^  zittio  esente  la  stessa  Ditttrtazione  riemanniana. 

9)  Belativamente  a  questa  parte  il  libro  del  sig.  Durège  non  riusciva  cosi  utile  quanto 
*  icoertle  per  le  altre.  Nelle  nostre  lezioni  ci  eravamo  quindi  studiati  di  presentarne  un 
Hliare  ivolgimento  ;  per  far  concepire  facilmente  le  superficie  rìemanniane  eravamo  venuti 
'  ^  dipresso  nelle  stesse  considerazioni  del  sig.  Neumann. 

(3)  Nel  1863  l' autore  pubblicava  un  cenno  dei  risultali  contenuti  nelP  ultima  parte 
^  yvrltnngtn  intitolato  Die  Umkehrung  der  Abel'tchen  integrale. 
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OPERAZIONI  ARITMETICHE  E  FORMOLE  SEMPUCI  CHE  LORO  CORRISPONDONO 


CAPITOLO  PRIMO 


OperasUnl  arUaieilehe. 
Vl«lcB«l«Be  dieir  ìémm  éì  ■«■ter*  •  ^oladil  aaehe  dielle  eperasleal* 

CeailBallà. 


i.  1.  Primo  materiale  dell'  arilmetica  può   dirsi    la   serre 
*^i  numeri  interi 
U)  1,2,3,... 

^^  quale  si  può  continuare  indefinitamenle.  L'aggiunta  dell' unità 

^^  un  numero  dato  od,  in  altri  termini,  il  passaggio  di  un  nu- 

^^ro  al  successivo  della  serie  (i)  è  la  più  semplice  operazione 

^^e  si  possa  concepire ,  ed  è  il  fondamenlo  di  qualsiasi   altra 

operazione. 

Se  questa  operazione  od  aggiunta  si  fa  b  volte  di  seguito 

^l  numero  a  si  ottiene  quel   numero  e  che  si  chiama   somtna 

'"  a  e  6  e  che  si  esprime  colla  scrittura  : 

r==a  -{-6 
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Se  si  considera  il  complesso  di  queste  b  operazioni  fondamen- 
tali (tutte  identiche  fra  loro)  come  un^  operazione  unica  (com- 
posta) si  ha  r  addizione  ;  per  effettuare  la  quale  si  stabilirono 
regole  opportune  che  conducono  al  ritrovamento  della  somma 
assai  più  speditamente  che  non  la  pura  ripetizione  della  ope- 
razione fondamentale. 

Volendo  disfare  T  addizione,  ossia  volendo  ritornare  dalla 
conoscenza  della  somma  e  e  di  uno  dei  termini  a  o  b  alla  co^ 
Doscenza  dell'  altro  termine  ,  si  ha  da  eseguire  un'  operazione 
inversa  della  precedente.  E  siccome  è 

a  +  b =6  +  a  , 

r  indole  della  ricerca  non  muta  sia  che  ritengansi  come  dit.! 
e  ed  a,  ovvero  e  e  b;  cioè  l'addizione  ammette  una  sola  opo- 
razione  inversa,  detta  sottrazione,  il  cui  risultato  dicesi  differenzrc 
tra  la  somma  e  il  termine  dato  ,  e  si  esprime  colla  scrittura. 

6  =  e  —  a        ovvero        a  =  e  —  6  . 

Ripetendo  T  addizione,  e    propriamente    supponendo   cbe 
nella  relazione 

a  -}-  6  =  e 

il  numero  b  sia  pure  una  somma  a  +  A ,  nella  quale  h  ^'^ 
una  somma  a-{-fc,  o  cosi  via  sino  ad  un'  ultima  somma  a-p^  * 
si  ottiene  quel  numero  e  che  dicesi  prodotto  di  a  per  b  C^^ 
sondo  b  il  numero  delle  volte  che  a  entra  a  comporre  il  ^^' 
sultato)  e  che  si  esprime  colla  scrittura 

Se  si  considera  il  complesso  di  queste  ripetute  addizioni  cof^ 
un'  operazione  unica ,  si  ha  la  moltiplicazione ,  per  la  qu^' 
tornò  pure  opportuno  di  stabilire  regole  speciali. 

Volendo  disfare  la  moltiplicazione,  ossia  volendo  ritorna.^ 
dalla  conoscenza  del  prodotto  e  e  di  uno  dei  fattori  a  o  B^ 
alla  conoscenza  dell'  altro  fattore  ,  si  ha  da  eseguire  una  op^  ^ 
razione  inversa.  Essendo 

06  =  6a 
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si  ha  una  sola  operazione  inversa»  detta  divisione,  il  cui  risultato 
(b  onero  a)  dicesi  quoziente  del  divìdendo  e  pel  divisore  a 
ovrero  b ,  e  si  esprime  colla  scrittura 

e  e 

6  =  -         ovvero  a  «=  7-  • 

a  0 

Dalla  ripetizione  della  moltiplicazione^  e  propriamente  dal 
supporre  che  nella  relazione 

ab  =  e 

b  sia  un  prodotto  ah,  in  cui  h  =  ak ,  e  cosi  via  sino  ad  un 
ultimo  prodotto  aa:  si  ottiene  quel  numero  e  che  dicesi  po- 
tenza  b  esima  di  a  (ove  b  esprima  il  numero  delle  volte  che  a 
è  preso  come  fattore),  e  che  si  esprime  colla  scrittura 

c  =  a^. 

Considerando   il   complesso   di   queste  ripetute  moltiplicazioni 
come  un'  operazione  unica ,  si  ha  la  elevazione  a  potenza ,  per 
la  quale  furono  espressamente  stabilite  regole  opportune. 
A  divario  dai  due  casi  precedenti ,  qui  non  è  più 

^  perciò  r  elevazione  a  potenza  dà  luogo  a  due  operazioni  in- 
verse. Data  la  potenza  e  e  V  esponente  b  trovare  la  base  a  è 
'*  operazione  chiamata  estrazione  di  radice  ;  il  cui  risultato  fu 
^etto  radice  b  esima  di  e  ed  espresso  colla  scrittura 

6 

I/c  . 

^ati  invece  e  ed  a  trovare  b  è  T  operazione  chiamata  ««(fattone 
^^  logaritmo,  il  cui  risultato  si  esprime  colla  scrittura  Log^c 
C^d  altra  poco  dissimile)  e  si  pronuncia  logaritmo  di  e  a  base  a. 
Dair  elevazione  a  potenza ,  come  già  dall'  operazione  fon- 
damentale e  dair  addizione  e  dalla  moltiplicazione»  si  potrebbe 
Pesare  ad  una  nuova  operazione  col  supporre  che  nella 

a^^^c 
^ia  6  =  a*,  A  =  aS  e  cosi  via  sino  ad  un'  ultima  potenza  a.*' 
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Si  Otterrebbe  un  risultato  che  potrebbe  rappresentarsi  con 

aW  =  e 

ove  6  esprima  il  numero  delle  volte  che  a  figura  e  come  base 
e  successivamente  poi  come  esponente.  Questa  nuova  opera/iooe 
potrebbe  dare  orìgine  a  due  nuove  operazioni  inverse,  e  condurre 
inoltre  essa  pure  colla  stessa  legge  di  ripetizione  ad  una  suc- 
cessiva nuova  operazione  diretta  e  cosi  via.  Queste  operazioni 
dirette ,  e  quindi  le  inverse  ,  pel  modo  di  loro  generazione 
sarebbero  in  numero  indefinito.  Ma ,  non  tenuto  conto  di 
qualche  tenue  lavoro  sulla  quarta  operazione  diretta  e  le  soe 
inverse  ,  si  può  dire  che  la  speculazione  matematica  non  si  è 
finora  applicata  che  all'  addizione,  alla  moltiplicazione,  air  ele- 
vazione a  potenza  ,  ed  alle  loro  quattro  operazioni  inverse. 

^.  9.  Fra  le  operazioni  dirette  e  le   inverse  notiamo  su- 
bito questo  divario  :  che  mentre  le  prime   si  possono   sempre 
eseguire  ,  qualunque  sieno  i  due  numeri  a  e  b  della  serie 
(0  1,2,3,  

che  vogliansi  supporre  dati ,  non  sempre  si  possono  eseguire 
le  seconde.  Per  le  prime  esiste  sempre  nella  serie  (i)  quel 
numero  che  ne  sarebbe  il  risultalo  ,  per  le  seconde  non  sem- 
pre. Cosi,  per  esempio,  non  esistono  nella  serie  (1)  numeri 
che  sieno  i  risultati  richiesti  dalle  scritture  ; 

7  3 

3  — 5  ,      p  ,      l/io         I^ogjS. 

o 

La  non  esistenza  od,  in  altri  termini,  la  impossibilità  di  questi 
risultati  non  proviene  però  dal  concetto  stesso  delle  operaziom 
inverse  ,  ma  soltanto  dalla  deficienza  di  opportuni  enti  arit- 
metici nel  materiale  o  serie  (i)  di  cui  esclusivamente  si  vuole 
servirsi.  Si  potranno  quindi  rendere  possibili  in  ogni  caso 
anche  i  risultati  delle  operazioni  inverse  coir  arricchire  di 
nuovi  enti  la  primitiva  serie  dei  numeri.  Quali  siano  gli  enti 
aritmetici  da  introdursi  devono  dirlo  appunto  le  operazioni  in* 
verse  medesime  ;  le  quali  mostrandone  la  necessità  ne  porge- 
ranno nel  tempo  stesso  la  definizione. 
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Non  vogliamo  entrare  in  troppi  particolari  propri  di  un 
Inllalo  d' aritmetica  generale,  esponendo  con  ordine  e  tninu- 
tioenle  come  siasi  a  poco  a  poco  effettuata  la  introduzione 
ià  nuovi  enti  aritmetici  ed  insienne  ampliata  la  prioiìtiva 
definizione  d'ogni  operazione;  ma  ci  contentiamo  di  quel  poco 
eh'  è  necessario  per  comturre  a  risguardare  le  operazioni  e 
latti  gli  elementi  che  formano  il  materiale  dell'  aritmetica  da 
Bn'  onico  punto  di  vista ,  d'  onde  si  vegga  poi  anche  chiara- 
iKatg  come  si  compongano  tutti  quanti  i  auterlali  dell'  analisi 
iJgebrica  ed  inGnitesiinale;  e  di  stabilire  con  saldezza  (|uei  punti 
ni  quali  dovremo  in  seguito  principalmente  appoggiarci. 

Estendiamo  la  delinizione  dì  numero  a  comprendere  tutte 
'e  nuove  specie  di  enti  aritnielìci  Ji  mano  in  mano  intro- 
dotte. Questa  estensione  non  è  capricciosa ,  ma  suggerita 
dalla  analogia  riconosciuta  Tra  coleste  varie  specie  di  enti 
aritmetici  ;  essa  permette  di  porre  sovente  una  sola  proposi- 
zione in  luogo  dì  tante  quante  fossero  le  specie  che  si  volessero 
«insiderare  separatamente. 

Per  fissare  un  po'  più  le  idee  circa  la  possibilità  d'  intro- 
durre  dì  mano  in  mano  queste  altre  specie  di  numeri  pren- 
diamo a  considerare  .  per  esempio ,  la  prima  delle  operazioni 
iiiTerse.  Trattisi  di  sottrarre  il  numero  5  dal  numero  3.  Chi 
non  conosce  o  non  volesse  conoscere  altri  numeri  fuorché  quelli 
della  serie  {{)  certamente  dovrebbe  dire  impossibile  il  risultato 
*!i  tale  operazione.  Ma  questa  impossibilità  non  da  altro  appunto 
proviene  che  dall'  essere  la  serie  (1)  illimitata  nel  solo  senso 
dei  numeri  crescenti.  Seivendoci  di  una  rappresentazione  geo- 
metrica, immaginiamo  i  numeri  (1)  rappresentati  nel  loro  ordine 
Oiturale  da  punti  situati  ad  eguali  distanze  tra  loro  sopra  una 
linea  retta;  1' o|ieruzione  fondamentale,  cioè  l'aggiunta  di  un 
Unilà,  equivarrà  in  tal  caso  ad  un  passo  fatto  dall' un  punto  al 
Susseguente.  Ora  quale  impossibilità  nella  domanda  di  compiere 
^%W  passi  a  partire  dal  punto  o  numero  3  nel  senso  dei  nu- 
Tescenit?  I  passi  sì  possono  compiere,  ed  il  punto  a  cuiu 
ibe  arrivare  esiste  ,   soltanto  non  evvi  un  ente  aritmra 
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tico  0  numero  che  lo  denoti.  Ecco  dunque  sorgere  V  idea  di 
nuovi  segni,  dello  zero  cioè  e  dei  numeri  negativi,  per  i  quali 
la  serie  (1)  divenga  illimitata  in  entrambi  i  sensi.  Effeltoata 
questa  estensione  della  primitiva  serie  numerica,  viene  ad  es- 
sere esteso  non  solo  il  dominio  della  sottrazione  ma  eziandio 
di  tutte  le  altre  operazioni,  alle  quali  si  potranno  assoggettare 
oltre  ì  numeri  positivi  anche  i  negativi. 

La  divisione  porta  ad  introdurre  i  numeri  fratti  positivi  e 
negativi,  ossia  a  concepire  nella  rappresentazione  geometria 
addottata  gli  intervalli  fra  i  numeri  interi  divisi  ciascuno  io 
due,  tre,  quattro  ecc.  parti  eguali.  Questa  interpolazione  per- 
mette di  concepire  che  i  punti  rappresentativi  si  succedano  ad 
intervalli  minori  di  un  qualunque  intervallo  fissato  ,  ossia  ten- 
dano a  formare  non  già  una  punteggiata,  ma  una  linea  continua. 

Le  estrazioni  di  radice  e  di  logaritmo  portano  ad  intro- 
durre i  numeri  irrazionali  reali  e  complessi  (*). 

(*)  La  ragion  d'essere  dei  numeri  negativi,  fralli,  irruziouali  reali  e  romplcssi  dob  yì 
dunque ,  lo  ripetiamo ,  cercata  in  qualche  cosa  di  estraneo  ali*  aritmelira  pura,  ma  seapli- 
cemente  nelle  loro  definizioni,  quali  inevitabilmente  si  presentano  allorché  voglionsi  rendere 
possibili  in  ogni  caso  le  operazioni  aritmetiche  inverse.  1^  creazione  di  nuovi  enti  arìtaieliri 
per  via  di  definizione  non  incontra  altra  limitazione,  in  quanto  a  possibilità,  se  noo  qocil' 
che  la  definizione  non  involga  contraddizione.  Quella  teorica  qualunque  ,  che  con  eleacali 
bene  definiti  e  con  deduzioni  rigorose  venisse  costruita,  sarebbe  ariimetieamente  inappanU- 
bile,  sia  che  avesse  da  prestare  servigi,  e  quindi  in  certo  modo  trovare  conferma,  ■cll*«^ 
dine  concreto,  sia  che  rimanesse  totalmente  confinala  nel  dominio  delle  astrazioni.  Neli'dT' 
dine  concreto  la  comparsa  di  un*  ente  urilmetico  potrà  essere  segno  di  «assurdità  in  ■» 
questione  da  risolvere ,  ma  ciò  unicamente  perchè  1'  ente  aritmetico  non  sia  della  spv*' 
voluta  dall'  indole  concreta  della  questione  istessa.  A  questo  proposito  si  leggeranno  font 
▼olontieri  le  spiegazioni  che  il  sig.  Durège  presenta  nella  introduzione  a' suoi  SUm.  kf 
Tkeor,  der  Futut.  e  che  qui  riproduciamo  n  Sebbene  il  puro  concetto  dei  numeri  DCfsUn 
non  Involga  alcuna  impossibilità  ,  può  tutla>ia  avvenire  che  la  comparsa  dei  mede)»»!  ^ 
nunzi  I*  impossibilità  od  insolubilità  di  un  problema ,  allorquando  cioè  ki  nalan  ^ 
problema  esiga  necessariamente  numeri  positivi.  Sia,  per  esempio,  proposto  il  probkan' 
ripartire  6  palle  in  due  urne  di  guisa  che  nell*  una  se  ne  trovino  8  più  che  nell'altri.  I' 
qoeslo  si  comprende  il  problema  puramente  aritmetico  seguente  :  trovare  due  nuBMH  »  ^ 
quali  la  somma  sia  6  e  la  diflerenia  8.  E  però  se  altro  non  si  esigesse  se  non  che  qx*^ 
numeri  fossero  enti  aritmetici ,  senza  prefissare  di  qual  specie  ,  e  se  si  fòsse  già  stabilii* 
mediante  definizione  la  esistenza  aritmetica  dei  numeri  negativi  ,  la  soluzione  del  problcP* 
sì  oflHrebbe  tosto ,  com'  é  ovvio  ,  nei  numeri  7  e  —  I .  Ma  per  questo  noo  eessa  di 
Insolubile  il  problema  concreto  proposto  in  prima  ,  richiedendo  esso  esseusialowate 
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Ricordiamo  che  anche  non  tenuto  conto  dei  numeri  complessi 
la  interpolazione  irrazionale  non  rientra,  in  termini  concepibili, 

paiiiifì.  Ora  se  la  impossibilità  non  fosse  affatto  manifesta  a  priori ,  essa  verrebbe  annun- 
nta  dalia  comparsa  del  numero  negativo  —  1 .  Le  stessii»sime  circostanie  si  riproducono  in 
•|iì  altra  operazione  inversa.  La  operazione  inversa  ciie  succede  alla  sottrazione  è  la  divi- 
p.  Propoocndosi  il  problema  di  dividera  per  un  dato  intero  un*  altro  intero  che  non  sia 
lo  del  primo  ,  si  presenta  la   impossibilità  di  risolverlo   con  numeri  interi    positivi  o 
aegtlivi.  Il  progresso  della  scienza  esige  dunque  di  nuovo  che  si  renda  possibile  la   risola* 
lisae  del  problema  introdiieendo  con  opportuna  definizione  gli  enti  a  ciò  necessari  ;  vale  a 
èn  i  MBcri  firalU.  Ma  qui  prre  può   accadere  che  la   comparsa  dei   medesimi  annunzi  la 
iMskbililà  di  un  problema,  e  cioè  ancora  quando  la  natura  di  esso  non  ammetta  come  solu- 
quesli  nuovi    enti.  Serva    d'  esempio  il  seguente    problema  ;  Con  una  ruota  ,  di  una 
rbina,  munita  di  fOO  denti  e  faeiente   un  giro    al  minuto  si    vuol  muovere  immediala- 
■tate  BB* altra  rvota  di  guisa  che  compia  12  giri  al  minuto;  si  domanda  quanti  denti   de- 
%Mfì  dare  ■  questa  mota.  Il  problema  puramente  urilmelico  ,  che  qui  si  contiene  ,  sta  nel 
4iiidrre  100  per  ì%  e  se  sia  già  precedentemente  stabilito  il  concetto  aritmetico  dei  numeri 
foli ,  la    folniiooe  non   presenta  difficoltà  e    trovasi   espressa  nella   frazione  8  •\-  */y    La 
(•■parsa  di  questa  frazione  mostra  però  in  pari  tempo  la  impossibilità  di  risolvere  il  prò- 
kleaa  conciato  ,  dovendo  il  numero  dei  denti  essere  intero.  La  terza  operazione    inversa  è 
PcitrazioBe  di  radice.  Trovare  una  radice  n  esima  (n  numero  intero)  di  a  è  questione  non 
pii  risolvibile  con  numeri  interi  o  fratti  ^razionali)  ,  tostochè   a  non  sia  la  n esima  potenza 
fioa  di  sifliillì  numeri,  in  questo  caso   adunque   sorge  di    nuovo  la  necessità    di  randera 
stabile  la  questione  mediante  la  introduzione  di  nuove  idee.  Se  a  sia    positivo  ovvero ,  se 
*(|Bttvo  sia  dispari  n ,  le  nuove  idee  da  introdursi  sono  i  numeri  irrazionali  ;  se  poi  a  sia 
ii|MÌTO  ed  a  pari  le  nuove  idee  sono  i  numeri  complessi.  Né  vi  b<i  alcuna  impossibilità  di 
1*bilira  qaesl*  ultime  idee ,  come    non    ve  n'  ha  alcuna    nello  stabilire    quelle  dei   numeri 
"Hioaali ,  ed  antecedentemente  quelle  dei  razionali  fruiti  e    dei  negativi  ;  poiché   nessuna 
'■fle  defiaisiooi  da  porsi  involge  contraddizione.  Se  questa  potesse  aver  luogo  ,  se   si  com- 
fcadiasiero  insieme  proprietà  delle  quali  si  potesse  dimostrare  che  non  possono  coesistere^ 
^Hara  si  che  si  avrebbe  a  fare  con   qualche  cosa    d*  impossibile.    Gauss    (Sua   dissertazione 
figurale  ,  pag.  i  ,  nota)  adduce  come  esempio  Ji  una  simile    impossibilità  un   triangolo 
Nano  rettilineo  rettangolo  ed  equilatero  ....  Ora  se  già  la  comparsa  di    numeri  negativi 
^  frtlti  lignlien  talvolta  impossibilità  di  un   problema  ,  è   ovvio  il    comprendere  come   ciò 
■Bcht  esfere  significato  da  numeri  complessi,  come  nelP  esempio  che  segue  :  Dividere 
retta  di  lunghezza  S  in  due  parti  tali  che  il  rettangolo    con  esse   formabile  abbia  per 
i.  Aritmeticamente  questo  problema  vale  :  trovare  due  numeri  dei  quali  la  somma  sia 
^  e  H  prodotto  A.  Se  esigasi  soltanto  che  questi  numeri  siano  enti  aritmetici,  senza  prefls- 
*tTC  di  fBil  speeic,  e  se 'sia  già  stabilito   il  concetto  aritmetico    dei  numeri   complessi,  la 
Mozinc  non  presenta  difficoltà.  Essa  conduce  alla  risoluzione  deir  equazione  x^''%x-\-4ea^, 
W  eli  radici  sobo  i  nameri  complessi  1+1^—3,  1 — */ — 3.  Ma  se  invece  si    voglia  avere  ri- 
al problema  concreto,  nel  quale  i  numeri  cercati  devono  esprimere  le  misure  delle 
pofiloni  della  ratta  data  e  devono  quindi  essere  reali ,  allora  il  problema  devesi    rleo- 
come  impossibile.  Il  massimo  rettangolo  formabile  colle  due  porzioni  di  una  retta  di 
Waghcna  S  ha  per  area  I  «  la  impossibilità  del  problema  viene  qui  annunziata  dalla  con- 
fvsa  di  BBBMfi  complessi. 
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nella  interpolazione  razionale.  La  differenza  -  della  progressione 

_?.— ini    -     ^ 
n  n         n     n     n 

fra  due  termini  prossimi  consecutivi  della  quale  cade  un  irra- 
zionale  qualunque ,   può   bensì   concepirsi   tanto   piccola  che 
questo  irrazionale  differisca  dai  termini  anzidetti  meno  di  qua- 
lunque grandezza  data  piccola  quanto   si  vuole  ,  ma ,  finché  ii 
rimane  concepibile  ossia  finito ,  la  coincidenza  dell'  un   d'  essi 
coir  irrazionale  non    può  in    generale  aver  luogo  ;  ossia ,  rife- 
rendoci alla  rappresentazione  geometrica,  si  può  bensì  concepire 
gì'  intervalli  dei  punti  rappresentativi  degli  interi   divisi  in  nu- 
mero  ognor  crescente  di  parti  eguali,  sì  che  due  punti  di  di- 
visione si  serrino  sempre  più  addosso  al  punto  rappresentativo 
di   un  dato  irrazionale  ,  ma  non  si  può  in  generale  concepire 
una   divisione  per   la  quale  avesse  finalmente  luogo  la   coinci- 
denza. La  interpolazione    razionale    è  propriamente   una  serie 
indefinita  di  interpolazioni  successive  ,  di  quelle    interpolazioni 
che  si  fanno    dividendo   gì'  intervalli  fra   gli  interi    successiva- 
mente in  due,  tre,  quattro  ecc.  parli  eguali.  Lo  stesso  è  della 
interpolazione  irrazionale  :  si  hanno    da  considerare    le    radici 
seconde ,  terze,  quarte ,  ecc.  ;  sì  hanno  da  considerare  sistemi 
di  logaritmi  a  base  successivamente  diversa. 

^.  S.  Per  le  indicate  successive  interpolazioni  si  giunge 
a  poco  a  poco  a  conciliare  il  concello  di  una  successione  di 
numeri  con  quel  carattere  importantissimo ,  proprio ,  originale 
delle  grandezze  variabili  nello  spazio  e  nel  tempo  ,  che  è  la 
continuità.  La  continuità  di  tal  guisa  introdotta,  per  cosi  dire, 
nel  dominio  dei  numeri,  costituisce  il  risultato  più  importante 
dell'aritmetica  generale.  Queslo  risultato  è  il  fondamento  del- 
l' analisi  infinitesimale ,  ossia  di  tutti  i  modi  più  generali  od 
efficaci  della  investigazione  analitica,  ed  è  la  condizione  essen- 
ziale perchè  si  possa  applicare  con  generalità  la  scienza  dei 
numeri  allo  studio  dei  fenomeni  dell'estenzione  e  della  durata. 
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Quando  per  istudiare»  per  esempio,  il  moto  di  un  punto 
si  rappresenta  con  t  la  misura  del  tempo  che  decorre  da  un 
istante  fisso  originario  ad  un'istante  successivo  variabile,  e  con 
I  la  misura  delP  arco  di  trajettoria  che  il  punto  percorre  in 
questo  tempo;  evidentemente  si  suppone  che  per  ogni  possibile 
intervallo  di  tempo  e  per  ogni  possibile  porzione  di  trajettoria 
esistano  numeri  atti  ad  esprimerne  le  misure  ;  e  questo  è  ap- 
punto supporre  che  in  una  successione  numerica  si  verifichi 
qaella  continuità  che  si  concepisce  nelle  variazioni  delle  gran- 
deue  proprie  dell'  estensione  e  della  durata. 

Concetto  di  variàbile  continua. —  Il  detto  risultato  permette  di 
concepire  che  un  numero  variabile  x  passi  da  un  valore  a  ad  un 
altrob  traversando  un'  infinità  di  valori  cioè  tutti  i  numeri  possibili 
biaeb,  che  non  hanno  fra  di  essi  alcun  intervallo  o  differenza  sen- 
sibile. Questo  modo  di  variare  del  numero  x  che  può  dirsi  corri- 
spondere fedelmente  al  movimento  lineare  continuo  di  un  punto  nel- 
lo spazio,  dicesi  modo  (di  variare)  continuo.  Ed  il  numero  x  suolsi 
chiamare  quantità  o  grandezza  variabile  continua  o  semplicemente 
tariabile  continua.  Il  concetto  di  variabile  continua  è  invocato  ad 
ogni  passo  nell'  analisi  pura  e  nelle  sue  applicazioni. 

f.  4.  Venendo  ai  numeri  complessi  non  si  tratta  più  di 
Un'ulteriore  interpolazione  nella  serie  dei  numeri  reali,  ossia 
di  concepire  nuovi  punti  neir  assunta  linea  rappresentatrice  , 
iDa  si  tratta  di  estendere  il  dominio  dei  numeri  da  una  a  due 
dimensioni,  per  il  che  a  luogo  rappresentativo  si  assumerà  una 
superficie.  I  numeri  complessi  hanno,  come  vedremo,  la  nota- 
bile proprietà  di  essere  tutti  riducibili  alla  forma 

essendo  x  ,y  numeri  reali  ed  t  significando  [Z'—  i.  Una  delle 
dimensioni  corrisponderà  agli  innumerevoli  valori  (cioè  tutti 
<lQanti  i  numeri  reali)  che  può  assumere  x  rimanendo  costante  y; 
l'altra  dimensione  agli  innumerevoli  valori  di  y. 

Anche  un  numero  complesso  X'\-yi  è  detto  una  variabile 
^^MOtniNi  allorché  possa  mutare  di  valore  ed  in  modo  da  non  la- 
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sciare  alcun  intervallo  o  differenza  sensibile  tra  valori  prossimi 
consecutivi.  Se  a;  -f^  tfi  ^'^  una  variabile  continua,  devono  pare 
esserlo  o  tutti  due  i  numeri  a;  e  y  ,  od  uno ,  rimanendo  eo- 
stante r  altro.  Per  passare  da  un  valore  a  ad  altro  b  ODa 
variabile  continua  e  reale  deve  inevitabilmente  passare  per  la 
determinata  successione  dei  valori  reali  esistenti  fra  a  e  b; 
mentre  una  variabile  continua  e  complessa  può  passare  da  qd 
dato  valore  ad  altro  dato  per  una  infinita  varietà  di  successiooi 
affatto  diverse  di  valori. 

Colla  introduzione  dei  numeri  complessi  le  operazioni  ri- 
cevettero un'  ultima  e  grandiosa  estensione.  Si  volle  renderle 
tutte  e  sempre  effettuabili  sopra  di  questi  numeri ,  come  già 
sui  numeri  interi ,  fratti  irrazionali ,  reali ,  positivi  e  nega- 
tivi. In  altri  termini ,  si  volle  estendere  il  significato  delle 
formole  (*) 

d 
(i)  a+6  ,  a—b  ,  ab  ,   -    ,  a*  ,  Logé  a 

0 

a  tutti  i  valori  aritmeticamente  possibili  di  a,b. 

Di  questo  problema  importa  di  afferrare  saldamente  1^ 
soluzione.  A  tale  scopo  non  è  necessario  né,  come  dissimo» 
noi  vorremo  indicare  tutti  e  minutamente  i  passi  che  di  maDO 
in  mano  si  andarono  compiendo  e  coi  numeri  reali  in  prima 
e  coi  complessi  di  poi.  Una  simile  completa  indicazione  costi- 
tuirebbe già  da  sola  un'  ampio  trattato  ;  potendosi  ben  dire 
che  r  algebra  dalla  sua  origine  insino  ad  ora  altro  appaoto 
non  fece  che  lavorare  a  stabilire  e  generalizzare  le  operaziom 
ossia  le  formole  semplici  (1)  che  loro  corrispondono  ,  a  com- 
porre con  queste  altre  ed  altre  formole  ,  investigando  delle 
medesime  e  delle  loro  inverse  le  proprietà  ,  le  relazioni  ^ 
trasformazioni  svariate  a  cui  danno  luogo  ,  ed  i  modi  di  cal- 
colarne effettivamente  i  valori.  Ci  contentiamo  adunque  di  pr^' 


(*)  Compeudiamu  d*  ora  innanzi  V  estrazione  di  radice  in  una  sola  forinola  coli*  c*^*' 
zione  a  potenza  ,  che  sin  d*  ora  inlerpreiiarao  nella  massima  generalità  per  e«sa  imagiail*' 
nella  quale  come  esponente  può  prendersi  qualunque  numero. 
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sentare  una  completa  solutiooe  del  problema  eoo  quella  conci- 
sione che  è  permessa  dal  supporre  coDosciuto  ciò  che  in 
qualsia  Iratlato  d'algebra  si  può  sicuramente  trovare.  Lasolu- 
xione  che  presentiamo ,  compendiandosi  in  due  sole  formolo 
WHi  complicate  e  nettamente  significative ,  potrà  fissarsi  con 
bcililà  Della  memoria  ed  esservi  pronta  ad  ogni  bisogno.  Non 
occorre  che  ci  tratteniamo  sulle  formolo 

a  • 

esse  hanno  un  significato  unico ,  ben  definito ,  da  tutti  cono- 
sciuto e  concordemente  accettato.  Restano  dunque  da  conside- 
nre  le  sole  due  formolo 

a*      ,      Ii0g6  a  . 

f.  ft.  Per  stabilire  il   loro   significato    ricorderemo   anzi- 
tutto alcune  proprietà  della  serie 

di  cui  per  ora  indicheremo  la  somma  con  E{z). 

Per  brevità  e  per  facilità  di  memoria  riterremo  d'  ora 
innanzi  invariabilmente  che  x  ed  yi  denotino  le  parti  reale  ed 
unaginaria  del  numero  complesso  z  ,  e  r  il  modulo  (*)  ossia 
U  radice  quadrata  positiva  di  x'^'\-y^;  e  che  le  stesse  rela- 
zioni sassistano  fra  le  lettere  x,  y,  z,  r  quand'  anche  majuscole 
od  affette  da  ìndici.  Le  lettere  x ,  y  adoperate  anche  senza 
liierìmento  a  numero  complesso  vorranno  significare  numeri 
^^aH ,  e  la  f  numero  reale  positivo. 


(*)  OMcrvando  che  il  vocabolo  modulo  vien  usalo  in  significali  assai  diversi  e    che  sc- 
aella  teorica  deUe  faozioni  ellittiche  ed  aheliane  ha  uo  senso  fermamente  stabi- 
"■•f  il  «ig.  WeierstraM  introduce  in  sua  vece  la  espressione  vahf  attoluto  (abtoluler  Betrag; 
Grefir ,  tooio  ^t  9  pag.  289)  che  si  troverà  scelta  lauto  più  opporlunamenle  In  quanto 
1*  è  già  I*  Bfo  per  un  numero  reale  di  chiamare  valor  assoluto  ciò  che  appunto  ne  sa- 
il  aodnlo.  Taltavia  noi  seguitiamo  1*  uso  finora  più  dominante  ;  e  per  uniformila  ed 
di  linguaggio  adopreremo  quindi  modulo  anche  nel  caso  di  numero  reale   in  vece 


! 
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Sebbene  la  serie  (i)  per  valori  complessi  di  z  sia  cmo- 
plessa,  tuttavia  le  proprietà  che  per  essa  vogliamo  ricordare 
ed  ammettere  si  possono  anche  risguardare  come  somministrate, 
in  quanto  che  immediatamente  deducibili ,  dalla  teorica  delle 
serie  reali,  in  virtù  della  dipendenza  semplice  e  notissima,  che 
pure  dobbiamo  ricordare  ,  fra  la  serie  (1)  e  le  serie  reali 
aventi  per  somme  E{x)t  cosy,  seny.  Ecco  le  proprietà. 
.    La  serie  (1)  è  convergente  per  qualunque  valor  finito  di:. 

La  differenza  J?(20  —  E{z)  tende  incondizionatamente  a 
zA'o  con  2' — z. 

Esiste  sempre  un  valore,  ma  uno  solo,  per  x  atto  a  sod- 
disfare la  jB(a;)=ro,  essendo  fo  numero  dato  (e,  giusta  la  con- 
venzione ,  reale  positivo).  Perciò  la  eguaglianza  E{x)==E{x^ 
equivale  a  quest'  altra  x=Xi .. 

La  serie  (1) ,  ponendovi  yi  in  luogo  di  z,  conduce  a  con- 
siderare le  due  serie 

I    y^  \     y^  u     y^   «     ^ 


«•• 


L2   •   1.2.3.4  '  ^       1.2.3  '  1.2.3.4.5 

che  parimenti  possegono  le  prime  due  delle  proprietà  enuDziate. 
Tutte  quante  le  proprietà  di  queste  due  serie  possono  stabi- 
lirsi ,  com'  è  noto ,  indipendentemente  dalla  loro  equivalenza 
colle  funzioni  circolari  cos  y ,  sen  |y  (coi  quali  segni  del  resto 
continueremo  senz'  altro  a  denotarle)  ;  equivalenza  che  qato^^ 
potrebbe  anche  considerarsi  come  un  corollario  della  teorica  di 
esse  serie.  Delle  medesime  ricordiamo  specialmente  :  Che  1^ 
somma  dei  loro  quadrati  eguaglia  1'  unità  ;  Che  esiste  sempre 
una  infinità  di  valori  per  y  atti  a  soddisfare  le  eguaglianze 

cos  y  =  ~    ,       sen  y  =  -- 
0  ,  ciò  eh'  è  lo  stesso ,  a  soddisfare  la 

E(yO  =  — - —  . 

ì  quali  si  possono  concepire  provenienti  tutti  da  un  solo  (fi^' 
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Dque  fra  essi  coir  aggiungere  al  medesimo  ad  uno  per  volta 
itti  gli  innumerevoli  multipli  di  in.  Da  questa   proprietà    di- 
;ende  che  la  egusLgììsLnzaL  E{yi)=E{y^i)  equìssAe  a  quest'altra 
=  Vi  +  2  ^  *^  >  essendo  m  numero  intero  arbitrario. 
Per  la  E  {z)  sussiste  il  seguente  teorema  d'  addizione 

E{z  +  z,)=E{z)E{z,). 
\  ha  quindi 

E{z)  =  E  {x)  E  (yi)  =  E  (x)  [cos  y  +  t  sen  y]. 

Per  le  esposte  proprietà  è  chiaro  che  esiste  sempre  una 
inlinità  di  valori  per  z  atti  a  soddisfare  la  E  (z)  =  Zo ,  e  che 
saranno  tutti  ottenibili  da  un  solo  qualunque  fra  essi  coir  ag- 
giungere al  medesimo  i  multipli  di  ini.  Imperocché  quesl'  e- 
guaglìanza ,  scritta  rome  segue 

E(r)[cosy  +  •  sen  ]y]  =  fo     —  +  i—     , 

equivale  alle  : 

E  {x)  ==  fo  ,        cos  y  =  — ,  sen  y  =  ~  . 

U  eguaglianza  E{z)  =  E{zj^)  equivale    pertanto  a   quest'altra 
•  =  s4+27rim ,  essendo  m  numero  intero  arbitrario. 

Facendo  nuovamente  riflettere  che  esiste  sempre  uno,  ma 
Qn  solo,  valore  reale  per  p  ed  una  infinità  di  valori  reali  per  u, 
n^a  equidifferenti  di  in,  pei  quali  un  numero  {*)  z  può  espri- 
Qiersi  nella  seguente  forma 

stabiliamo  che  le  lettere  p,  &)  conservino  invariabilmente  d'  ora 
nnanzi  il  significato  che  qui    hanno  rispetto  a  z.  Si  dovranno 


(*)  Ricordiamo  che  col  vocabolo  numero,  seni'  addieltivo,  s'  ha  da  intendere  un  namero 

Ulto  qualunque;  sì  che  a  signincarc  un  numero    di    speiìe   particolare    deve    concorrere 

**lehe  addiettivo  (reale,  razionale,  intero,  eco  )  Parinirnii  colla  espressione  variabile  continua 

^^  da  intendere  un  numero   variabile    in    modo    continuo    scnz*  altra   restrizione  ;    che  , 

*^odo  i  »aoi  %alori  dovessero  essere  reali  ,  si  direbbe  variabile  continua  reale. 

^((Mereaio  infine  che  Taddiclti^o  intero  non  s'intende  qui  adoperato  nel  sen«o  più  esteso 
'^'«  «ella  reori'ea  dei  numeri. 
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quindi  ricordare  siccome  invariabilmente  stabilite   tutte  le  se- 
guenti relazioni 

2=a?  +  yt  =  E(jo  +  wf)=^(jo)£(wf)  =  £(/3)(cosw4-fsen«) 

=3  f  (cos  ck)  +  »  sen  w)  .  f) 

Ogniqualvolta  sarà  risguardato  come  noto  il  valore  di  z  si  do- 
vranno pur  risguardare  come  noti  ì  valori  di  x,  y,  r,p,(a;  parte 
dei  quali ,  se  non  fissati  immediatamente ,  resteranno  fissati  io 
virtù  delle  relazioni  qui  esposte.  Secondo  Fuso  chiameremo  « 
argomento  di  z. 

^.  ••  Ecco  ormai  una  maniera  di   stabilire  prestamente  i 
significati  di 

a*  ,  Logé  a        ovvero        z't  ,  Log«^  z  . 
È  notissimo ,  e  quindi  inutile  darne  dimostrazione ,  che  ì 


m 


valori  di  z" ,  tn  e  n   esprimendo   numeri   interi ,    sono  quelli 
compendiati  nella  formola 


m  m 

9» 


=  r*  (  cos  —  ot)  + 1  sen  —  w  )  , 
\       n  n    / 


nella   quale   s'  intende  (e   s' intenderà    anche    per  qualunque 

m 

esponente  incommensurabile  reale)  che  r"  denoti  soltanto  il 
reale  e  positivo  fra  tutti  i  valori  che  gli  potrebbero  spettare  e 
che  o  possa  assumere  tutti  i  valori  espressi  dai  termini  dell^ 
progressione  illimitata 

...,0) —  47r,w  — 27:,w,w-|-27r,«  +  47r,... 

Se  m  e  n  sono  primi  tra   loro ,  la   formola  precedente  dà  * 


m 


valori  diversi  per  2".  La  formola  stessa ,  riflettendo  che  è 

-      -,/m     \  III  m         ^/w»    A 

f'»  =  jE;(  —fi  )  cos— w  4-tsen— w=iF(  —  wi) 

\n'/»  n  n  \n     /, 


(*)  E  similmente  le  z^=B(p^-\-l»^i)^=r^{eoio^^\'islrJìu^),  Z^R(eo9Ì^l-\-i&enÌi't  tee. 
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yàò  presentarsi  come  segue 


=^(^[/'+«»]). 


Se  ora  si  imagina  che  —  landa  ad  un  numero  reale  qualun- 
que x^  y  il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  tenderà  a 
^[^\[p'\r  ^i])'f  e  però,  non  volendo  introdurre  salti  arbitrari, 
si  deve  ammettere  che  il  segno  2*1  denoti  tutti  i  valori  diversi 
rìcayabili  dalla 

(1)  2'i=£(a?Jp  +  a>t]) 

col  porre  per  a>  ad  uno  ad  uno  tutti  i  termini  della  progres- 
sioDe  sopra  indicata.  Il  numero  dei  valori  diversi  cosi  conseguiti 
per  2*1  sarà  finito  per  Xj^  razionale  ,  e  propriamente  eguale  in 
hi  caso  ai  denominatore  della  frazione  irriducibile  esprimente 
!( ,  ed  infinito  per  Xi  irrazionale  (*). 

Stabilito  il  significato  di  z^^  rimane  da  stabilire  quello 
della  formola  più  generale  z'i  .  Siamo  in  uno  di  quei  punti 
che  meritano  di  essere  altentamente  osservati.  Il  significato 
uunesso  per  z'i  discendeva  inevitabilmente  da  quello  di  potenza 
COD  esponente  commensurabile  in  forza  della  continuità  da 
conservarsi  nella  formola  z'i  rispetto  a  variazioni  continue 
otir  esponente.  Ma  non  è  cosi  del  significalo  da  stabilirsi  per 
^( .  Però,  se  a  determinare  la  volontà  dell'  analista  non  sem- 
bra esservi  in  tal  caso  ragione  imperativa  quanto  la  precedente, 
^i  ha  una  norma  generale  che  vuol  essere  in  ogni  caso  dili- 
{BDlemente  osservala ,   la  quale   può  esprimersi   come  segue  : 

(*)  Cd  invero,  perchè  i  valori  della  formola  precedenle  corrispondenli  a  due  qualunque 
^t*-f^'W|  t  u  -^-^ism^  deir  argomento  potessero  essere  eguali  tra  loro,  bisogne- 
'*^ebe  fosse 

«4 ,  come  fRi  ed  flNji ,  numero  intero.  Ma  allora  ^i  dovrebbe  essere  della  formo 

fii« 


»i  = 


***'««stile. 


••1  —  *"! 
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Trattandosi  di  estendere  la   definizione   di  una  operazione  o , 
ciò  eh'  è  lo  stesso  ,  della  formola  che  ne  esprime  il   risaltato 
ad  abbracciare  altri  enti  aritmetici ,  oltre  quelli  già  prima  ab- 
bracciati ,  sì  ha  da  fare  la  estensione  in  modo  che  continaioo 
a  sussistere  le  proprietà  già  riconosciute  come  le  più  essenziali 
nella  operazione  medesima.  Egli  è  evidente  a  priori  che  quanto 
più  poche  9   semplici ,  generali  e   tra  loro   armonizzanti   siano 
le  leggi  regolatrici  delle  combinazioni  analitiche  ,  tanto  più  fa- 
cile   sarà    il    prenderne  e  conservarne  intera   e  chiara  la  co- 
gnizione ed  il  servirsene   nelle    investigazioni  ;  ed  è  poi  facile 
il  riscontrare  nell'  avvenuto  svolgimento  della  scienza  la  effettiva 
costante  osservanza  di  questa  norma.  Venendo  ormai  al  nostro 
caso  y  la  eguaglianza  (1)  può  dirsi    esprimere  la   proprietà  più 
essenziale  o  caratteristica  (*)   deir  operazione  di    elevazione  a 
potenza  d'  esponente    reale   qualsiasi.  Per  conservare  adunque 
questa  proprietà  anche  pel  caso  di  esponente  complesso  defini- 
remo, il  significato  di  2^<  mediante  la 

(2)  r.=£(2jp  +  «t]). 

Fissiamo  ora  il  significato  di  Log,  z.  Se  per  estrazione  di 
logaritmo  vogliamo  sempre  senza  alcuna  restrizione  intendere 
operazione  inversa  dell'  elevazione  a  potenza ,  benché  questa 
sia  stata  da  ultimo  sì  grandemente  estesa ,  determineremo  il 
significato  della  nostra  formola  riflettendo  che  la  eguaglianza 

Log,^  z=w 
ha  da  equivalere  completamente  a  quest'  altra 

émlM  — —    /ir      • 

Questa  equivale  alla 

£  (w  [  Pi  +  wi  »■])=£(  i&  +  w  »■) 

(*)  La  proprielà  che  più  d*  ordinario  è  citata  come  caratteristica  deU'  eleviiiooe  *  r 
ten7.a  ,  e  che  trovasi  espressa  neir  eguaglianza 

éjXa       ^ita     _^—     *••  I  *T~^0 

può  considerarsi  come  conseguenza  «Irlla  (I),  del  pari  die  questa  invece  potrebbe  coosi^*'*'^ 
come  conseguenta  di  quella. 
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ossia  alia 

quindi ,  ritenendo  inim  già  compreso  neli'  arbitrarietà  ine- 
rente ai!"  argomento  ta ,  otteniamo  per  tv  cioè  pel  logaritmo  il 
significato  espresso  da 

(3)  Ufo,  z=^-±^.- 

Il  secondo  membro  della  (2)  cambia  cambiando  il  multiplo 
di  Siri  contenuto  in  u  ^  vale  a  dire  cambiando  il  valore  che 
può  prendersi  per  u ,  e  perciò  somministra  per  la  potenza 
una  infinità  (semplice)  di  valori.  Scrivendolo  come  segue 

è  chiaro  che  col  valore  di  o  cambia  non  soltanto  V  argomento 
ìlìf'\rXi(ù  della  potenza >  ma  anche  il  modulo  E(XiP — tfif^), 
2  meoo  che  z^  fosse  reale. 

Il  secondo  membro  della  (3)  somministra  pel  logaritmo 
ona  infinità  doppia  di  valori ,  due  essendo  i  multipli  arbitrari 
di  2 ri  in  esso  contenuti  a  motivo  dei  due  argomenti  o  Q  Oi. 

Abbiamo  determinato  il  significato  delle  formolo 

a-\-b,a  —  b,ab,j',af',  Log*  a 

N*  qualunque  valore  si  reale  che  complesso  delle  lettere  a  e 
^  senza  urtare  in  verun  caso  d' impossibilità  che  potesse  far 
presentire  la  necessità  di  qualche  nuova  specie  di  enti  arit- 
lAetici  oltre  i  numeri  complessi^  che  in  se  compendiano  tutte 
^  specie  di  enti  aritmetici  finora  trovati  necessari.  Ma  per 
qoeslo  non  resterebbe  tuttavia  esclusa  la  possibilità  di  altre 
specie  di  grandezze  aritmetiche  ,  e  particolarmente  potrebbe 
ergere  il  pensiero  di  andarne  in  traccia  investigando  la  natura 
delle  operazioni  che  succederebbero  secondo  lo  slesso  modo 
di  generazione  alle  tre  dirette  e  quattro  inverse  fin  qui  consi- 
derate. Noi  mettiamo  in  rilievo  la  possibilità  di  questo  dubbio 
per  avere   motivo  di   riferire   V  opinione   di  Gauss ,    il   quale 


È  È 
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terminava  la  comunicazione  fatta  nel  1831  all'  Accademia  di 
Gottinga  circa  i  numeri  compiessi  {Notizie,  pag.  63)  col  se- 
guente periodo  :  e  L'  autore  si  è  riservato  di  trattare  eoo 
maggior  compitezza  in  avvenire  l' argomento  ora  toccato  a  vero 
dire  soltanto  occasionalmente  ed  allora  verrà  data  risposta  aocbe 
alla  domanda  ,  perchè  le  relazioni  fra  cose ,  che  presentano 
una  moltiplicità  di  più  di  due  dimensioni ,  non  possano  som* 
ministrare  nuove  specie  di  grandezze  ammissibili  neir  aritmetica 
generale  ».  Non  ci  consta  che  il  grande  matematico  sia  poi 
efTeltivamente  ritornato  su  questo  punto  Q. 

$.  W.  Stabilita  una   generalizzazione,  come  in    particolare 
abbiamo  qui  fatto  per  la  potenza  ed  il  logaritmo,  è  necessario, 
innanzi  proseguire  lo  sviluppo  della  scienza  conformemente  a 
tale  generalizzazione  ,  di   esaminare  dal    punto    di    vista   della 
medesima  le  proposizioni  stabilite  in    prima  nei  termini   meno 
generali.  Le  proposizioni  alle  quali  si  avrà  avuto   speciale  ri* 
guardo  nel  generalizzare  si  conserveranno  inalterate,  ma  altra 
potrebbero  richiedere  modificazioni  più  o  meno  rilevanti. 

Qui  considereremo  ,   a  guisa   d'  esempio  ,  le   proposizior^ ^ 
espresse  dalle  eguaglianze 

Zi    Z{  =  (Z^  Zj)*, 

Log,  Zi  +  Log,  z^  =  Log,  %i  z^  , 

che  possiamo  ritenere  stabilite  primamente  nel  supposto  ch^ 
z,Zi,z^  non  abbiano  da  assumere  che  valori  reali  ed  anche  r 
tranne  z  per  la  prima  ^  esclusivamente  positivi. 

Secondo  il  significato  da  ultimo  stabilito  per  potenza  e  lo- 
garitmo i  membri  di  queste  eguaglianze  hanno  in  generale  una 
infinità  di  valori  ;  e  però  fissiamo  anzitutto  che  senso  debba 
avere    una   eguaglianza    fra  due    formole  ^ ,  H^   ognuna   delle 


(')  Crediamo  bene  asleneiHi  in  un  corso  come  il  nostro  da  coDsidertiionì  filoso6clM, 
quali  Irovcrebbcrsi  in  Wronski ,  che  possano  non  essere  tuUe  di  comooe  e  chiaro  ioteadi- 
menlo.  La  genesi,  che  ci  piacque  esporre,  delle  operaiioni  arilmeliche  non  cagiona  di  eerlo 
(iiflleoltà  (li  sorla  in  nessuno,  mentre  basln  per  introdurre  nella  nostra  Iratlatiooe  la  unilà 
(he  desideriamo. 
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quali  possa   intendersi   rappresentatrice   di  più  di   un   valore. 
Scmendo 

intenderemo  significare  che  »  se  $  e  ^  non  hanno  un  solo  e 
medesimo  valore ,  ne  hanno  però  un'  egual  numero  od  en- 
trambe una  infinità^  e  che  in  ogni  caso  i  valori  deir  una  sono 
eguali»  ciascuno  a  ciascuno,  ai  valori  deli'  altra,  astrazion  fatta 
dal  diverso  ordine  con  cui  possano  essere  concepiti. 

Ciò  premesso,  esaminiamo  la  prima  delle  su  riferite  egua- 
glianze. In  virtù  della  definizione  (  (2)  |.  6)  il  primo  membro 
traducesi  in 

E  (z  [p^  +  w^t  ])  E  (z  [p^  +  w,t]) 
ossìa  in 

^  (2  [  />!  +  />S  +  K  +  «s)  i  ]  ) 

[^(f>i  +  pj  +  K  +  wi)01s 

la  qoal  formola    è    precisamente    la  definizione    del   secondo 
membro ,  avuto  riguardo  alla 

La  eguaglianza   dunque ,   ovvero  la    proposizione    che    vi   sta 
^pressa ,  sussiste  anche  colla  fatta  generalizzazione. 

Esaminiamo  la  seconda.  Il  suo  primo  membro  in  virtù 
della  definizione  (  (3)  §.  6)  traducesi  in 

0)  I        jO    4-  w  t 

1^  qoal  somma ,  se    u   ha   lo  stesso  valore   in   entrambe  le 
Moni ,  si  riduce  alla  frazione  unica 

Pi  +  ip>  +  K  +  ^»)< 

W  I 

^e,  avuto  riguardo  alla  (1) ,  può  dirsi  precisamente  la  defioi- 
óoQe  di 

Log,  Zj^  z, . 

Perchè  sussista  la  seconda  eguaglianza  abbiamo  qui  veduto 
doversi  supporre  che  V  argomento  di  ;;  (che  bisogna  introdurre 
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per  convertire ,  giusta  la  (3)  |.  6 ,  espressioni  per  se  insigni- 
ficanti in  espressioni  significative  e  suscettibili  della  reatiasaca* 
zioue  numerica)  venga  introdotto  in  ogni  posto  collo  stesso 
valore.  Questa  è  una  condizione  che  anche  senza  avvertire  si 
suole  ^  come  cosa  affatto  naturale,  adempiere.  Cosi  avveooei 
per  esempio  »  allorché  dicemmo  che  la 

2;»!  2^*1  =  2*1  +  *s 

può  considerarsi  come  una  conseguenza  della  (2)  |.  6.  fanpe^ 
rocche  la  formola 

se  la  lettera  o  non  fosse  supposta  avere  lo  stesso  valore  ia 
entrambi  i  posti ,  non  si  ridurrebbe  alla 

A'  (  [z,  +  z,][p  +  m])  =  {  E(p  +  r^i)  jN  +  't  . 

Dovendo  in  seguito  aver  luogo  ben  sovente  il  caso  che  utfi 
eguaglianza,  ossia  la  trasformazione  da  essa  consentita  deiriiii 
membro  neir  altro ,  si  debba  impiegare  contemplando  special- 
mente un  solo  valore  deir  un  membro  ed  un  solo  dieU' altroj 
per  mettere  fuor  di  dubbio  sin  d'orala  legittimità  di  qaefpm 
faremo  riflettere,  che,  se  per  una  questione  una  quaotitisari 
costante,  preso  una  volta  uno  fra  gli  argomenti  di  essa  eostaitfl^ 
sarà  questo  immutabilmente  durante  tutta  la  questione  che  si 
intenderà  impiegato  ed  introdotto  dappertutto  dove  possa  oc- 
correre r  argomento  della  costante  ;  e  che ,  se  una  lettera 
significherà  una  variabile  continua,  preso  inizialmente  un'ar- 
gomento per  uno  degli  stati  di  grandezza  (statò  iniziale)  della 
variabile  ed  immaginatolo  messo  in  tutti  i  posti  nelle  forinole 
dove  r  argomento  della  variabile  debba  figurare  ,  i  valori  che 
in  tutti  questi  posti  pei  successivi  stati  di  grandexza  delia  ^ 
riabile  si  dovranno  concepire  come  argomento  saranno  qorfi 
che  succedono  con  continuità  al  già  prescelto  ;  si  che  in  ogoi 
istante  sarà  sempre  un  solo  e   medesimo  valore    che  figurerà 
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come  argomento  della  variabile  in  tulle  quante  le  forinole  tratte 
in  considerazione.  Q, , 


(*)  Caoehy  credette  per  lungo  tempo  che  fosse  conveniente  di  distinguere  in  modo  as- 
setalo per  ogni  formoli  uno  fra  lotti  i  suoi  possibili  valori,  e  di  stabilire  che  desso  soltanto 
dovesse  intendersi  designato  eolla  uotaiione  ordinaria.  Perciò  nellMna/yse  alg, ,  occorrendo- 
la di  designare  anche  11  sfsiemÀ  di  totli  Ì  valori  possìbili  di  una  formola ,  introduce  V  uso 
delle  doppie  parentesi.  Trovandosi  i  valori  delle  principali  formole  espressi ,  come  ben  ve- 
dnmo  f  mediante  gli  argomenti  delle  quantità  letterali  con  cui  sono  formate  ,  Caochy  do- 
vette neir  indicato  intento  anzitutto   fissare  quale    fra    tutti   i  possibili    argomenti   di   una 
fsiatità  dovesse  sempre  intendersi  di  preferenza    considerato    ed  introdotto   nelle   formole. 
Rctt*  Anmlf99  alg.  questa  cosa  è.  fatta  in  modo  si  imperfetto  che  ne  discende  la  infelice  con- 
MgDeaia  che  le  notazioni   z    (a  ineomm. ,  pag.  2id),  l(z)   (pag.  321)    non  possono  essere 
liipenie  se  non  quando  la  parte  reale  di  z  sia  positiva.  Pia  tardi  (Vedi  Bxtreicti  d*  Ah. 
H  et  Pk.  mtuh» ,  tomi  Sei)  sta)>ilisce  che  V  argomento  da  considerarsi  di  preferenza  (o , 
CMM  poi  dice  ,  prineipaU)  sia  quello  compreso  fra  — ir  e  •\-^,  V  inconveniente  citato  delle 
fomole  1  ,  t{9}  dispare,  ottenendo  ciascuna  di  esse  un  significato  unico  (tranne  per  z  reale 
e  ifliiriva)  che,  seguendo  il  ifg.  BjOrlbg ,  Caochy  chiama  potenza  printipùh  e  logaritmo 
pi9€ifU  (tomo  l,  pag.  S53  e  ^9).  Ma  >  i  ha  ancora  quesl*  altro  grave  inconveniente,  che, 
fnado  una  delle  quantità  leltcrali  che  entrano  a  comporre  una  formola  si  concepisca  come 
nriabile  eootinoa  e  si  faccia  variare  in  modo  che  la  sua  parte  reale   passi  dal  positivo   al 
Mgtilto  0  viceversa,  il  valore  dell'argomento  principale  di  essa  variabile  de% e  fare  un  salto 
dsè  labire  d*on  tratto  il  cambiamento  di  — 2ir  o  -^-^tr,  e  questo  salto  può  produrre  nella 
viriniooe  della  formolo  una    discontinuità ,  la  quale ,  se  si  lasciasse  invece  passare  1*  argo- 
■oio  si  di  là  di  -f^  0  — ir,  non  si  presenterebbe.  Un  espresso  riguardo  alla  continuità  non 
iK^atrtsi  in  queste  determinazioni  di  Cauchy  se  non  nel  tomo  4  (pag.  S49,  S50;  S56,  297) 
■dh  lecita  tra  i  due  valori  lasciati  a  l(z)  ed  a  z  per  z  reale  e  negativa.  Oltre  le  discontinuità 
■t^  Mrcessioni  dei  valori,  havvi  pure  la  cessazione  di  sussistenza  di  formole,  ossia  egua- 
fViBie  esprimenti  proprietà  importanti ,  che  va  notato  come   grave   inconveniente  dell*  uso 
^  ■a'  argomento  rinchiuso  fra  limili  fissi  (Vedi ,  per  esempio ,  le  pag.  SiS  ,  246  dell'  Ano- 

h  eoaspimento  del  confronto  ed  in  appoggio  del  modo  da  noi  tenuto  nel  determinare 
^  <igBÌAealo  delle  formolo  di  potenza  e  logaritmo  aggiungiamo  ancora  le  seguenti  indicazioni. 
Mr  Amigu  mig,  »  dopo  aver  provato  che  per  esponente  reale  sussiste  la 

^=1+  -p+  -j-;Y  4-...«i?(«/il)  , 

^^**Hiy  stabilisce  eh?  (pag.  309),  giusta  uso  già  Invalso ,  la  stessa  eguaglianza  debba  sussi- 
*lcn  SBehe  per  esponente  complesso  z  e  serva  quindi  a  definire  la  formola  A*»  È  lo  stesso 
P*Ho  da  noi  fallo  dalla  (1)  alla  (2)  nel  ^,  6.  Se  non  che  nell*  Analyie  alg,  A  significa  nu- 
*(i^  reale  positivo  (di  cui  (  A  éignifica  il  logaritmo  naturale  ordinario ,  quello  cioè  sommi- 
ùtraio  dalle  tavole)  ed  A*  denota  un  solo  valore  ,  cioè  quello  corrispondente  ad  m«bO 
MNsforoMla 

/'^BizUA  +  ^nmi]  )  , 

^*  fiisu  la  (2)  $.  6,  esprime  tutti  i  possibili  valori  di  A*,  ti  non  avere   Caochy   eoosl- 
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^.  8.  Id  un  piano  ,  che  per  fissar  le  idee  riterremo  saia' 
pre  orizzontale ,  siano  tracciate   due  rette   perpendicolari  tr^ 
loro.  Il  punto  del  piano  che,  rispetto  a  queste  rette  come  ass^ 
delle  coordinate  cartesiane ,  abbia  per  coordinate  x  e  y  verr^ 
assunto  come  rappresentativo  del  numero  x-^yi  ossia  2;  e  d^" 
signato  con  questa  lettera  slessa.  Quella  delle  due  rette  in  oMÌ 


deralo  neir  Anaiyte  alg.  il  caso  in  cui  la  base  della  formolo  esponenxìale  foate  reale 
liva  ovvero  complessa  con  parie  reale  negativa  e  quindi  insomma  grandeixa  arìtmetica 
lunque,  come  neppure  i  logaritmi  a  base  qualunque,  è  ben.  chiaro  che  si  lega  colla  diflko Ili 
che  avvertimmo  aver  egli  allora  incontrato  nello  stabilire  un  signi6ealo  unico  per  j  .  If^^'* 
pag.  312  defluisce  egli  pure  i  logaritmi  risguardando  come  equivalenti  le 

i»is=Log^  s    ,    A  s=»z  , 

Il  risultarne  una  semplice  invece  di  una  doppia  infinità  di  valori  è  naturai  eooiegnaflu  dei 
ritenere 

^"+*'*=£,  (!,-(- 1,,]/^,  invece  di    A^'^*^^ S( lu  +  vi]  {lA  +  %r mi]). 

Neil'  articolo  Sur  lei  pmitancet  ou  exponentietUi  dont  Ui  expotantt  et  !ea  baite  to»t  ^ 
qttantitéi  géomèln'quet  (uno  dei  molti  che  tennero  dietro  al  Mémoire  imr  lei  quantilét  p*" 
métriquet.  Tomo  i  degli  Ex,  d*  Ah,  et  de  Ph,  maih,)  definisce  x^,  per  s  ed  «  entrasbe  c^*" 
plesse ,  mediante  1*  eguaglianza  (pag.  25S) 

dove  l(z)  esprime  il  logaritmo  uaturfale  principale  di  z  (pag.  ii8  e  ÌS3),  il  ebe  è  c<^ 
dire  mediante  V  eguaglianza 

z'*=ir(ii[p  +  «ii  ) , 

che  diversamente  dalla  (2)  $.  6  esprime  un  solo  valore  per  la  restrizione  ora  inpoiti  '" 
di  significare  soltanto  l' argomento  principale  di  z. 
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iaccioDO  i  puDti  rappresentativi  dei  numeri  reali  si  dirà  asse 
ìok,  l'altra  asse  imaginario,  siccome  luogo  dei  punti  rappresen- 
Itivi  dei  numeri  della  forma  yi  cioè  puramente  imaginari.  Dire- 
ioni  positive  degli  assi  saranno  rispettivamente  quelle  che  dal 
iQolo  0  conducono  ai  punti  l^t.  Le  figure  esistenti  nel  piano  si 
opporranno  sempre  osservate  dall' alto  al  basso.  E  si  supporrà 
;ostanlemenle  che  la  direzione  positiva  dell'  asse  imaginario  sia 
tata  scelta  in  modo^  per  rispetto  alla  direzione  positiva  del- 
'asse  reale,  che  un  osservatore  posto  nel  punto  0  e  rivolto  al 
unto  1  abbia  il  punto  t  alla  sinistra. 

Considerando  il  punto  0  come  polo ,  V  asse  reale  come 
^6  polare,  e  come  senso  positivo  degli  angoli  quello  secondo 
Ili  ruoterebbe  d'un' angolo  retto  intorno  a  0  la  parte  positiva 
eir  asse  reale  per  giungere  a  coincidenza  colla  parte  positiva 
e  ir  imaginario,  si  ottiene  che,  mentre  le  coordinate  cartesiane 
^l  punto  z  rappresentano  colle  loro  grandezze  le  parti  reale 
d  imaginaria  del  numero  z,  le  coordinate  polari  ne  rappre- 
untino  il  modulo  e  gli  argomenti.  E  propriamente  ,  com^  è 
^V\o  per  la  s  =  r  (cos  w  -}- 1  sen  w) ,  il  raggio  vettore  rappre- 
BDta  (ha  per  misura)  il  modulo ,  e  1'  angolo  minore  di  due 
Blti  eh'  esso  forma  colla  direzione  positiva  dell'  asse  reale 
appresenta  l'argomento  di  z  compreso  fra  — n  e  -\-n,  onde 
kgni  altro  argomento  riesce  rappresentato  dall'  angolo  stesso 
giuntovi  0  sottrattovi  un  numero  intero  di  volte  quattro  retti. 

Perciò  si  potrà  anche  dire  che  la  retta  Wz  (cioè  che  va  da  0 
^  z)  rappresenta  in  grandezza  e  direzione  il  numero  z. 

Allorché  si  parlerà  di  angolo  d'  una  retta  ab  coir  asse 
reale ,  senza  cenno  della  direzione  di  quest'  ultimo  ,  s' Inten- 
derà sempre  colla  sua  direzione  positiva  ;  angolo  da  ritenersi 
positivo  se  misurato  nel  senso  positivo  degli  angoli,  negativo 
^  nell'  altro  senso. 

Quando  un  numero  z  sarà  da  concepirsi  come  una  varia- 
bile continua ,  la  variazione  sua  potrà  raffigurarsi  nella  linea 
descritta  dal  punto  z ,  la  quale  si  chiamerà  cammino  della  va- 
riabile. Mediante  la  infinita  varietà  dei  cammini  che  si  possono 
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imagioare  tracciati  da  un  punto  ad  un'altro  dei  piano^  la  rap- 
presentazione geometrica  mette  in  tutta  evidenza  la  infinita  varìeli 
di  successioni  di  valori  che  può  percorrere  una  variabile  con- 
tinua affatto  libera  (cioè  complessa)  per  passare  da  un  dato 
valore  id  altro  dato.  Una  variabile  continua  reale ,  dovendo 
rimanere  suir  asse  reale ,  non  può  passare  da  uno  ad  altro 
valore  che  pel  cammino  rettilineo  ,  porzione  dell'  asse  reale. 

$,  O.  Supponendo  fissati  i  punti  2,2^  vi  hanno  costruiiooi 
semplici ,  che  giova  conoscere ,  per  determinare  il  punto  Z 
rappresentativo  della  somma^  0  della  differenza,  0  del  prodotto, 
0  del  quoziente  dei  due  numeri  z,  2^. 

Somma.  Riflettendo  che  la 

equivale  alle 

emerge  subito  che  il  punto  Z  dev'  essere  il  quarto  fra  i  vertice 
del  parallellogrammo  di  cui  tre  siano  i  punti  0,2»z^  (Fig.  I-D- 

Per  avere  Z  basterà  dunque  tirare  d^ 
z  una  retta  eguale  in  grandezza  e  c9  i* 
rezione  alla  Ozi  (*).  La  W2  esprime  »' 
modulo  di  Z,  ed  è  quindi  evidente  M^ 
proposizione  spesso  impiegata,  che  " 
modulo  della  somma  di  due  0  più  oc^- 
meri  è  minore  della  somma  dei  modt^  A 
dei  singoli  numeri ,  od  eguale  allorchi  é 
questi  abbiano  eguali  argomenti* 
Differenza.  Dall'  essere 

Z=2 — Z^ 

equivalente  a 

z^=^Zj^  +  Z , 

si  deduce  che  per  avere  il  punto  Z  basterà  tirare   da  z^^^^ 
retta  eguale  in  grandezza  ma  contraria  in  direzione  alla  0  ^^  * 


Fig.  i 


C)  Nelli  figura  abbiamo  voluto  segnare  ancbe  ì  punii  rappreseaUlivI  dei  nviaerì 
I  ,  « ,  «I ,  Jf ,  e  quelli  rappresentalivi  degli  imagioari  • ,  y*  i  ]fi  •  »  y*'* 


r^ 
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Prodotto.  Per  la  costruzione  del  prodotto  e  dei  quoziente 
;ioYa  meglio  considerare  i  moduli  e  gli  argomenti.  La 

rifletteodo  alle 

equivale  a  quest'  altra 

e  quindi  somministra 

neir  ultima  delle  quali  nori  aggiungiamo  all'  uno  od  all'  altro 
membro  un  multiplo  arbitrario  di  2  tt  rimanendo  sottinteso  nelle 
stesse  («), ot>|,l2.  Si  otterrà  dunque  il  punto  Z  facendo  ruotare 

nlorno  a  0  d'un'  angolo  eguale  a  ca^  la  retta  OTe  mutando 
iella  medesima  la  lunghezza  nel  rapporto  di  r^  ad  i.  La  rota- 
zione avverrà  nel  senso  positivo  se  sarà  positivo  il  valore  di  u^, 
-  ta  mutazione  nella  lunghezza  sarà  un  allungamento  se  r{>i. 
Quoziente.  Dall'  essere 

equivalente  a 

z  =  z^Z  , 

)  »  altrimenti ,  dal  riflettere  che  equivale  a 


-  quindi  alle 


fl£(nt)=  -£([«-a)Ji) 


'i  deduce  che  si  otterrà  il  punto  Z  facendo   ruotare   intorno 

^^  0  d'  un'angolo   eguale  a  — o>)^  la  retta  Oz  e  mutando  della 
i^desima  la  lunghezza  nel  rapporto  di  <  a  r|. 

#•  !••  Osserviamo  ora  come  siano  distribuiti  nel  piano  i 
^^Qti  rappresentativi  dei  valori  di 


170 


KIZIOIS  niHA 


Perciò  ricordiamo  la 

A  fine  di  mettere  in  evidenza  i  <liversi  valori  ammettiamo  per 
questo  I  che  co  denoti  uno  particolare  fra  gli  innumerevoli  ar- 
gomenti di  2f  e  denotiamo  con  Re  Q  il  modulo  e  Targomento 
particolari  di  (1)  espressi  da 

(2)  R=E{XiP^y^(»)    ,    ll  =  yij5+j'^w. 
Le  altre  coppie  di  modulo  ed  argomento  di{1)  si  otleraoDo  da 

E{x^p  —  y^(>ì  —  y^.2nm)     ,     y^p -^Xifà '\'  x^.inm 
attribuendo  ad  m  tutti  i  valori  numerici  interi,  escluso  0.  Ora 

yi  f  +  a:|  «  +  a?! ,  2  r  ni  =  Il  +  2 ir  0?^ .m  ; 
perciò ,  ponendo  per  brevità 

potremo  esprimere  tutte  le  coppie  di  valori  del  modulo  e  A    el- 
r  argomento  di  (1)  colle  formolo 

(3)  mod.  2*1  =  fl  p"*  ,    arg,  z'i  =  il  -f-  g  m  , 
ossia  per  disteso  con 


vai.  di  m 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

•  ■  • 

—  2 

-4 

0 

1 

2 

arg.  z 

w — 4jr 

6j — 2r 

u 

w-f~2n 

w-f-4jr 

mod.  z*i 

R 

fi 

P 

ft 

ftp 

ftp» 

arg.  2*1 

iì—iq 

iì—q 

lì 

fì+9 

11+2, 

•  • 


Determinato  nel  piano  il  punto  (2)  (cioè  di  coordinate  polari  C^^. 
a  determinare  gli  altri  punti  (3),  preparato  l'angolo  eh' è  ^' 
surato  dal  modulo  di  a,  si  condurranno  da  0  due  serie  di  r^^ 

che  formino  colla  0  (2)   (s' intende  la   retta   che  va  da  9 
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punto  (2)  )  ordinatameote  gli  angoli  q,  iq,  S^»...;  —q^  —Sq,  — 3^,... 
(se  q  sarà  positivo  le  rette  della  prima  serie  succederaoDO  alla 

0(2)  Del  senso  positivo  degli  angoli»  e  quelle  dell'altra  nel 
senso  negativo  ;  contrariamente  per  q  negativo)  e  sulle  rette 
della  prima  serie  si  prenderanno  da  0  lunghezze  che  crescano 
(o  decrescano  secondochè  p  sia  maggiorerò  minore  di  <)  dal- 

Tana  all'altra,  cominciando  dalla  0(2),  nel  rapporto  costante 
di  p  ad  I ,  e  su  quelle  dell'  altra  serie  lunghezze  che  decre- 
scano nel  rapporto  costante  di  <  a  p. 

Le  estremità  di  tutte  queste  rette  ossia  i  punti  (3)  costi- 
(dicono  una  punteggiata  spirale  che  partendo  dal  punto  (2)  nel- 
Ton  senso  per  una  serie  illimitata  di  giri  si  allontana  sempre 
più  dal  polo ,  cioè  dal  punto  0,  e  nell'  altro  senso  per  altra 
serie  illimitala  di  giri  vi  si  avvicina  sempre  più.  Ed  in  vero  , 
eHmioando  m  fra  le  equazioni  (3) ,  si  ha  V  equazione 

la  quale ,  considerandovi  le  coordinale  polari 

mod,z*<      ,    arg.2'i 

come  variabili  continue  ,  esprime  una  di  quelle  linee  continue 
che  soglionsi  chiamare  spirali  iogarilmiche.  I  logaritmi  naturali 
di  p  e  di  A  qui  adoperati  sono  gli  ordinari  forniti  dalle  tavole. 
Nel  caso  particolare  di  p  =  l,  cioè  di  yi  =  0,  la  spirale 
si  riduce  ad  una  circonferenza.  In  questo  caso  può  darsi  che 
il  numero  dei  punti  (3)  distinti  tra  loro  non  sia  infinito.  Ma 
perchè  ciò  abbia  luogo  è  necessario  che  ,  dopo  aver  ripetuto 
^lla  circonferenza  a  partire  dal  punto  (2)  V  arco  corrispon- 
dente air  angolo  q  un  numero  finito  fx  di  volte ,  il  termine 
deir  arco  ricada  in  una  posizione  già  avuta  dopo  un  certo  nu- 
mero y  di  ripetizioni.  In  tal  caso ,  detto  n  un  numero  intero , 
dofrebbe  essere 

ix9t=2/gr4-27rn    d'onde    Xi  = ; 

<^ioè  la  (2)  essere  una  potenza  d'  esponente  commensurabile. 
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^.  11.  Osserviamo  finalmente  come  siano  distribuiti  i  punti 
rappresentativi  dei  valori  di 

(<)  Log,^  %.  '^ 

Perciò  »  ricordando  la 

e  denotando  con  X  ed  Yi  separatamente  le  parti  reale  ed  ioi%. 
ginaria ,  avremo  per  determinare  le  coordinate  cartesiane  dei 
singoli  punti  rappresentativi  dei  logaritmi  le  doe.  formolo 

Ciascuno  degli  argomenti  o,  0|  può  prendere  una  infinità  di 
valori  equidifferenti  di  Sir;  laonde  si  ha,  come  già  avvertimmo, 
una  doppia  infinità  di  punti.  Di  questi  si  abbraccierà  più  facil- 
mente la  distribuzione  nel  piano  considerandoli  come  le  interse- 
zioni dei  due  sistemi  di  linee  (corrispondenti ,  ben'  inteso ,  ai 
soli  valori  ammissibili  per  a»0|  come  argomenti  di  2,S|)di 
cui  si  ottengono  le  equazioni  eliminando  fra  le  (2)  per  Too 
sistema  o  e  per  V  altro  o^ .  Eliminamlo  o  si  ottiene 

Questa  equazione  rappresenta  un  sistema  di  rette  che  passa&o 
lotte  pel  punto  fisso  di  coordinate 

(4)  A'  =  ^     ,    r=-o 

fi 
e  clie  tendono  vie  più   a  confondersi  coir  asse   reale  qaaolo 
più  grandi  sono  ì  multipli  di  th:  che  si  rìncbiudooo  in  0f .  EK* 
minando  0|  ,  al  qual  fine  presentansi  tosto  le 

sì  ottiene 

^^>        (•v-4T-('-.T.)=-^- 
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QuesU  equaEione  rappresenta  un  sislema  di  circonferenze  che 
passano  tutte  pel  punto  0  eJ    i    cui  centri   si  succedono  alla 

IT 

distanza  costante  -    sulla  perpendicolare  dividente  per  mezzo 

Pi 

la  retta  0  (4).  Anche  le  linee  (5)  passano  quindi  tutte  pel 
ponto  (4)  ;  e  però  ogni  retta  (3)  interseca  ogni  circonferenza 
(5)  nel  punto  (4)  ed  in  un  secondo  punto  che  è  desso  il  rap- 
presentativo di  uno  dei  valori  della  formola  (i).  Il  punto  (4) 
OOD  rappresenta  uno  dei  valori  della  forinola  se  non  quando 
2,ti  sieno  reali  e  positivi. 

f.  19.  Esaminiamo  anche  come  si  determinino  e  quindi 
come  siano  distribuiti  i  punti  rappresentativi  di  tutti  i  valori 
ricavabili  dalle  formolo 

ma  ,  ma-^nb  ,  ma-f-w6+pc 

col  mettere  successi vamem te  per  m,n,p  tutti  i  numeri  interi 
At^, e  esprimendo  numeri    quali   si    vogliano    fissati.    Queste 
formole  compariranno  sovente  in  seguito. 
Per  determinare  i  punti 

ma 

si  conduca  pel  punto  0  la  retta  nella  direzione  del  numero  a 
(che  formi  cioè  coli'  asse  reale  angolo  eguale  ad  uno  degli 
argomenti  di  a)  e  su  di  essa  si  porti ,  cominciando  da  0  ed 
io  entrambi  i  sensi ,  la  lunghezza  costante  mod.  a  una,  due, 
(v^i  . .  .  •  volte.  I  punti  nei  quali  cado  di  mano  in  mano  il 
armine  di  questa  lunghezza  sono  nell'un  senso  i  rappresenta- 
rvi di  0 ,  Sa ,  3a ,..  •  e  neir  altro  di  — a,  — 2a,  — 3a,... 
Per  determinare  i  punti 

ma  +  fi6 

inugioiamo  determinati  in  prima  i  punti  ma;  indi  tracciamo 
''  sistema  delle  parallelle  alla  direzione  del  numero  b  passanti 
pei  (letti  punti  ed  a  partire,  dai   medesimi  portiamo   replicata- 
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mente  sulle  parallelle  oeir  uno  come  nell'  altro  loro  senso  la 
lunghezza  costante  mod.  6. 1  punti  nei  quali  cadono  di  mano  in 
mano  i  termini  di  questa  lunghezza  sono,  insieme  coi  Ossati  da 
prima>  i  rappresentativi  dei  valori  della  formola ma  +  nb.  TatU 
i  punti  corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  di  n  sono  io  una 
parallella  alla  retta  dei  punti  ma;  perciò  possiamo  anche  dire  che 
i  punti  ma-^nb  sono  le  intersezioni  dì  due  sistemi  di  rette 
parallelle  dividenti  il  piano  in  una  doppia  infinità  di  parallello- 
grammi  i  cui  lati  rappresentano  in  grandezza  e  direzione  i 
numeri  a  e  b. 

Abbiamo  supposto  le  direzioni  ossia  gli  argomenti  dia  ei 
diversi  tra  loro  ;  consideriamo  adesso  il  caso  particolare  io 
cui  invece  siano  eguali.  Ciò  avviene  soltanto  quando  il  rapporto 

sia  reale.  In  tal  caso  i  punti  ma-^nb  sono  tutti  in  una  soU 
retta,  e,  volendo  concepirne  la  distribuzione  col  sussidio  deU^ 
rete  parallellogrammica  già  descritta ,  imagineremmo  che ,  r^ 
stando  fissa  la  retta  dei  punti  ma^  ed  inflessibili  inestendibi^^ 
e  come  congiunti  a  cerniera  i  lati  dei  parallellogrammi»  andas3^ 
impiccolendo  sino  a  zero  V  angolo   dei    due   sistemi  di  par^-^' 
Ielle.  In  questo  caso  è  da  notarsi  attentamente  il  divario  ct^^^ 
nella  distribuzione  dei  punti  ma-j-  nb  sull'unica   retta  si  r^^ 
scontra  secondochè  il  rapporto  (i  )  sia  commensurabile  o  ww  ^ 
lo  sia. 

Se  il  rapporto  (1)  è  commensurabile  tutti  questi  punti  rii 
scono  a  trovarsi  ad  una  distanza  costante  tra  loro,  vale  a  din 
la  formola  binomia  ma-^-nb  è  riducibile  ad  una  monomia  9^  ^ 
0 ,  in  altri  termini ,  tulli  i  valori  di  quella  formola  si  possono  <3 
anche  ottenere  mettendo  in  questa  per  q  tutti  i  numeri  inte^^* 
Ed  invero  nella  presente  ipotesi  si  può  porre 

a==  fid    ,    b  =  vd  , 

dove  fx  e  v  sieno  numeri  interi  primi  tra  loro   e  quindi  d  ^^^^ 
numero  avente  lo  stesso  argomento  di  a  e  6.  Da  questa  eg**-^ 
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ma  +  wft  =  (f*  w -f- V  n)  </• 

ralori  di  ma-^-nb  sono  dunque  multipli  di  d;  e  reci- 
nte, tutti  i  multipli  di  d  sono  valori  di  ma  +  nb, 
ì  sempre  una  coppia ,  e  precisamente  una  infinità  di 
di  numeri  interi  m,  n  tali  da  rendere  fx  m -f  >^  ^  aguale 
Itero  dato  qualsiasi. 

il  rapporto  (i)  è  incommensurabile  non  si'  può  asse- 
Icuna  distanza  finita  e  minima  fra  i  punti;  cioè  dire 
)Ossono  ottenere  con  opportuni  valori  di  m  e  n  punti 
uccedano  ad  intervalli  più  corti  di  qualsivoglia  corta 
a  fissata.  Può  giovar  di  riflettere  che  questo  potrebbe 
arsi  come  il  caso  limite  del  precedente,  come  il  caso 
e  6  ammetterebbero  una  comune  misura  ma  infinitamente 
Per  dimostrare  però  rigorosamente  ciò  che  abbiamo  asseri- 
imo  riflettere  che  dalla  teoria  delle  frazioni  continue  si  sa 
^ssibile  di  avvicinarsi  al  rapporto  incommensurabile  (1) 
infinità  di  rapporti  commensurabili  (fx  a  v)  in  guisa  da 
e  la  condizione 

e  minore  dell'  unità.  Da  qui  si  ha 

va  —  iib  ^«=  —  , 

le  l'intero  v  può  farsi  ingrandire  senza  confine,  cosi  il 
di  va  —  iib  può  rendersi  minore  di  qualunque  grandezza 
a.  E  però  ad  ogni  punto  ma  + 1>6  già  fissato  nella  retta 
arsene  vicino  un'altro,  e  veramente  quanti  se  ne  vor- 
(m  + v)a  +  (w  — (x)  6  con  intervallo  va  — (* 6  minore 
inque  grandezza  assegnata, 
r  determinare  i  punti 

fna'\'nb'\'pc 
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ìmaginiamo  determinati  i  punti  ma-\-nb;  ìndi  Iracciaoio 
sistema  delle  paraUelle  alla  direzione  del  numero  e  passatii 
pei  detti  punti  ed  a  partire  dai  medesimi  portiamo  replicala 
mente  sulle  parallelle  nell'  uno  come  nel!' altro  loro  sanso  U^ 
lunghezza  costante  mod.  e.  I  punti  nei  quali  cadono  di  Hiana 
in  mano  i  termini  di  questa  lunghezza  sono  insieme  coi  fissali 
da  prima  i  rappresentativi  dei  valori  della  forroola  (2). 

Se  questa  fprmola  non  è  riducibile  ad  una  monomia  o 
binomia  si  possono  sempre  dare  ad  m^n^p  tali  valori  da  ottener» 
punti  succedentisi  ad  intervalli  minori  di  qualunque  grandea 
assegnata.  Fu  Jacob!  il  primo  a  porre  in  rilievo  questa  veriti, 
d'  onde  discendono ,  come  vedremo  ,  importaotissime  conse- 
guenze (*)•  Per.  dimostrarla  basta  evidentemente  provare  cba 
si  possono  prendere  per  m,n  ,p  valori  tali  che  mie 
{ma  +  nb  +  pc)  riesca  minore  di  una  grandezza  assagiuto 
qualunque.  Denotinsi  con  a^  ed  aria  parte  reale  ed  il  coeffi- 
ciente di  i  del  numero  a>  e  similmente  per  6,c;  e  pongasi 

6|  Ci  —  6,-  C|  ==  i4  ,  C|  a,-  —  r,-  a\  =  B  ,  (i|  6,-  —  a,-  6|  ==  C , 
d'  onde 

a^A  +b^B  +  c^C=0    ,    (hA  +  6ìB  +  CìC  =  0. 
Intendendo  con  i^  ,v  ,fs  numeri  interi ,  pongasi  pure 


A  A 


da  cui 


f*  «1  +  V  6j  +  o  Ci  =  —  (6,  iV  -f-  e,  P)  , 

(X  ttj  +  V  6i  +  t!T  C»  =  {pi  iV  +  Ci  P)    . 

Ora  jxe  V  si  possono  determinare  in  guisa  che  iV  riesca  mifiore 
di  qualsia  quantità  data.  E ,  determinati  [x  e  y ,  si  può  preft* 


(*)  Vedi  la  Memoria  De  fumet.  duar,  variab,  quadrupL  ptwiodieU,  cfe.  Gionb^i  CftO^ 
tomo  43.  Quivi  Jacobi  non  fa  alcuna  allusione  a  rappresenlaiione  geometrica.  Li  sn 
straiione  che  qui  riponiamo  è  di  un  mraUere  ponunente  ariUnetico. 
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.  4 
dere  o  in  moilo  che  riesca  moJ.  PlS  ^  •  ^  P®"*^*  s®  dicasi  X 

un  numero  grande  quanto  piace ,  si  potrà  far  si  che  riescano 
mod.  (64ÌV+C1  '^)  <  (  5  +  r)  ™^^-  ^K  f 

mod.(6iiV  +  c,P)  <(2 +x)  "^^^•^'  ' 

Tale  a  dire  infine  ,  si  possono   determinare    gl'interi    f^,  v  «o 
in  guisa  che  ,  ponendo 

l^a  -{•  yh  -{-  fac  =^  e' 
0 ,  ciò  eh'  è  lo  stesso , 

riescano 

l.f/  <(-5  +  r-)niod.q  ,  mod.c'^  '^("5"^r)  "^^^•^•' 
Pongasi  ora  successivamente 

III  j     I      #i#  M     I     ni  jn j 

a  e  -f-v  e  -^^  fs  e  ^=C 


mod. 


-#»' 


'  coeflicienti  (*',  v',  tsr';  jx",  y",  t»";  ecc.  per  ciò   che  si  è  detto  si 
P^^ono  concepire  numeri  interi  tali  che  diano 

«»od. r/'<(-i +  i)  mod.  e/  ,  mod.  e -<^i +t)  raod.r^'  ,... 
.  r/'<( -+r- jmod.c/ ,   raod.r/"<f -  +  r- ìmod.c/'  .... 


mod 
^'*  onde 


mod.  C4W  <  (  "5  +  7  )  ™od.  C4 

mod.  fiW  <  (  Q  +  r  )  ™o<'*  ^  • 

12 
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E  però  è  chiaro  che  per  r  opportunamente  grande  il   mo 
del  numero  c('')  =  qW  + 1 CiW  riuscirà  minore  di  qualsia  qua 
data  ;  ed ,  essendo  c('')  esprimibile  con  a,  b,  e  nella  forma 
resta  dimostrata  la  proprietà  asserita. 

Per  non  lasciar  luogo  ad  obbiezione  dobbiamo,  in  aggi 
alla  esposta  dimostrazione,  esaminare  se  possono  darsi  e  ( 
conseguenze  trarrebbero  seco  i  seguenti  tre  casi  :  che  in 
dei  termini  della  serie 

C9C9C/9C/      ,•••• 

riesca  zero  la  parte  reale  0  la  parte  imaginaria;  che  ries( 
zero  entrambe;  che  riesca  zero  la  quantità  A  od  una  ( 
analoghe  successive,  cioè  zero  una  delle  quantità 

Il  verificarsi  del  primo  caso  non  infirma  per  nienti 
dimostrazione.  Se  la  parte  reale  di  cfr)  fosse  nulla ,  quella 
c(*'+*)  potrebbe  rendersi  minore  (come,  per  esempio,  seguire 
dalla  Cj{  =  —  bj^N  quando  fosse  nulla  la  parte  reale  di  ( 
qualunque  quantità  assegnata,  ed  usando  di  siffatta  parte  r 
di  c(^+*)  si  proseguirebbe  la  determinazione  dei  termini  d 
c(*'+3),  . . .  sino  a  che  anche  la  parte  imaginaria  fosse  rie 
minore  dì  quella  quantità  che  fosse  piaciuto  di  fissare. 

Supponiamo  che  si   verifichi   il   secondo   caso  ,  cioè 
riescano  simultaneamente  e/**)  =  c,W  =«  0.  Allora  si  avrà  fr 
b,c  una  relazione  della  forma 

(3)  fn!a  +  n'b+p'c  =  0 

dove  gr  interi  m',  n',  p'  possono  supporsi  primi  tra  loro.  E 
mondo  con  d  il  massimo  divisor  comune  di  n'  e  p\  la  equaa 

ma  ri  ^       p' 


avverte  che  -j-  e   quindi  qualunque   somma,  di  multipli  e 
e  di  a  è  tra  i  valori  ricavabili  dalla  formola  (2)  ;  e   però 
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sendo  i  oameri  -r-  ed  a  in  rapporto  commensurabile  tra  loro^ 
saranno  pure  valori  di  (2)  tulli  i  multipli  del  massimo  divisor 

comune  -  dei  numeri  slessi.  Sieno  finalmente    n"  e  p"  interi 

tali  da  rendere 

si  formi  ii  numero  p"b  —  n"  e  che  sarà  pure  tra  i  valori  della 
forinola  (2)  dichiariamo  che  questa  formola  Irinomia  può  ridursi 
in  una  binomia,  in  una  somma  cioè  di  multipli  dei  due  numeri 

j  ,    fb-n"c  . 

Basla  infatti  osservare  le  ìdentilà 

fl=d~6=-m'n"|+^(p"b-«"c),c=-my|-j(p'6-n"c). 

Supponiamo  che  si  verifichi  il   terzo    caso,  cioè  che    per 
QD  valore  di  r  si  abbia  V  eguaglianza 

^endo  sempre  ó^)  uno  dei  valori  della  formola  (2)  vi  hanno 
^ecnpre  per  CiW  e  e/»")  espressioni  della  forma 

^'ovo  gr  interi  w,  n,  p  s'  intendono  variare  con  r.  E  però ,  so- 
^Mtuendo  nella  supposta  eguaglianza  queste  espressioni  in  luogo 
^'i  c/''-*),Ci(''— '),c/''),CiW,  la  eguaglianza  potrà  ridursi  alla  forma 

a  /3  y 

ai4+/3B  +  j'C=    a^b^c^    =0, 

a,  bi  Ci 

essendo  a,  jS, '/  numeri  inleri.  Ora  prendiamo  ad  arbitrio  sei 
"^ttmeri  interi  a',  /3',  /;  a",  (3\  y"  e  poniamo 
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U 


a  b  e 

a  b  e 

«"/S"-/" 

,v— 

a  /Sy 

«^  7 

«'  /5'  / 

ossia 


ti 


=  Ui  +  Ì  Ui  = 


OibiCi 

fl,  6j  e, 

«"jS"/' 

+  »■ 

«"/S"/' 

«  /Sy 

a  /3y 

,  V  =  ecc. 


Ne  risulta 


«  /3y 

a  j3  -/ 

«•/5'/ 

• 

a,6,c^ 

///CI/    // 

OL  pi  y 

fli  6i  Ci 

tli  Vi  —  «i  ^4  = 


e  quindi 

Ma  una  sifTalla  eguaglianza  esprime  che  il  rapporto 

ti  Uji  +  iUi 

V  V4  +  t  Vi 

è  reale.  Ora ,  so  questo  rapporto  fosse  incomroensurabil 
somma  dei  munipli  dì  u  e  v ,  che  dà  sempre  valori  dell 
mola  (2),  somministrerebbe^  come  abbiamo  dimostrato, 
ossia  punti  succedentisi  ad  intervalli  minori  di  quali 
grandezza  assegnala,  e  però  sussìsterebbe  ciò  che  in  gè 
abbiamo  asserito  circa  la  distribuzione  dei  punti  (2).  Se 
il  rapporto  fosse  commensurabile  cioè  eguale  a  quello  ( 
interi  fx  e  v ,  si  avrebbe 

yW  —  jxv  =  0  , 

la  quale  relazione  pei  valori  di  n  e  t;  si  traduce  in  una 
forma  (3)  che  vedemmo  significare  la  riducibilità  dell; 
mola  (2)  in  una  formola  binomia.  Ed  ecco  cosi  compiei 
dimostrazione  che,  se  la  formola  (2)  non  è  riducibile  a 
monomia  0  binomia,  si  possono  da  essa  ottenere  valori 
punti  succedentisi  ad  intervalli  minori  di  qualunque  grai 
assegnala. 
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Se  in  luogo  delle  forinole 

ma  ,  ma+fift  ,  ma+w6  +  pc 
fossero  da  considerarsi  le 

che  ne  differiscono  soltanto  per  la  giunta  del  numero  z  che 
soppoDiamo  fissato ,  le  posizioni  dei  punti  rappresentativi  di 
tallì  i  valori  di  queste  tre  formole  sarebbero  quelle  che  ver- 
rebbero a  prendere  i  punti-valori  delle  prime  tre  ove  si  tra- 
slocasserOy  rispetto  agli  assi^  secondo  rette  tutte  eguali  in  gran- 
dezza e  direzione  alla  0  2. 

i  tS.  I  sistemi  di  numeri  0  punti 

ma    ,    ma  -{-  nb 
onero 

2  +  nia    ,    Z'\-ma'\'nb 

sono  casi  particolari  di  sistemi  semplicemente  e  doppiamente 
infiniii  di  punti  aventi  tra  loro  distanze  sempre  finite  ,  delle 
quali  pub  assegnarsi  un  limite  inferiore,  e  più  grande  di  zero» 
comune  per  tutte  quelle  di  un  medesimo  sistema.  Abbando- 
nando ora  questi  sistemi  particolari ,  vogliamo  indicare  come 
^Qlti  quanti  i  possibili  sistemi  di  numeri  0  punti  aventi  tra 
loro  distanze  finite»  delle  quali  sia  in  ogni  sistema  assegnabile 
QQ  limite  inferiore  e  più  grande  di  zero  ,  si  possano  appunto 
ilislinguere  in  semplicemente  e  doppiamente  infiniti. 

Imaginiamo  dunque  un  sistema  di  numeri  0  punti  ts  {*) 
N  solito  piano ,  ed  il  piano  stesso  diviso  in  una  infinità  di 
corone  circolari  mediante  circonferenze  descritte  intorno  al 
punlo  0  come  centro  e  con  raggi  crescenti  in  progressione 
^rilmetica  la  cui  differenza  sia  di  grandezza  finita  qualsivoglia  A. 
Considerando  la  corona  m  esima,  cioè  quella  determinata  dalle 
circonferenze  di  raggi  «lA  e  {m  +  i)^,  iì  numero  N^  dei 
ponti  ra  in  essa  contenuti  ,  contando   come  tali    anche    quelli 


(*)  Per  fissar  le  idee  ,  poisiamo  iniaginaro  clic  tSf  dipenda  ,  come  le  forinole  monomia 
<  I1Ì110J1Ì4  di  poc*  ansi)  da  indici  ai  quali  siano  du  attribuirsi  Infinità  di  valori  particolari. 
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che  si  trovassero  sulla  circonferenza  maggiore  ed  esclodendo 
quelli  che  si  trovassero  sulla  minore,  crescerà  con  m  secondo 
una  legge  dipendente  dal  modo  di  distribuzione  dei  punti  o 
nel  sistema  imagìnato.  Questa  considerazione  suggerisce  cod 
bastante  spontaneità  la  distinzione  che  desideriamo  di  fare  e 
di  cui  più  tardi  verrà  riconosciuta  tutta  la  opportunità,  la  di- 
stinzione cioè  tra  i  casi  nei  quali  Nm  rimane  sempre  Anito  e 
quelli  nei  quali  cresce  indefinitamente  con  m. 

Imaginiamo  primamente  un  sistema  di  numeri  o  punti  fa  che 
dia  luogo  ad  un  caso  della  prima  classe.  Per  esso  potremo  assegnare 
un  numero  i  finito  ed  invariabile  e  pur  tale  che  rimanga  Nm<  ^ 
qualunque  sia  m.  Risguardando  tutti  i  numeri  ra  di  una  stessa 
corona  come  formanti   un  gruppo   unico ,   potremo   concepire 
lutti  quanti  i  numeri  tsr  del  sistema  (qualunque  possa   essere 
r  ordine  secondo  cui  sieno   stati  dati   o  concepiti   da   primaO 
ordinati  in  una  infinità  semplice  di  gruppi ,  succedentisi  cqucb^^ 
succedonsi  in  grandezza  le  corone  >  ognuno  dei  quali  non  co  «3- 
tenga  più  di  i  numeri  del    sistema.  Un'  indice    m   che   debl=:'^ 
assumere  i  valori  1,2,3,.  .  .  .  basterà  per  designare  orcS  ì- 
natamente  tutti   i  gruppi.    I  punti    o  numeri   della  corona       ^ 
gruppo  m  esimo  avranno  tutti  un  modulo  maggiore  di  mA.  ^^^ 
occorresse  di  determinare,  in  conformità  col  già  posto,  Tordic»® 
di  successione  dei  numeri  o  in  ogni  singolo  gruppo,  potremn^o 
imaginare  che  fosse  quello  secondo  il  quale  i  punti  verrebbeKT^o 
incontrali  da  un  raggio  che  dall'essere  nella  direzione  dell' as^^e 
reale  prendesse  a  ruotare  nel  senso  positivo   degli  angoli.  U^o 
sistema  di  numeri  della  classe   qui   considerata    potremo  cc^Q 
buona  ragione  chiamarlo  semplicemente  infinito. 

Imaginiamo  adesso  un  sistema  di  punti  ra  che  dia  luogo  ^^^ 
un  caso  della  seconda  classe.  Sia  d  un  limite  inferiore  delle  c^'' 
stanze  di  essi  punti  comunque  a  due  a  due,  ed  imaginiamo  tal^^^ 
il  piano  diviso  in  quadrali  di  diagonale  d  mediante  due  sisl6*^^ 


di  rette  parallelle ,  alia  distanza  \d  V  una  dall'  altra  ,  e    ^"•^  ^ 
cui  novero,  per  fissar  le  idee,  riterremo  essere  anche  gli  '^^^^ 
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ì  ed  imaginario.  Ogni  quadrato  non  potrà  contenere  più 
no  dei  punti  o.  Inoltre  manifestamente  ciascun  quadrato  , 
\rb  anche  il  punto  fs  che  vi  fosse  dentro,  potrà  concepirsi 
;nato  mediante  una  coppia  di  valori  di  due  indici  m  e  n 
possano  prendere  tutti  i  valori  numerici  interi  positivi  e 
livi.  Fissando  una  legge  secondo  cui  abbiano  da  succedersi 
oppio  di  valori  di  questi  indici ,  resterà  fissato  un  ordine 
ndo  cui  si  potranno  concepire  succedentisi  i  punti  rs.  Se 
(lice  m  cresca  nella  direzione  positiva  dell'  asse  reale  ed  n 
i  positiva  dell'  imaginario  e  se  siano  =b  1  i  loro  valori  pei 
drati  aventi  il  punto  0  a  vertice  comune;  il  centro  del  qua- 
le (m,  n)  sarà  il  rappresentativo  del  numero 


["-i+(-;-)0' 


1/2 

il  punto  vj  che  si  trovasse  in  questo  quadrato  e  che  pò- 
»be  designarsi  con  rsm^n  rappresenterebbe  un  numero  ridu- 
le  alla  forma 

d 

indo  e ,  yj  numeri  reali  compresi  fra  zero  e  i'  unità.  Un  si- 
Qa  della  classe  ora  considerata ,  di  cui  tutti  i  numeri  o 
li  possano  concepirsi  ottenuti  facendo  percorrere  a  due 
ci  una  infinità  di  valori  numerici  interi ,  potremo  dirlo 
piamente  infinito.  E  resta  cosi  spiegato  come  effettivamente 
i  i  possibili  sistemi  di  numeri  o  punti  aventi  fra  loro  di- 
ize  finite,  delle  quali  in  ogni  sistema  sia  assegnabile  uo 
te  inferiore  e  più  grande  di  zero  ,  si  possano  distinguere 
amente  nelle  classi  di  semplicemente  e  doppiamente  infiniti. 
#.  14«  Oltre  la  rappresentazione  dei  numeri  esposta  ed 
legata  nei  §§.  precedenti ,  altre  più  o  meno  diverse  se  ne 
rebbero  imaginare  quante  piacesse.  Noi  vogliamo  adesso  in- 
ire  quella  che  dopo  la  esposta  venne  pure  giustamente  in 
,  ed  alla  quale  converrà  che  ci  riferiamo  nel  seguito  del 
Irò  corso. 
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S' imagini  al  disotto  del  piano  orizzontale  della  prim; 
rappresentazione  una  sfera  che  lo  tocchi  nel  ponto  0«  e  d; 
punto  più  basso  di  tale  sfera  la  retta  che  va  al  punto  ^  +  !^  t 
del  piano  :  il  punto  dove  questa  retta  traversa  la  sfera  si  ^|_ 
guardi  come  il  rappresentativo  del  numero  x-^yL 

Se  un  punto  nel  piano  si  allontana  indefinitamente  dal  puri^ 
toO,  qualunque  direzione  esso  segua,  il  punto  che  gli  corrisponde 
sulla  sfera  si  accosta  indefinitamente  al  punto  più  basso;  ond'  é 
che  la  rappresentazione  sferica  si  presta  meglio  della  piana  al 
concepimento  di  tutti  i  numeri  non  finiti  come  numero  uniocs, 
0»  volendoci  riferire  ad  una  variabile,  al  concepimento  di  tadi 
i  valori  non  finiti  di  una  variabile  come  un  valor  solo  da  pr»- 
tersi  trattare  non  diversamente   da  ciascuno   dei    valori   fini  ^i 
della  variabile  stessa.  Di  questo  modo  di  considerare  i  nom^  *i 
0  valori  non  finiti,  che  noi  da  qui  innanzi  adotteremo,  ricom 
sceremo  a  suo   luogo  tutta  la  opportunità;  per  adesso  contei 
tiamoci  di  qualche  breve  osservazione. 

Giusta  questo  modo   impiegheremo  il  solito  simbolo  oo       ^ 
per  significare  numero  o  valore   infinito  senza   distinzione  a 
cuna,  e  per  designare  il  punto  più  basso  della  sfera,  ed  anobi 
risguardando  il  piano  come  una  superficie  che  si  chiude  in  m  >i 
punto  all'  infinito ,  per  designare  cosi  fatto  punto. 

Considerando  una   relazione  algebrica ,  per   esempio ,  tr^a 
due  variabili,  se  si    volesse    noverare   più  di  un   valore  no#i 
finito  ,  non  si  potrebbe  asserire  senza   eccezioni  che   ad  ogni 
valore  dell'  una  variabile   corrisponde  sempre    uno  stesso   mi* 
mero  di  valori  dell'  altra.  Prendiamo   per  un  caso    particolano 

la  relazione 

i 

w  =-  ; 

z 

non  si  potrebbe  dire  che  ad  ogni  valore  di  z  corrisponde  sem- 
pre un  solo  valore  per  w  e  reciprocamente  ;  poiché  per  w 
corrispondentemente  al  valor  0  della  z  si  potrebbero  ottenere, 
mutando  il  cammino,  tutti  quanti  quei  valori  infiniti  che  fosse 
piaciuto  di  qualificare  come  distinti  1'  uno  dall'  altro.  Gosi^  per 
esempio,  facendo  arrivare  la  z  al  punto   0  per  la  parte  posi- 
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Uva  detrasse  reale,  si  otterrebbe  per  w  l'infinito  che  suolsi 
chiamare  positi?o,  e,  facendovela  arrivare  per  la  parte  negativa 
deir  asse  reale  ,  si  otterrebbe  T  infinito  che  suolsi  chiamare 
negativo.  Lo  stesso  direbbesi  di  z  corrispondentemente  al  va- 
lor Q  A\  w  (*). 

CAPITOLO  TERZO 

C^avcBsUiiI  parlleolarl   per  e^  e  Iz, 


%•  !&•  Secondo  la  definizione  espressa  dalla  eguaglianza 
(2)  del  §.  6  la  formola  e'  avrebbe  una  infinità  di  valori  rica- 
vabili da 

E(z{{  +2fW7rt]) 

coir  attribuire  ad  m  tutti   i   valori    numerici  interi    positivi    e 
negativi.  Tuttavia  è  uso  generale  fra  gli  analisti  di  considerare 
la  formola  e*  come  esprimente  un  solo  valore  cioè  quello    fra 
ì  su  indicati  che  corrisponde  al  valor  0  di  m.  Con  siffatta  re- 
strizione   diviene  superfluo    l'impiego   del  segno   £(2),   riu- 
scendo identicamente  e*=^E{z).  Contro  quest'uso  si  potrebbe 
'^(flettere,  che,  0  bisogna  rinunciare  per  tutte  quante  le  formolo 
^^  alla  moltiplicità  dei  valori  che  affatto  naturalmente  si  è  con- 
^'otti  ad  attribuir  loro,  od  avviene  che  non  si  possa  dare  alle 
'altere   che  entrano  come  basi  di  potenze  (con  esponenti  non 
'^leri)  0  di  esponenziali  nelle  espressioni  il  valor  particolare  e 
^^nza  ristringere  la  estensione  del  significato  delle  espressioni 
Medesime.  Ciò  non  ostante  non  vogliamo  arbitrarci    a  deviare 
^a  quest'uso  seguitando  a  valerci  della  scrittura  E{z)  anziché 
^ella  éf*;  e  però,  dovendo  soltoporci  all'  uno   od  all'  altro  dei 
'botali  inconvenienti  ci  sottoporremo  al  minoro,  che    è   quello 
^'    lasciare  in  generale  alla  formola  a^  la  moltiplicità  dei  signi- 

i*)\\  valor  «  di  qualsiasi  variahile ,  reulc  o  non  reale  ,  potrà  carallcrixiarsi  direndo 
^  le  è  ioRnito  il  modulo  •  come  il  valor  0  dicendo  che  il  modulo  ne  è  nullo ,  scozu  ri- 
^■*"1o  di  torta  all'  argomento. 
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Scali  che  la  sua  natura  analitica  domanda  e   di  fare 
zione  per  lae^  (ossia  e^).  Dichiariamo  adunque  che  d'o 
colla  scrittura  e*  intenderemo  significare  queir  unico  i 
è  dato  dalla  (^  =  £{2)  ossìa  dalla 

Ed  importa  di  ricordare  sempre  questa  volontaria  re 
per  non  mai  cadere  nelle  conseguenze  di  qualche 
mento  inavvertito  nelle  formole  e  quindi  nei  risul 
investigazioni ,  e  per  riconoscere  chiaramente  in  ogi 
legittimità  delle  trasformazioni  ed  in  generale  d'  ogni 
deduzioni  quali  occorrono  in  special  modo  nelle  teori 
espressioni  composte  con  esponenziali,  come  sono^  ad 
lo  serie  5. 

InGne  avvertiamo  che ,  definita  mediante  V  e{ 
e^  =  E{z),  la  formola  e'  viene  bensì  ad  avere  un  s( 
per  ogni  valore  di  2 ,  ma  per  z  non  finito  essa  am 
cora  una  infinità  di  valori  e  propriamente  qualunqi 
aritmeticamente  possibile;  imperocché  ciò  avviene  di 
meno  che,  siccome  vedremo,  di  qualunque  altra 
espressa  da  serie  ordinata  secondo  le  potenze  inten 
della  variabile  e  convergente  per  tutti  i  valori  finiti 
Per  mettere  sino  d' ora  fuor  di  dubbio  questo  fatto  a 
di  c%  ovvero  (volendolo   produrre   con  un    valore    fi 

esempio,  col  valor  0  di  2)  a  riguardo   di  e*  per  2  = 

gasi    w  =  (2w+  ^)^àz^f  intendendo  con  n  un  nu 

tero  e  con  e  una  quantità  positiva  ;  si  avrà 


1  seo  t      s 

z 

e 


sea  •       e 
^     g         r  /  fO*£  .  C08  £\ 

=  e  (  cos 1  sen j  , 


ed  anche  ,  ponendo  -  =  a  , 

r 
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I  MD  t     . 

z         =^  "7"  a  /       acoss        .        acose\ 
e  =e  f  cos 1  sen j  . 

Facendo  impiccolire  e  q  r   simullaneamenle ,  in   guisa   che  a 
serbi  valore  opportuno,  si  otterrà  che  il  modulo  di  e*  prenda 

sen  e 

sensibilmente  quel  valore  che  più  piacerà,  poiché  lim =i. 

e 

Ed  in  oltre,  per  l'arbitrarietà  che  pur  nella  piccolezza  rimane  in  s, 

ì 

a  tose 

SI  potrà  fare  in  modo  che  l'argomento  di  e  *  cioè  V  arco  

e 

lermioi  sensibilmente   in   quel   punto   che  più   piacerà    della 
circonferenza. 

Passiamo  alla  formola  Iz.  Anche  a  questa  non  si  attribui- 
sce dalia  generalità  degli  analisti  tutta  la  moltiplicità  di  valori 
risultanti  dal  §.  6 ,  cioè  la  doppia  infinità  di  valori  ricavabili 
dalla  espressione 

1   +  2  W  TT  i 

<^oir  attribuire  ad  m  e  all'altro  intero  implicito  in  &)  tutti  i 
^^lori  positivi  e  negativi.  Ma  si  suole  invece,  al  presente,  accor- 

'^re  a  h  soltanto  una  infinità  semplice  di  valori,  quella  cioè  che 

• 

'•naane  ponendo  m=0  nella  espressione  precedente  (*).  Ora 
'^oì  vogliamo  anche  in  ciò  seguire  l'uso  più  comune,  e  quindi 
dichiariamo  che  alla  formola  Iz  attribuiremo  d'ora  innanzi  la 
^^mplice  infinità  di  valori  concessa  dalla 

Questa  restrizione  si  accorda  con  quella  già  adottata   per 


(*)  Tralasciamo  di  dire  essersi  anche  voluto  ^limilarc  il    significalo  di    Iz   sino    ad  un 

*^  niore,  aTendone  già  fallo  meniione  e  notalo  giù  in  parte  gli  inconvenienti.  La  ridu- 

^^e  ad  ona  infinità  semplice  ,  nelle  condixioni  su  indicate ,  non  va  soggetta  ad  eguali  in- 

^B^eoieoti  e  presenta  d'  altra  parie  ragguardevoli  vantaggi.  Intanto  non  sarà  mai  la  base 

\vsiu  iavariabilmenle  nel  valore  e)  ma  solamente  il  numero  di  cui    è  preso  il    logaritmo 

^  lecadrà  di  concepire  come  variabile. 
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e*;  vale  a  dire^  il  significato  meno  esteso  che  ora  ammettiamo 
per  Iz  è  precisamente  quello  che  sì  cava  per  w  dalla  egua- 
glianza 

ove  con  e"^  non  altro  s'intenda  fuorché  E{w).  Infatti,  scrì- 
vendo la  eguaglianza  sotto  la  forma 

il  |.  5  avverte  che  w  e  jo  +  wt  non  possono  differire  se  non 
di  un  multiplo  di  Stti;  ma  un  siffatto  multiplo  sta  anche  già 
sottinteso  in  o),  dunque 

Oltre  il  vantaggio  di  riavere,  mercè  la  seconda  restrizione, 
in  Iz  precisamente  ancora  la  funzione  inversa  die',  faremo 
sin  d' ora  notare  anche  quest'  altro  :  sussistere  perfettamente  t 
nel  senso  dichiaralo  in  principio  del  §.  7  ,  la  eguaglianza 


Iz 


-n- 


(*)  Questa  eguaglianxa  presenta  una  (ra  le  varie   defioizìoni  che    si  possono  dare     ^^ 

m 

funziono  Iz.  Si  sa  che  Iz  vien   anche  definita  (astrazion  fatta  da  un  fattor  cosiantc  «     C 
che  la  proprietà  appartiene  ad  ogni  sistema  di  logaritmi)  mediante  la  proprietà 

9  («  .  Zi)  «  9  i,z)  4-  9  («i) 

dove  Z|  designa  una  variabile  arbitraria  come  2. 

É  chiaro  che  analogamente  a  questa  possono  porsi  le  definizioni  per  ognuna  delio     ^ 
razioni  ovvero  delle  formolo  semplici  che  passammo  in  rassegna.  Delle  formolo 

a       6 
ab  f  .  a    , 

considerale  come  funzioni  di  a ,  le  prime  due  |>ossono  definirsi  mediante  la 

9  (a+«j)    ==9(«)  +  9(«i) 
e  la  terza  mediante  la 

9  (a    .  a,)   =9  (a)  .  9  (a,)  ; 

e  considerate  come  funzioni  di  6 ,  la  feconda  e  la  terza    possono   definirsi    rispettivaiB^ 
colle 

66 


9  (6  +  fr,  )  =  9  (6)  .  9  (6,) . 
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il  cui  secondo  membro^  per  la  introduzione  di  tutta  la  variabilità 
possibile  cioè  della  complessa,  acquista  bensì,  come  vedremo  una 
infinità  di  valori,  ma  semplice  e  non  doppia. 

Non  facciamo  alcuna  innovazione  relativamente  ai  logaritmi 

a  base  diversa  da  e^  che  nel  presente  corso  non  impiegheremo 

giammai. 


'^W"*iaino  riflf'tlerr  rlip  Ir  eguaglinnzp 

9  («+«,)  =  9  (r)  -»  9  (5|), 

9  («  +  -i)  =  ^  W   •  9  (^i)> 

9  (^  .  «i)=9W  +  9(^j)* 
9(r  .  r,)=9(s)    .  9(^1) 


'^'■000  the,  per  le  runzioiii  le  quali  \i  sodilUraiiiio,  hanno  luogo  nel  modi  i  più  semplici 
^iUa  i  irorenii  U*  miaiiione  e  di  moltiplicazione  delle  variabili  d'  onde  dipendono. 
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CONCETTO  DI  FUNZIONE  ED  ALCUNE  SUE  DISTINZIONI  CARDKAU 


CAPITOLO  PRIMO 


Pancioni  reali  di  ana  variaMle  reale* 


0«  !••  I  primi  analisti  impiegarono  la  parola /tin^ton^  per 
indicare  le  varie  potenze  d'una  slessa  quantità.  Giovanni  Ber- 
noulli  sembra  essere  stato  il  primo  ad  estenderne  il  significato 
sino  a  comprendere  espressioni  formate  in  qualsia  maniera 
analitica  con  una  quantità  considerata  come  variabile  indipen- 
dente. In  questo  senso,  adottato  da  Leibnitz,  si  stabilì  de- 
finitivamente nella  scienza  ;  dove  si  vedrà  impiegato  da  Eulero 
e  Lagrange  per  designare  e  le  quantità  espresse  esplicitamente 
e  quelle  legate  alla  variabile  mediante  equazioni  \  abbiano  lali 
quantità  un  solo  valore  o  ne  abbiano  parecchi  per  ogni  valore 
della  variabile.  In  questi  ultimi  tempi  si  può  segnalare  un'alti* 
mo  passo  nella  estensione  del  concetto  di  funzione^  pel  qnale 
cioè  questo  concetto  vien  stabilito  indipendentemente  da  ogni 
supposizione  di  esprimihìiità  analitica.  Funzione  di  una  variabile 
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reale  x  vìen  detta  qualunque  quantità  che  per  ogni  valore  par- 
licolare  di  x  compreso  in  alcuni  intervalli  prenda  uno  od  un 
determinato  sistema  di  valori  particolari,  sappiasi  o  no  se  questa 
dipendenza  sia  esprimìbile  coi  segni  dell'  analisi. 

Noi  adottiamo  qnest'  ultima  definizione ,  ed  insistiamo  nel 
iar  riflettere  eh'  essa  altro  assolutamente  non  suppone  se  non 
due  (o  più ,  se  la  funzione  ammetta  più  di  un  valore)  suc- 
cessioni di  valori  riferite  Y  una  alP  altra  in  modo  che  ad  ogni 
singolo  valore  di  una  corrisponda  un  singolo  valore  dell'  altra. 

Con  questa  definizione  sì  collegava  la  domanda:  se  potessero 
darsi  dipendenze  fra  variabili  reali  che  non  fossero  esprimibili  per 
mezzo  di  un  determinato  sistema  di  operazioni  analitiche  {*).  La 
risposta  emergeva  negativa ,  essendo  risultato  che^  se  una 
fonzione  di  una  variabile  reale  è  continua  e  finita  in  un  dato 
intervallo,  in  questo  intervallo  essa,  qualunque  sia,  può  esprimersi 
mediante  un  determinato  sistema  di  operazioni  analitiche.  Questo 
risaltato  è  d'  immediata  importanza  anche  rispetto  alle  appli- 
cazioni deir  analisi;  ed  anzi  è  appunto  l'applicazione  dell'ana- 
lisi alle  questioni  della  fisica  che  suggeriva  T  ultima  definizione 
di  funzione.  Innanzi  che  il  medesimo  fosse  stabilito  non  era 
^  pieno  giustificata  1'  applicazione  dei  risultamenti  della  teorica 
stelle  funzioni  ancditicì^e  (**)  ad  una  qualunque  dipendenza  fra  va- 
riabili reali  che  nell'ordine  concreto  avesse  potuto  presentarsi. 

Sebbene  ora ,  pel  detto  risultato  ,  torni  in  sostanza  lo 
Messo  stabilire  il  concetto  di  funzione,  generalmente  continua, 
di  Dna  variabile  reale  con  ovvero  senza  presupposizione  di  espri- 


0  f»  operazioni  aiialUiclie  vogliamo  qui  intendorc  le  operazioni  arilmetichc  insieme  colla 
**^ptMne.  Un  sìsiema  «li  operozioni  può  essere  Anito  o  infinito  cioè  involgere  un  numero 
*1*  •  ioAnilo  di  singole  operazioni.  Se  infinito  ,  deve  però  intendersi  tale  che,  eflfettuando 
^^^Tcrdiae  in  esto  detignato  un  numero  vie  più  crescente  di  singole  operazioni  ,  il 
^^'^  vadA  convergendo  verso  on  limile  determinato ,  almeno  per  quei  valori  dei  quali 
*  ^viabili  si  suppongono  suscettibili. 

r*)  •^■alilica  dlcesi  una  funiione  clic  si  po.«:ì   ciprimcrc   racdiante    un    qualche  sisle- 
^  **  operazioni  analitiche  da  eflcthiarsi  sulla  varialulc. 
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mibilità  analitica^  lullavia  diamo  preferenza  alla  deGnizìone  che 
già  dichiarammo  d'adottare,  perchè  meglio  concorda  colla  mo* 
derna  tendenza  dell'  analisi»  per  la  quale  le  proprietà  veogooo 
a  prendere  il  posto  più  sostanziale  e  le  espressioni  analitiche 
a  figurare  puramente  come  forme  più  o  meno  accidentali,  nelle 
quali  le  proprietà  si  possono  tradurre  (*)  e  colle  quali  si  pos- 
sano effettuare  certune  calcolazioni  particolari  occorrenti  ;  e 
perchè,  trasportata  nel  campo  delle  funzioni  di  variabili  affatto 
libere  y  permette  di  intraprenderne  lo  studio  da  punto  di  tìsU 
assai  generale  insieme  e  vantaggioso. 

0.  17.  L'ammessa  definizione  di  funzione  d' una  variabile 
reale  non  implica  necessariamente  la  continuità  e  senza  di 
questa  limitazione  comporta  una  arbitrarietà  stragrande  ;  per 
ogni  valore  della  variabile  il  valore  della  funzione  potrebbe 
supporsi  affatto  arbitrariamente  diverso  da  ogni  valoi^e  prece- 
dente e  susseguente.  Ma  circa  funzioni  intese  in  cosifatta  arbi- 
trarietà y  ed  alle  quali  non  si  potrebbe  immediatamente  appli- 
care r  analisi  infinitesimale  »  non  si  è  stabilita  alcuna  teoria 

Le  funzioni  che  sonosi  studiate  e  colle  quali  venne  a  co- 
stituirsi ed  a  crescere  T  analisi  infinitesimale  >  sono  le  funzioni 


(*)  Circa  questo  punto ,  qI  già  dello  nelle  Notizie  ci  pcrmeUiamo  di  qui  vifgiWffK 
qualche  allra  riflessione.  Riguardando  anche  soltanto  gli  elementi  dell*  algebra  si  acor|e  9^ 
sovente  che  si  parte  dalle  proprietà  rinvenute  in  una  formola  ,  come  da  no  dato  priaili^ 
ed  ossolulo ,  per  estendere  la  sussistenza  di  essa  formola  a  casi  nei  quali  in  privi  ■>* 
avrebbe  avuto  significalo  alcuno.  Consideriamo  inoltre  una  di  quelle  espres8Ì0DÌ  taiàtìA^ 
(quali  hannosi  nelle  serie ,  negli  integrali  definiti,  nei  prodotti  infiniti)  che  posseggoM  tipk- 
ficaio  soltanto  pei  valori  delle  variabili  (o  lettprc  con  cui  sono  formale)  compresi  eoiro  ^ 
terminati  confini.  Estraendo  da  una  tale  espressione  un  sistema  di  proprietà,  che  posn  m 
pari  definire  Pente  ossia  la  variabile  dipendente  da  essa  rappresentata,  il  sistema  dcOe  pi** 
prietà  potrà  bene  spesso  concepirsi  come  sussistente  fuori  non  meno  che  entro  il  eoa'** 
anzidetto.  Ciò  essendo ,  il  sistema  delle  proprietà  si  potrà  tradurre  in  altre  espressioii  all' 
litiche  che  conservino  o  prendano  significalo  di  mano  in  mano  entro  altri  ed  altri  cooii^ 
Si  sarà  allora  nel  caso  di  un  ente  definibile  o  mediante  un  sistema  unico  di  proprietà  ^ 
pertutto  egualmente  significative,  o  mediuiilc  una  varietà  di  espressioni  analitiche  ogitf* 
delle  quali  significativa  soltanto  entro  un  proprio  particolare  confine ,  entro  il  quale  iaoitt* 
non  sarebbe  mai  essa  sola  la  possibile  espressione  analitica.  Il  sistema  delle  proprietà  (to*^ 
riconoscersi  come  essenza  ,  le  varie  espressioni  analitiche  come  forme  in  certo  qoal  i^ 
ncritloiitall  dclP  mio  medesimo. 
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geaeralmente  soggelte  aita  continuità  ,  le  funzioni  cioè  delle 
(|Qali  un  valore  non  può  in  generale  differire  arbitrariamente 
dai  valori  precedenti  e  susseguenti  ma  deve  sensibilmente  con- 
bndersi  con  essi.  Le  lormole  semplici  che  abbiamo  considerato 
e  le  composte  che  d'  ordinario  se  ne  traggono  si  presentano 
tam  funzioni  continue  lostochè  si  consideri  come  variabile 
caulinna  qualcuna  delle  lettere  che  vi  entrano.  Generalmente 
conlinue  sono  le  funzioni  di  variabili  continue  che  richieggonsi 
Della  rappresentazione  delle  leggi  dell'  ordine  concreto.  Cosi , 
se  ancora,  per  esempio,  si  consideri  il  movimento  di  un  punto 
e  dicasi  s  =  f{t)  la  lunghezza  delia  linea  percorsa  nel  tempo  I, 
sitcome  il  passaggio  da  uno  ad  altro  punto  non  può  concepirsi 
ellBlluato  se  non  per  una  successione  continua  di  punti  inter- 
medi, la  funzione  f{t)  deve  avere  la  proprietà  che,  mentre  I 
uria  per  gradi  insensibili  da  un  valore  i,,  ad  altro  successivo 
>t ,  essa  pure  vari  per  gradi  insensìbili  cioè  prenda  tutti  i 
wlori  reali  possibili  fra  f(tf,)  e  /"((,). 

Circa  il  concetto  della  continuità  nelle  funzioni  vogliamo 
entrare  in  alcuni  particolari  ,  fissando  l' attenzione  esclusiva- 
meaie  sul  caso  in  cui  ad  ogni  valore  dulia  variabile  ,  ned'  ìq- 
lemllo  da  considerarsi ,  corrisponda  un  solo  valore  delia 
tuniione;  il  qua!  caso  somministra  in  sostanza  lutto  ciò  che  su 
ineslo  punto  potrii  poi  richiedersi  in  caso  qualsiasi.  Sia  «■■.& 
I  iniervallo,  cioè  dire  a  e  b  \  valori  estremi  che  supponiamo  qui 
concessi  alla  variabile  indipendente  cu ,  e  figuriamoci  i  valori 
^i  una  funzione  rappresentati  geometricamente  ,  secondo  1'  or- 
dinaria maniera,  mediante  le  ordinato  erette  verticalmente 
sopra  ogni  punto  della  porzione  a ...  6  di  un'  asse  oriz- 
Mtitale  Ox.  Considerando  la  linea  a^  (Fig.  2)  formata  dalle 
estremità  delle  ordinate  ,  se 
dessa  sarà  continua,  vale  a  dire 
se  si  potrà  passare  dal  prin- 
cipio a  al  termine  (ì  senza  mai 
distaccarsene ,  sì  dirà  che  la 
funzione  è  contìnua  neW  ititei'vallo 
13 


Fig.  2. 
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a ...  6.  Ma  notiamo  bene,  per  la  continuità  basta  che  la  linea 
corra  da  a  a  /3  senza  interruzione  di  sorta;  ma  del  resto  può 
avere  forma  qualunque ,  può  essere ,  per  esempio  ,  una  por- 
zione di  un'  unica  linea  algebrica,  ovvero  può  essere  composta 
di  un  numero  qualsia  di  porzioni  di  linee  rette  o  corvè  di 
natura  differente,  e  presentare  quanti  si  vogliano  cambiameoti 
bruschi  di  direzione.  Perciò  una  funzione  continua  neil'  inter- 
vallo a ...  6  può  altresì  assoggettarsi  nello  stesso  intervallo 
ad  altre  svariate  condizioni  e  rimanere  poi  ancora,  se  si  voglia, 
non  anche  completamente  determinata.  Così ,  per  esempio  i 
rimane  ancora  molta  arbitrarietà  nel  concetto  di  una  funzione 
continua  in  a  ...  6  che  per  alcuni  tratti  di  questo  intervallo 
debba  avere  dati  valori  ossia  debba  ivi  coincidere  con  fun- 
zioni continue  prestabilite.  Ed  invero  possiamo  concepire  uoa 
infinità  di  linee  differenti  che  vadano  da  a  a  /3  coincidendo  i^ 
porzioni  del  loro  corso  con  linee  prefissate. 

0.  IS.  Consideriamo  adesso   le  singularità  che   può   pr^ 
sentare  una  funzione  corrispondentemente  ad  un  valore   partii 
colare    e   della   variabile   compreso  in   un   intervallo   a . .  ^ 
dove  la  funzione  debba  in  generale  (cioè   senza  escludere  ^^ 
cezioni  per  certuni  valori  di  x)  essere  continua   ed  avere 
solo  valore  per  ogni  valore  della  variabile. 

Se  imagineremo  che   nella  linea   o  filo  a/3  si   producai 
delle  interruzioni ,  senza  del  resto  che  alcun  suo  punto   es( 
dalla  propria  verticale,  riconosceremo  le   singularità  da  chi-^ 
marsi  discontinuità  della  funzione. 

Imaginando  dunque  che  una  porzione  y  d  (Fig.  3)  del  fi 
P2g.  3.  si  stacchi  da  lutto  il  resto  eleva^ 

^  o       dosi  od  abbassandosi,  come  in/' 

otterremo  un  sistema  di  ponici  o 
separate  «  y ,  /cJ*,  d  /3  che  rappiKre 
senterà  una  funzione  9(0?)  ^i 
sconlinua  pei  valori  e  e  dii  ^ 
—  Finché  la  lunghezza  yi'  è  s  ^n 
sibile,  le  due  discontinuità  sc^n 


K-/i 


a 
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separate  e  basta  considerarne  una  sola ,  come  se  V  intenallo 
cominciasse  in  a  e  finisse  tra  e  e  d.  Mentre  la  variabile  tra- 
lersa  in  modo  continuo  il  valore  e  la  funzione  salta  dal  valore 
ey  al  valore  cy'.  Per  x  =  c  alla  funzione  potranno  ascriversi 
eotrambì  questi  valori.  Se  qualche  particolare  considerazione 
portasse  a  riguardare  di  preferenza  V  uno ,  per  esempio  cy' , 
come  vero  valore  della  funzione ,  l'altro  si  presenterebbe  però 
sempre  inevitabilmente  come  limite  dei  valori  della  funzione 
allorché  la  variabile  si  accostasse  a  e  dalla  banda  di  a.  A  de- 
signare ^  occorrendo,  distintamente  i  due  valori  serviranno  i 
simboli 

<f(c  —  0)\    ?(c  +  0) 

SQggeriti  dalla  riflessione  che  siffatti  valori  sono  i  limiti  a  cui 
lendoDo 

9  (e  — e)    ,    (f(c  +  y)) 

allorché  le  quantità  positive  e  ed  >?  tendono  a  zero. 

Se  la  y  ò*  impiccolirà  sino  a  ridursi  ad  un  punto  ,  allora 
si  presenterà  V  una  o  V  altra  delle  slngularità  rappresentate 
Mie  figure  4  e  5  »  secondochè  i  termini  y  e  d  si  troveranno 

Fìg.  4.  Fig.  5. 


ostessa  altezza  sopra  Ox,  o,  per  deformazioni  avvenute  io 
^ì$i^f  si  troveranno  ad  altezze  differenti.  Nel  caso  della 
%*  4 ,  la  funzione,  per  x=  e ,  potrà  ritenersi  suscettibile  dei 
^evalori  cy  ecy,  quest'ultimo  almeno  come  limite  dei  valori 
dM  la  funzione  va  prendendo  neir  accostarsi  di  x  ^  e.  Nel  caso 
^lafig.  5^  la  funzione  potrà  ritenersi  suscettibile  dei  tre  valori 
^IfCy  ,c$,  chepotrebbersi  ordinatamente  designare  con 

y(c-O)     ,     ?(c)     .     ?(c  +  0)  . 
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0.  19.  Imaginiamo  adesso  che  la  linea  o  filo  ajS  neir av- 
vicinarsi indefinitamente  alla  verticale  del  punto  e  tanto  da  qm 
banda  come  dall'  altra  si  allontani  senza  limite  à^  Ox ,  sopri 
0  sotto  cioè  elevandosi  od  abbassandosi.  Riconosceremo  della 
singularità  diverse  dalle  precedenti  e  che  chiameremo  inlmiA 
della  funzione.  Secondochè  i  valori  della  funzione  prima  e  dopo 
di  x=c  siano  di  segni  eguali  o  contrari»  la  singularità  del- 
l' infinito  si  troverà  rappresentata  neir  una  o  neir  altra  delle 
figure  0  delle  due  analoghe  ove  sarebbe  negativo  il  valore  della 


Fig.  e. 


Fig.  7. 


funzione  prima  di  x=^c. 

La  opportunità  di  distinguere  queste  singularità  dalle  p^^ 
cedenti  apparirà  con  somma  chiarezza  nel  seguito  del  nos^^^ 
corso;  ma  anche  sin  d'ora  possiamo  osservarne  non  lievi  ind'^*' 

Avendo  stabilito  (|.  14)   di    non   fare   distinzione   alcU^ 
tra  valori  non  finiti ,    possiamo  anzitutto  asserire  che   nei  c^ 
delle  figure  6  e  7  alla  funzione  non  può  ascriversi  che  un  s^^ 
Mdiore  per  a?  =  c.   Ma   possiamo   anche  asserire  a  dirittura 
più  riciso  distacco  fra  i  primi  casi  e  questi,  cioè  asserire  ct^ 
si  può  rimuovere  da  questi  ogni  idea  di  discontinuità  (*).   É^ 


(*)  In  ciò  ci  discosliamo  dal  comune  modo  di  considerare,  secondo  il  quale  anche 
singularità  delle  flgure  6  e  7  vuoisi  vedere  discontinuiUt.  Giusta  il  nostro  modo,  la  ivKÙ»^ 
in  questi  cosi  non  si  dirà  dunque  discontintta ,  come  è  I*  uso ,  ma  confinila  ed  iufm^ 
per  ar  =:  e.  Del  resto  ,  ciò  che  veramente  importa  non  è  già  di   comprendere  o  non  eoi^ 
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intero  riflettiamo  come  si  comporti  la  funziono  allorché  x  da 
.  un  valore  più  piccolo  passi  in  modo  continuo  ad  un  valore  piii 
grande  di  e.  Mentre  x  cresce  accostandosi  a  e,  la  funzione 
cresce  ('),  e  finisce  bensì  per  crescere  tanto  più  rapidamente 
.  In  confronto  di  x  (]uanto  più  ,j'  s'approssima  a  e,  ma  non  salta 
'mai  da  un  valore  finito  ad  altro  sensibilmente  diverso,  altrimenti 
bisognerebbe  supporre  che  la  linea  o  filo  nel  proprio  corso 
«inlolico  alla  verticale  del  punto  e  presentasse  qualche  inter- 
.ruiione.  Mentre  x  traversa  il  punto  o  valore  e,  la  funzione 
1  Iratersa  il  valore  oc ,  cbe  al  pari  dello  0  è  confine  tra  i  nu- 
I  meri  reali  positivi  ed  i  reali  negativi.  Ed  allorché  x  cresce  da 
(  e  verso  6,  la  funzione  dal  valore  x  ritorna  a  valori  finiti,  che 
(possono  essere  tanto  positivi  che  negativi ,  ed  ancora  senza 
;&lcuQ  salto;  imperocché  non  passa  mai  da  uno  ad  altro  valore 
'issegnabili  senza  passare  per  tulli  i  valori  o  numeri  intermedi. 
;  La  singularilà  di  una  funzione  7  espressa  nella  fig.  3 
spirirebbe  diminuendo  il  valor  della  funzione  della  costante 
<?(c— 0)  — ^(c  +  0)  per  tutto  l'intervallo  a. ..e.  Quella 
'  wpressa  nella  (ìg.  4  sparirebbe  facendo  astrazione  dal  valore 
'*/  0  considerando  come  valore  della  funzione  il  cy;  od  in 
sl'ri  termini,  e  nel  supposto  che  fosse  soltanto  cy  il  valore 
.^Bramente  in  prima  ammesso  per  ;>,  Ea  singularilà  della  fig.  4 
gioirebbe  togliersi  mutando  il  talor  della  funzione  nel  solo  punto  e 
*'0é  Jire  pel  solo  valor  e  della  variabile.  Analoghe  riflessioni 
Jel  caso  della  fig.  5.  A  togliere  invece  per  addizione  0  sollra- 
f*'iu  la  singularità  di  una  funzione  ip  espressa  nella  fig.  6  0 
Pella  7  sarebbe  da  mutarsi  il  valor  della  funzione  di  una  quan- 
l'U  pure  variabile  con  x,  almeno  in  prossimità  di  e,  cioè  di 
PiJ  funzione  .1  (x)  lacuale,  tendendo  x  a.  e,  diventasse  infinita 


•■a  Mliinlo  che  lia  lailerau  ii 
\']  Per  Umr  le  ilice  ■liudiamc 
'*  dat  Sgan  laaloglic  da  dai  ti 


lieiDe  eoa  lulle  le  altre  dcÌ  ftiu*i  di- 
c  modD  liusiguare  quelle  septraUracnM 
iiiu-ui)  teligli  <iloit4l«  ia  gPDeriii.  pre- 
lucsia,  in  cui  r«>  particolari  raalaggi. 


198  SEZIONE  SECONDA 

come  la  ^(x) ,  vaie  a  dire  non  differisse   mai  da    ^    più   che 
d'  una  quantità  finita  (*)• 

Le  singularità  delle  figure  3 ,  4,  5  non  possono  provenire 
da  operazioni  algebriche  da  farsi  sulla  variabile,  e  quindi  anche 
non  si  produrranno  né  si  toglieranno  per  la  pura  effettuazione 
di  operazioni  algebriche  sulla  funzione  ,  mentre  si  polranoo 
benissimo  produrre  o  togliere  con  siffatte  operazioni  le  singu- 
larità delle  figure  6,  7.  E  quindi  in  particolare  notiamo  che, 
se  una  funzione  f  sarà  affetta  da  qualcuna  delle  singularità  delia 

prima  sorta ,  ne  sarà  ancora  affetta  la  reciproca  -  ;   mentre , 

se  una  funzione  sarà  affetta  da  una  singularità  chiamata  infinito, 
la  reciproca  non  presenterà  più  alcuna  singularità,  rimanendo 
continua  e  finita  per  x  =  c  (**)• 

Infinita  diverrebbe  la  funzione  anche   nei  casi  delle  figu* 
re  3,  4.  5  quando,  per  esempio,  uno  dei  punti  y,y  riuscisse 
infinitamente  lontano  dal   punto  e  ;  ma   in  questi  casi  la   fun- 
zione diverrebbe  infinita  soltanto  ove  x  s'  avvicinasse   di  e  A^l 
una  delle  due  bande ,  mentre  resterebbe  finita  avvicinandosi  ^ 
a  e  dalla  banda  contraria  (altrimenti  si   rientrerebbe  nei   cs^^ 
delle  figure   6,  7).  Facendo  traversare  alla  variabile  il  pur»^^ 
e  la    funzione  in    simili  casi    dovrebbe  ancora    fare  un   salt 
infinito  in  cambio  di  finito.  Abbracciando  colla  parola  discontinu 
questi  casi  indistintamente  insieme  con  quelli  di  un  salto  fini 
potremo  però  all'  occorrenza  distinguere  gli  uni  dagli  altri 
cendo  se  la  discontinuità  sia  /{fitta  o  infinita. 

(*)  Tale  strebbe  per  esempio  la 

A{»)^  per      +(x)  =  5 -. 

X  —  e  seo  (x  —  e) 

(**)  Anche  nelle  teorie  geometriche  le  delle  singularità,  che  si  possono  togliere  e  p< 
darre  eoa  «Icformaiioui  omografiche,  non  vengono  considerate  come  dìsconiiniiità;  cosi  ci-*^ 
per  esempio ,  tutte  le  coniche  sono  risguardate   come  ovali.  AflDnchè    I*  iperbole  riesca  <^ 
aeritta»  come  ovale,  con  moto  conlinuo  da  un  ponto  che  mai  non  1*  abbandoni,  si  imigia  ^ 
preelsameoCe  come  da  noi  nel  caso  della  fig.    7 ,  che ,  terminando    di  descrivere  un  na^ 
^al  sarebbe  «i^,  il  punto  passi  per  l' infinito  da  pi  a  v  onde  descrìvere  il  ramo  v  p. 
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TermiDeremo  avvertendo  die  le  distinzioni  e  corrispon- 
denlt  denominazioni  stabilite,  pei  vari  modi  possibili  di  compor- 
tarsi delle  runzionì  allorché  la  variabile  traversa  nn  valore  e 
finito,  devonsi  intendere  adottate  anche  per  quando  sia  da  imagi- 
nare  che  la  variabile  traversi  il  valore  oc ,  passando  con  ciò  da 
ulori  positivi  a  negativi  o  viceversa.  La  (unzione  sarà  da  dirsi 
continua  e  finila  ovvero  continua  ed  inanità  per  ic  =  «  ogni 
qnalvolta  in  modo  continuo  essa  tenda  ad  un'unico  valore  finito 
ftwero  sorpassi  col  proprio  modulo  ogni  grandezza  finita,  tanto 
coir  andare  della  variabile  ali'  infinito  per  valori  positivi  quanto 
coir  andarvi  per  valori  negativi.  E  sarà  da  dirsi  discontìnua  io 
ogni  altro  caso. 

f  90.  Io  riguardo  specialmente  di  quando  una   funzione 
sia  data  per  mezzo  di  una  espressione   analitica  conviene   sta- 
bilire un  criterio  analitico    da  impiegarsi   per  decidere   so  per 
m  valor  e  della  cariabilt-  ma  funzione  f{x)  sia  continua  e  finita, 
*ile  3  dire  se  il  valor  della  funzione  rimanga  finito  e  soggetto 
^la  continuità  in  un'intervallo    piccolo  quanto  si   voglia,  ma 
,    ancora  assegnabile,  raccbiudente  il  punto-valore  e.  Questo  crite- 
rio può  subilo  chiaramente  desumersi  dal  confronto  delle  figure 
precedenti,  considerando  due  ordinate  mobili   che  vadano    ac- 
•^ostandosi  all'  ordinata  fissa  f{c)  V  una  da  una  banda   1'  altra 
''all'altra.  Ognuna  di  queste  ordinate    potrà  ora  allungarsi    ed 
Ora  accorciarsi  sensibilmente ,  ma ,  se  la   funzione  è   continua 
*  finita  nell'intervallo,  vale   a   dire  se    la  linea   corre   senza 
"iterruzioni  ed  a  distanza  finita  sopra  (o  sotto)  la  porzioncella 
•*' «se  od  intervallo  suddetto,  le  due    ordinate    finiranno    per 
Subire  variazioni  minori  di  qualsia  grandezza  r    fissata   piccola 
*liiinto  si  voglia.  E  viceversa,  se  si  verifica  questa  proprietà, 
'^  Funzione  si  potrà  evidentemente  dichiarare  contìnua  e  finita 
^fiUa  l'intervallo  e  quindi  pel  valore  e  della  x.  Indicando  per- 
**»ito  con  £,>!  due  quantità  positivo  ,  pel  criterio  richiesto    sì 
Potrà  prendere  la  seguente  proposizione  :  Perchò  una  funzione 
r(x)sia  continua  e    finita  pel    valor   e  di  x  è    necessario  e 
^officiente  che,  qualunque  sia  la  piccolezza  assegnata  a   r ,  si 
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possano  sempre  assegnare  per  £  ed  >?  valori  tali  che  per  essi 
e  per  tutti  gli  altri  più  piccoli  {*)  riesca 

Invece  della  espressione  /'(iC  +  >7)  —  ({x  —  t)  si  polrà 
anche  esaminare  la  f{(c')—fix)y  ritenendo  però  per  /"(a:)  un 
solo  invariabile  valore  e  considerando  per  x'  valori  e  più  pic- 
coli e  più  grandi  di  x  (**).  Vale  a  dire,  una  funzione  f  si  potrà 
dichiarare  continua  e  finita  pel  valore  x  della  variabile  allor- 
ché «  qualunque  sia  la  piccolezza  assegnata  a  r,  si  possa  pren- 
dere la  differenza  x' — x  tanto  positivamente  che  negativamente 
così  prossima  a  zero  che  per  questi  suoi  valori  e  per  tutti  gH 
altri  ancora  più  prossimi  a  zero  riesca 

f{x)  significando  un  solo  invariabile  valore. 

Quando  questa  condizione  sia  soddisfatta  per  tutti  i  val^^^ 
di  X  maggiori  di  a  e  minori  di  6  la  funzione  potrà  dirsi  cO^ 
tinua  e  finita  nell'  intervallo  a  . .  .b. 

0.  91.  La  continuità,  esigendo  puramente  che  la  di^^ 
renza  f{x')  —  f{x)^=àif{x)  tenda  a  zero  con  x' — a?=A-i^ 
sembrerebbe  non  obbligare  ancora  di  molto  la  maniera  secon  ^ 
cui  A  f{x)  possa  tendere  a  zero.  Il  semplice  riflesso,  che  qi 

(*)  Se  dicessimo  che  per  ogni  t  dcbbansi  poter  prendere    per  s  ed   i)  valori    si 
mente  piccoli  da  soddisfìire  alla  condizione 

gens'  altro  aggiungere  ;  non  escluderemmo  la  possibilità  che  la  differenia  /(e-|-^) — /l^ 

ingrandisse  poi  ancora  con  salti  quali   e    quanti    piacesse  ,  oscillando    incessantemente 
valori  infinitamente  piccoli  e  valori  finiti  prima    di  ridursi  a  0  con  t  ed  t).    Una  funii^^ 

lift 

f[x),  che  pei  valori  di  x  razionali,  e  cioè  della  forma    —    essendo  m  t  n  interi  primi  tra  loi^ 

dovesse  avere  il  valor  0  quando  n  fosse  pari  ed   il  valor    1  quando   n  fosse  dispari  «   ^ 
drebbe  appunto  nel  detto  caso  e  non  sarebbe  per  certo  a  dirsi  continua. 

(**)  Si  sarà  notalo  infatti  essersi  considerate  due  ordinato  mobili  ,  ossia  la  differei^ 
f{x-]-tì) —  f{x  —  e)  f  e  non  una  sola,  ossia  la  differenza  f{x  -{-lì)  — f{x)  dove  iì 
essere  o  soltanto  positiva  o  soltanto  negativa  ,  perchè  la  condizione  f{x  -{-ri)  —  f  (e) 
potrebbe  riuscire  soddisfatta  pur  essendovi  discontinuità.  Un*  ordinata  mobile ,  per  esempi 
da  d  verso  e  nella  fig.  3  non  farebbe  riconoscere  discontinuità  per  x  <=  e  se  come  valoK  - 
di  f{x)  si  ritenesse  ivi  cf. 
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toQque  potenza  di  Ax  A'  esponente  reale  positivo  tende  pure 
azero  con  Ax ,  induce  il  pensiero  che  Af(x)  possa  tendere 
a  sere  in  ragione  finita  con  una  potenza  Ax  ^  di  Ax  il  cui 
esponente  ,  rimanendo  pur  sempre  positivo  finché  la  funzione 
sia  continua  e  finita ,  possa  mutare  e  colla  natura  della  fun- 
XÌ0D6  e  col  valore  di  x-  Ma  è  d'  altronde  notissimo  che  per  le 
foDzioni  analitiche  ordinariamente  considerate  e  per  tutti  i 
valori  di  x,  eccettuatine  alcuni  particolari  a  seconda  della 
iuDiione  ,  l'esponente  fx  è  sempre  l'unità.  Facendo  astrazione 
da  espressioni  analitiche  e  ricorrendo  alla  consueta  rappresen- 
tazione geometrica ,  è  noto  del  pari  che ,  se  la  linea  rappre- 
sentatrice  della  funzione  ha  da  ammettere  in  generale  per  ogni 
SQO  pnnto  una  retta  tangente  ,  la  differenza  Af(x)  delle  due 
ordinate  ha  da  tendere  in  generale  a  zero  in  ragione  finita 
colla  dififerenza  Ax  delle  due  ascisse.  Tuttavia  si  riconoscerà 
che  questo  punto  è  lontano  dal  trovarsi  adeguatamente  discusso 
nei  trattati  di  analisi  infinitesimale.  Né  noi  crediamo  di  poterlo 
discntere  in  questa  nostra  sezione  con  bastante  soddisfacimento; 
e  però  ci  limitiamo  a  dirittura  puramente  a  dimostrare  ,  che , 
w  r  esponente  fx  per  una  determinata  funzione  f{x)  in  un 
determinato  intervallo  rimane  costante  ,  esso  quivi  non  può 
ivere  che  il  valore  1.  Pongasi ,  il  che  é  lecito  , 

f{x  +  Ax)-f{x)  =  [^{x)  +  yi]Ax^, 

intendendo  che  ^{x)  esprima  quantità  finita  che  non  varia 
con  Al-  y  ed  >7  quantità  che  tende  a  zero  con  Ax  e  del  cui 
wgno ,  a  diversità   dal   |.    precedente  ,    nulla  si   presuppone. 

i^ieno  a  e  b  due  quali  si  vogliano  tra  i  valori  di  x    nel  detto 

• 

intervallo  ,  e  ,  supponendo  n  numero  intero  positivo ,  pongasi 
nella  precedente  eguaglianza 

Ax  = 

n 

^  z  successivamente  eguale  a 

(i,a  +  Aa?  ,  a  +  2Aa;  ,....,  a  -{-(n  —  ì)  Ax  . 
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Coir  addizione  si  otterrà 

f(b)  —  f{a)=:{^^+yi^  +  ^j'^y]^+..+^n  +  yìn)^^> 
dove  ^m  ed   >7in   significano   ciò  che   divengono   ^   ed   yi  per 
x  =  a-^{fn  —  ^)Ax.  La  ottenuta   eguaglianza  può  scriversi 
come  segue 

Ora ,  crescendo  n ,  la  media  aritmetica  delle  quantità  ^,  seorr: 
pre  tutte  finite,  rimane  pure  finita,  e  la  media  aritmetica  delle 
tende  come  ognuna  di  esse  a  zero.  Perciò  secondocbò  riesca^^ 

lim  Aa^-«  =  0  ,  =  1  ,  =  00 

riuscirà 

/(6)— /(a)=0,  né  0  né  «o,  =oo    . 

Se  dunque  la  funzione  non  ha  da   essere  una  costante  (fir^/ta 
od  infinita)  nelP  intervallo  bisogna  che  sia 

lim  Air»*'-*  =  1  ,  cioè    p  =  l  . 

La  continuità  dunque,  sebbene  lasci  ancora  una  immensa 
arbitrarietà  nel  concetto  di  funzione,  conduce  tuttavia  a  questa 
conseguenza  assai  precisa ,  che  in  ogni   intervallo   assegoabife 
dove  II  sìa  costante   dev'  essere  fx  =  l  ;  e   conduce    quindi  al 
concetto  della  funzione  ^{x)  od  f'{x)  definita  da 

f(^)=     lim    f{^  +  àx)-f{x)  _   lin,   aa>-)  -  f{x) 

cioè  al  concetto  della  così  detta  funzione  derivata.  Questa 
conseguenza  basterebbe  da  sola  a  far  comprendere  come  siaosi 
potuti  stabilire  importanti  teoremi  sulle  funzioni,  lasciando  tut- 
tavia nelle  medesime  1'  anzidetta  grande  arbitrarietà. 

Ammettendo  pur  sempre  ,  come  noi  faremo ,  la  esistenza     ■ 
delia  funzione  derivata,  non  può  esservi  però  difficoltà  di  cod- 
cepire  che  per  taluni    valori   particolari    di   x  la   /"(a?)  possa 
riuscire  nulla,  o  infinita,  o  discontinua  senza  che  la  f{x)  cessi 
di  essere  continua  e  finita.  Per  quanti  si  vogliano  valori  p^^^ 


I 
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ticolari  di  x  il  rapporto 

x'  —  X 

può  tendere  a  limite  diverso  secondochè  x  tenda  a  a;  da  valori 
più  piccoli  ovvero  da  valori  più  grandi  dì  x.  A  riguardo  di  zeri 
e  di  ioGniti,  si  possono,  ad  esempio,  imaginare  subito  quante 
si  vogliano  funzioni  algebriche  (come   in   particolare   {z  —  e)* 
per  2  =  e,  A  significando  numero  reale  positivo)  le  cui  deri- 
vate riescano  nulle  od  infinite  per  quanti  valori  particolari  di  x 
aggrada.  E  ritornando  alla  rappresentazione  geometrica,  si  pos- 
sono imaginare  innumerevoli  lìnee  continue  che  dovunque   nel 
loro  corso  e  quante  volte  più  piaccia  riescano  parallele  od  or- 
togonali   air  asse  Ox  o  cambino  bruscamente  di  direzione,  le 
quali  particolarità  appunto   esprimono  o  zeri ,  o  infiniti  ,  o  di- 
scontinuità nelle  successioni  dei  valori  delle  derivate  delle  fun- 
zioni eh'  esse  linee    rappresentano.  I  valori  di  x ,  pei  quali  la 
derivata  di  una  funzione  fosse  nulla,  o  infinita,  o  infinitamente 
«discontinua ,    potrebbero  risguardarsi  come  valori  o  punti  ter- 
minanti intervalli  entro  ciascuno  dei  quali  1'  esponente  /x  per 
'^  funzione  si  conserva  senza  eccezione  eguale  air  unità.  Le  di- 
scontinuità finite   (della  derivata)   non    implicano   per   niente 
affatto  interruzione  nel  valore  1  del  detto  esponente. 


CAPITOLO  SECONDO 


Fnsi^Bl  reali  cU  pia  varlaMU  reali. 


0.  99.   Le  cose  dette   per  le   funzioni   di   una  variabile 
"^^ale  si  possono  estendere  facilmente  a  funzioni  di  due,  tre,... 
^^rìabili  reali.  Fermiamoci  sulle  funzioni  di  due  variabili ,    oc- 
correndocene r  uso  nello  studio  delle  funzioni  di  una  variabile 
^^ailo  libera. 
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SÌ6D0  x,y  due  variabili  reali  indipendenti  tra  loro;  se  si 
imagina  che  ad  ogni  coppia  di  valori  particolari  dì  esse  corri- 
sponda ,  almeno  entro  certi  confini ,  uno  o  più  valori  di  una. 
terza  quantità  f,  questa  si  dice  funzione  di  quelle,  e  si  di- 
rebbe funzione  analìtica  quando  sì  volesse  alludere  ad  una 
espressione  analitica  del  legame  tra  questa  e  quelle.  Anche  qiu 
consideriamo  funzioni  che  in  generale  sono  soggette  alla  coi^ 
tinnita  e  supponiamo  che  per  ogni  coppia  (x,  y)  siavi  genera^ 
mente  un  solo  valore  per  f. 

Quanto  alla  continuità  contentiamoci  di  considerarla  ne"^ 
ordinaria  rappresentazione   geometrica  delle  funzioni   dì    (W. 
variabili  reali.  Imaginiamo  dunque  il  solito  piano   orìzzonta^^ 
nel  quale   per   adesso   gli  assi   reale   ed   imagìnario    verrac^j 
chiamati  assi  delle  x  e  delle  y ,  ed  ogni  punto  verrà  cons"^  </^ 
rato  come  rappresentativo  non  dì   un  valore   dì  una   varìa.^)//^ 
complessa  (^+^0  ^^  ^^  ^^^  coppia  dì  valori  dì  due   var/a- 
bili  reali  x ,y  q  perciò   designato   col  sìmbolo    stesso   {x , y) 
della  coppia.  La  lunghezza  della  verticale  eretta  sul  punto  {x,y) 
rappresenterà  il  valore  della  funzione  corrispondente  alla  cop- 
pia {x,  y)  di  valori  delle  variabili  y  e   V  insieme  delle  verticali 
0  più  semplicemente  la  superficie  determinata  dalle  loro  estre- 
mità rappresenterà  la  funzione  compiutamente.   Per   concepire 
che  una  funzione    f  sia  data  su   S,  cioè    dire  che    sia  deter- 
minata per  tutte  le  coppie  dì  valori  dì  a;  e  ^  rappresentate  da 
punti  contenuti    nella   porzione  S  del   piano ,  potremo  imagi- 
nare  che  sia  data  una   superficie   2  di    cui  la   projezione  sol 
piano  sia  S.  Qualunque  possa  essere  la  forma    di  2  essa  indi- 
viduerà pur  sempre    una  funzione    di  a;   e  y.    La   funzione  / 
sarà  detta  continua  su  S  qualora  2  non  presentì  alcuna  interru- 
zione di  continuità,    qualora   cioè  2   sia  tale  che    con  essa  e 
colla  S  e  colla  superficie  cilindrica  verticale  che  insiste  sul  con- 
torno di  S  una  porzione  dello  spazio  riesca  totalmente  separala 
da  tutto  lo  spazio  rimanente.  Ma  del  resto  la  2  potrà  avere,  lo 
ripetiamo,  forma  qualunque;  potrà  essere,  per   esempio,  nna 
porzione  di  un'  unica  superficie  algebrica ,  ovvero  essere  con»- 
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posU  di  un  numero  qualsìa  Jì  porzioni  «lì  superficie  piane  o 
curre  di  natura  HifTerenle  e  presentare  spigoli  ed  angoli  quanti 
li  Togliano.  Perciò  una  Tiinzione  continua  su  S  può  altresì 
assoggettarsi  su  S  ad  altre  svarialìssiuie  condizioni ,  che  tut- 
lavia,  se  si  voglia,  non  ancora  la  determinino  completamente. 
Se,  per  esempio,  ìmagtnìamo  che  su  due  parli  Sq  e  S^  di  S 
Steno  date  rispettivamente  due  Tunzioni  contìnue  Ag  (x,  y)  e 
A,{T.s)t  possiamo  concepire  quante  vogliamo  Tunzioni  distinte  e 
latte  continue  su  S  le  quali  sn  Su  e  S,  coincidano  rispettivamente 
eoo  A(t{x,y)  e  At{w,y).  Ed  invero  possiamo  concepire  quante 
Togliamo  superficie  1,  contìnue  sopra  S,  le  quali  sopra  S^  e 
5|  coincidano  con  due  superfìcie  ivi  date  e  perciò  anche  tra 
loro,  ma  sicno  poi  alTatto  distinte  sopra  altre  partì  dì  S.  Ri- 
marrebbe ancora  illimitato  il  numero  delle  superficie  2i  eooli- 
nae  sopra  S  e  coincidenti  sopra  S^  e  S,  colle  due  date  ,  se 
anche  ne  supponessimo  prefissato  il  contorno,  cioè  la  linea  che 
Ila  per  proiezione  sul  piano  il  contorno  di  S.  Ciò  significa  es- 
sere illìtnìtato  il  numero  delle  funzioni  continue  su  S  che  su 
Sta  e  Sf  coincidono  con  due  date  funzioni  Ao{x,y)  e  Ai{x,y) 
e  che  hanno  sul  contorno  di  S  valori  prefissati. 

f.  93.  Anche  nel  caso  di  funzioni  di  due  variabili  per 
Hconoscero  le  discontinuità  ,  che  una  funzione  può  presentare 
corrispondentemente  a  coppie  ili  valori  delle  variabili  rappre- 
sentate da  punti  compresi  in  una  porzione  S  del  piano  sulla 
qnale  la  funzione  debba  in  generale  (cioè  senza  escludere  ec- 
ceiioni  su  punti  o  su  linee)  essere  continua  ed  avere  un  solo 
valore  per  ogni  punto ,  basta  riflettere  alle  interruzioni  che  si 
possono  produrre  nella  superficie  X  senza  che  alcun  suo  punto 
«ca  dalla  propria  verticale. 

Imaginiamo  che  una  porzione  ^  rii  £  venga  disgiunta,  per 
maio  di  un  taglio,  dalla  restante  porzione  l  —  lg  e  spinta 
^vrticalmenle  in  su  (od  in  giù),  nella  qual  nuova  posizione  la 
ileiijiQeremo  con  l^-  ^^  rìsulterù  un  sistema  di  pezzi  di  su- 
Hfficic  separati,  il  quale  rappresenterà  ana  funiìone  disconlì- 
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nua  su  di  una  linea  Sq  (Fig.  8) ,  cioè  per  tutte   le  coppie  di 
Fig-  B.  valori  delle   variabili   rappresentale  da 

punti  della  projezione  Sq  dei  taglio  ima- 
ginato  nella  1  sul  piano  orizzontale.  Se 
il  punto  {x,  y)  si  accosterà  alla  linea  Sq 
dall'  interno  di  Sq  ,  il  valor  della  fun- 
zione tenderà  ad  essere  rappresentato  da 
verticale  terminata  superiormente  nel 
contorno  (Jq  di  1q,  contorno  che  è  uno  degli  orli  del  taglio. 
Se  invece  il  punto  {x,y)  s'accosterà  ad  Sq  dall'interno  di  SSq, 
il  valor  della  funzione  tenderà  ad  essere  rappresentato  da 
verticale  terminata  all'  altro  orlo  (Jq  del  taglio,  orlo  che  insieme 
col  contorno  a  della  primiera  superficie  2  forma  l' intero  con- 
torno del  pezzo  2  —  1q  . 

Per  ottenere  tutte  le  varie  sorta  di  discontinuità  basta, 
fare 9  come  già  pel  caso  d'  una  sola  variabile^  tutte  le  diverse 
supposizioni  possibili  circa  la  forma  e  posizione  di  1q.  A  mo 
tivo  delle  due  dimensioni  evvi  però  nel  presente  caso  maggio c^ 
varietà  :  si  potrà  supporre  infinitamente  piccola  una  sola,  o^ 
vero  si  r  una  che  T  altra  delle  dimensioni  di  1q.  Nella  prii 
supposizione  si  avrà  una  discontinuità  lungo  una  linei 
nella  seconda  una  discontinuità  in  un  solo  punto.  E  rifletl 
che  qui  pure,  come  già  per  la  yi'  e  le  restanti  porzioni  del 
linea  rappresentatrice  d'  una  funzione  d'  una  sola  variabile  , 
anche  da  imaginarsi  che  ,  senza  ledere  la  continuità  nel  pez: 
1q,  i  suoi  punti,  e  però  in  particolare  quelli  dell'orlo  <7o',  siei 
stati  spostati ,  nel  distacco  del  pezzo  dalla  rimanente  sup( 
ficie  2— ^09  ^'  ""^  quantità  variabile  da  punto  a  punto;  coi 
pure  che  siensi  effettuati  spostamenti  senza  lesione  alla  con 
nuità  (  ossia  variabili  per  gradi  insensibili  da  punto  a  puDt( 
nei  punti  di  1  —  Io  ^  però  in  particolare  nei  punti  dell'orlo 
Perciò  ,  allorché  una  dimensione  di  I'q  riducesi  infinitameiz»! 
piccola,  cioè  2'q  riducesi  ad   una   linea  yoVi'  i^^i*  9)  0»      ' 

(*)  La  figura  presenta  dae  fra  tulle   le  possibili   situazioni   rispettive  di  Cf^c^f  T^>  ^ 
To'tTi'  ossia  to,OQ  ,<Jq'.  Le  linee  $q  e  o^q  sono  rappresentate  come  aperte,  ma  potrebbero  «»■*' 
essere  rientranti,  e  la  Oq  non  constare  di  una  sola  rientrante.  Polevasi,  per  esempio  9 
ginore  precedentemente  la  2o  e  quindi  la  Sq  conformate  a  dipresso  come  corone. 
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Pig.  9.  due  porzioni   dell'  orlo  (Tq  ,  che 

si    congiùngono    nelle    verticali 
estreme  Cq/o  e  q/i,   possono 
X  anche  non  ridursi  (analogamente, 
al  caso  della  fig.  5  per  una  sola 
variabile)  a  coincidenza  tra  loro, 
ma   costituire    una   linea   rien- 
trante /o  ^71/70  ^he  abbia  due 
punti  in  ogni  verticale  eretta  su 
Sq.  Inoltre  ,   riducansi  o   no   a 
coincidenza   le    dette    porzioni 
deir  orlo   <jq  ,  è  chiaro   che   le 
distanze  fra  i  punti  più  alti  ed 
i  più  bassi  di  cjq,  non  che  di  ctq 
possono  anche  imaginarsi  (Fig.  10)  grandi  quanto  si  vuole  >  ed 
Fig,  IO.         anche  vie    più   crescenti  quanto  più  decresca  la 
lunghezza  di  Sq;  si  che  sopra  un  brevissimo  tratto 
$0  <]el  piano  orizzontale  la  funzione  venga  ad  am- 
mettere tutti  quanti  i  valori  compresi  fra  due  estre- 
mi che  differiscano  considerabilissimamente  V  uno 
dair  altro.  E  però^  se  si  supponga  che  ^q  diventi 
infinitamente  corta  cioè  si   riduca   ad   un   punto 
e  9  si  riconosce  fra  le  varie  sorta  di  discontinuità 
anche  questa ,   che   una   funzione  ammetta   tutte 
quante  le  grandezze  positive  e  negative  come  suoi 
valori  in  un  punto  e,  mentre  tutt'  intorno  al  me- 
desimo sia  continua  ed  abbia  un  valor  solo.  Ciò  si 
verifica ,  per  esempio ,  pel  punto  o  coppia  (0, 0) 
nell'una  e  neir altra  delle  espressioni  analitiche 


««+y« 


cos 


y 


a:'+y^ 


x^  +  y^ 


sen 


y 


x^'\ry^ 


a 


■*  P^v^Iellogramino  rappresenta  ona  porxìooe  di  S. 

'  )  Qvetle  espressioni  sono  la  parte  reale  ed  il  coefficiente  di  i  della  funzione 


»^ 


e  =s  e 


x«+y^ 


^  Dostranmo  nel  $.15  potersi  attribuire  qualunque  valore  complesso  per  z=0. 


208  SEZIONE  SECONDA 

Ma  tralasciamo  ormai  ogni   ulteriore  discussione  delle   discon- 
tinuità e  passiamo  a  considerare  gi'  infiniti. 

$.  94.  Riconosceremo  le  singularità  da  chiamarsi  infiniti 
di  una  funzione  di  due  variabili  imaginando  che  la  superficie 
rappresentativa  1  neir  accostarsi  per  qualsia  banda  alla  su- 
perficie cilindrica  formata  dalle  verticali  erette  su  di  una  lìnea 
/  esistente  in  S  si  allontani  senza  limite  dal  piano  orizzontale, 
nello  stesso  senso  o  in  sensi  diversi,  potendo  si  elevarsi  sopra 
il  piano  che  abbassarsi  sotto  di  esso  indefinitamente. 

La  linea  l  potrebbe  supporsi  ridotta  ad  un  punto  ed  allora 
la  funzione  sarebbe  infinita  non  sopra  una  linea  ma  io  uo 
punto. 

Anche  per  una  funzione  di  due  variabili  noi  diciamo  che 
divenendo  infinita  non  cessa  di  essere  continua ,  e  riteniamo 
come  fatte  anche  per  esse  tutte  in  generale  le  considerazioni 
circa  le  differenze  fra  le  singularità  da  chiamarsi  discootiooità 
(comunque  sieno  :  finite  ,  infinite ,  lungo  linee  »  in  punti)  e 
quelle  da  chiamarsi  infiniti. 

La  espressione  analitica 

rappresenta  una  funzione  continua  senza  eccezioni ,  iolìDiia 
per  le  coppie  di  valori  dì  x  e  y  che  rendono  a:'-{-y'— 4=0 
cioè  lungo  la  circonferenza  di  centro  (0,0)  e  di  raggio  2,  ed 
infinita  anche  per  ogni  coppia  di  valori  che  non  sieno  en- 
trambi finiti. 

La  espressione 

rappresenta  una  funzione  continua  senza  eccezione  ed  infinita 
soltanto  nel  punto  (1,  3). 

Sottraendo  dalla  ^  la  funzione 

3 

^  (^fV)  =  "7"; — i — 7 
x^  +  y^  —  i 
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Otterrebbe  una  fuazione  che  non  sarebbe  più  infinita  sulla 
conferenza  a?'  +  y^  —  4  =  0.  Perciò  si  potrà  dire  che  la 
x,y)  diventa  infima  come  la  ^{x,y)  sulla  circonferenza  anzidet- 
Sopra  ogni  altra  parte  del  piano  la  A  {x,  y)  è  finita^  oltreché 
itinua.  Se  dalla  ^  si  sottraesse  anche  una  funzione  che  di- 
lisse  infinita  come  ^  pei  valori  non  finiti  A\  x  ^  y ,  rima- 
ido  però  per  tutti  gli  altri  valori  finita  oltreché  continua,  il 
to  dovrebbe  evidentemente  rimanere  continuo  e  finito  senza 
sezione  per  tutti  i  valori  finiti  e  non  finiti  delle  variabili  ; 
iO  sarebbe  la  costante  7  ove  la  funzione  sottratta  fosse 
.r^  y\ 

Una  funzione  che  nel  punto  (1,  3)  diviene  infinita  come 
'•Piix^y),  rimanendo  inoltre  dappertutto  altrove  finita  ollre- 
3  continua ,  sarebbe  la 

^i  (^'  y^  =  (^zT)m:V:3)ì  • 

Per  ciò  che  fu  detto  nel  |.  22  è  affatto  chiaro  potersi  con- 
>ire  quante  si  vogliano  funzioni  di  x  e  y^n  S,  le  quali  ab- 
no  in  certi  punti  e  su  certe  linee  di  S  discontinuità  od 
initi  prefissati  (o^  in  altri  termini,  le  quali  sieno  discontinue 
infinite  in  certi  punti  ed  in  certe  linee  come  funzioni  date) 
»ìeno  su  ogni  altra  parte  di  S  continue  e  finite. 

f  95.  Designando  con  f  una  funzione  continua  e  finita 
ra  S  (e  che  già  sotlintendesi  sempre  per  adesso  con  un  sol 
>re  per  ogni  punto)  ed  essendo  {x,  y)  e  {x\  j/)  due  punti 
^lunque  di  S,  la  differenza 

rtc  a  zero  coli' accostarsi  di  {x\y)  a  {x,y)  ossia  col  ten- 

o  a  zero  della  distanza 

i 


V  =  [(*'- x)«+(y'-?/)«]' 


'*    presenta  ancora  la  domanda,  con  qual  potenza  di  questa 
•o.ma  tenda  a  zero  in  ragion  finita  la  differenza.  Questa  do- 
li 
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manda  rientra  subito   in    quella  che   si  rifo 
variabile,  e  dalla  quale  fummo  condotti  al 
derivata,  di  cui  già  avvertimmo  ammeltr 
esistenza.  Nel  caso  d'  una  sola   variabil* 
leva  giungere  in  x  che  secondo  due  • 
le  direzioni  delT  asse  Oa;  ;  nel    pres 
(x'yy)  può  giungere  in  {x,y)  secor 
differenti  y  fra  le  quali  le  due  dell 
Imaginando  che  {x\fj)  giunga  in 
supporremo   f/'  =  i/  nella   diflferi 
condotti  al  concetto  della  deri\ 

?/^Iim  fi' 
dx     «'  =  » 

Giungendovi  invece  parallo' 
rivata  parziale  rispetto  a 

Per  qualunque  altra  < 
tare  della  idenlità 

V 
per  conciiiuilero 

lim^^ 


;    V  a- 
.i  ioiiilo  J' 


-  .r 


Ogni   punto    X  ;  valove  . 


>i    e  e 


>n 


pn 


'1 

ti; 


Se  si  rìlent\>. 
nel  secondi 
goli  che  I 
zioni  pos- 
punto  ( 
succe^^ 
dell' M 
nel  ! 


.1 


t*  •- 


'S'H.tv"»  i  ".  Nel  caso  invece  «li    * 
e-  NiTtbbe  a  ilirsi  derivala  di  /"u- 
. .  ;  ;i  rapporto 

/••       ar   (//  "^  dy    di 

t;'  ^  8;   «^   ,   9£   àff 

?x    (Il       dif    di 

.--.  per  ogni  punto  {x,y\  sempre 
.  !ì   '_•*' .  A  ciudicare  più  facilmen 
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funzioni  di  /  e  si  potrà  scrivere  la  precedente  eguaglianza  sotto 
la  solita  forma 

^  ^  di       dy  dl'^  dy  dr  ^  ^ 

Se  di  riuscisse  negativa  cioè  se  la   lunghezza  /  decrescesse 

dx 
nella  direzione  da  (x,y)  a  {pc\y')  ì  quozienti  differenziali  —  « 

iu 

-jr  sarebbero  di  vs^ior  contrario  ai   coseni  degli   angoli   che   la 

01 

detta  direzione  forma  colle  direzioni  positive  degli  assi.  In 
forza  di  questi  quozienti  differenziali  o  coseni ,  legati  dalla  re- 
lazione 


(i)'+(i)='- 


nia  tuttavia  variabili  colla  direzione  di  di  y  il  secondo  membro 
biella  (1)  cambia  generalmente  di  valore  al  cambiare  di  detta 
direzione ,  laonde  si  potrà  dire  che  ,  mentre  una  funzione  di 
i^na  sola  variabile  x  dà  luogo  ad  una  sola  derivata,  ossia ,  in 
altre  parole,  ad  una  derivata  che  possiede  in  generale  un  solo 
valore  per  ogni  valore  di  Xy  una  funzione  di  due  variabili  x 
^  y  àk  luogo  ad  una  infinità  di  derivate,  ossia  ad  una  derivata 
^he  ammette  in  generale  una  infinità  di  valori  per  ogni  punto 
^    coppia  di  valori  di  a:  e  y. 

Che  in  queste  derivate  la  continuità  della  funzione  non 


9/"     3/" 

1*)   Si  ta  che,  meiilre  le   derivale  —  e   - —    dieoiisi  parxiali  perchè  provenienti  l'ano 

9.r     9// 

^^^iaziooe  della  «ola  j;  e  l' altra  da  variazione  della  sola  y,  la  derivala    -      si  suol  dire 

^  »  |>errhè  pnó  imaginarsi  provenicnle  da  variazioni  simullanee  quali  si  vogliano  di  en- 
"^^»«  le  variabili  x  e  y.  Si  sa  pure  che,  al  pari  delle  derivale,  i  Ire  differenziali 

^°^^|^^«i  rìspeitivamenle  ebiaroare  differenziale  lolule  ,  differenziale   parziale    ri^ipetto  a  x , 
^^•niiale  parziale  rispetto  a  y. 


L 


2i3 


SEZIONE  SECONDA 


vieti  né  infiniti ,  né  discontinuità ,  è  evidente  ,  sia  riflettendo 
al  già  esposto  pel  caso  d'  una  sola  variabile  ,  sia  riflettendo 
che  una  superficie  1  rappresentatrice  d'  una  funzione  continua 

può  avere  spigoli  ed  angoli  quanti  si  vogliano  e  che  la-r^espri- 

me  il  coseno  dell'  angolo  che  la  retta  tangente  la  superficie 
nella  verticale  di  (x,  y)  e  diretta  secondo  il  piano  verticale  di 
di  forma  colla  di  stessa. 

Traduciamo  finalmente  ,  ancora  per  il  seguito  ,  parte  del 
già  detto  sotto  la  forma  che  segue.  Nel  caso  d'  una  sola  va- 
riabile X,  avendosi  due  funzioni  f{x)  g  i^  (x)  e  prendendo  :r' 
infinitamente  vicino  a  rr ,  il  rapporto 

f{^')  -  m 

x'  —  X 

ha  generalmente  un  solo   valore  per   ogni  punto   x  ;  valore , 
funzione  di  x,  che  può  esprìmersi  con 

df 


dx 
dv 


ovvero  con 


di; 


e  chiamarsi  derivata  di  f  rispetto  a  K.  Nel  caso  invece  di  dot 
variabili,  ciò  che  per  analogia  sarebbe  a  dirsi  derivata  di  f{x,iì 
rispetto  a  ?('',.v) ,  vale  a  dire  il  rapporto 


fi^.y')-f{o:.y)     àf 

e  (x;  ?/)  -  K  {X.  y)      di; 


^  'di"^  dy    di 
dx   'dl'^dy    di 


ammette  una  infinità  di  valori  per  ogni  punto  {x,y),  semprt* 

motivo  della  variabilità  dello  -;r  ,  -;7  •  A  giudicare  più  facìtaenl* 

di    al 
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Dza  della  direzione  di  sul  valore  della  derivata  può  es- 
)  di  scrivere  questa  nella  seguente  maniera 


df 

df        df 

dx       dy  ' 

dy 

dx 

d? 

a?   a? 

dx  "^  dy 

dy 
'Jx 

ìgura  una  sola  quantità  variabile    colla  direzione,  cioè 

dy 
;ità-p  ,  che  esprime  la  tangente  dell'  angolo  di  di  con 
dx 

le  può  prendere  tutti  ì  valori  reali.  La  condizione  ne- 

e  sufficiente  perchè  il  valore  della  derivata -r- fosse  in- 

^  d? 

nte  dalla  direzione,  ossia  perchè  il  valore  del  secondo 
della  precedente  eguaglianza  fosse   indipendente  dal 

..  dv 

Il  -p  ,  è  la  seguente 

dx 

di      di 

dx   _   dy 

"aT  "~  "aT 

dx  dy 

conilizione  troverebbesi  già^  e  quindi  la  -/-    rimarrebbe 

de 

avariata  variando  il  valore  dì  -p  ,  anche  soltanto   sup- 

dX 

che  il  secondo  membro  della  suddetta  eguaglianza,  con- 
io stesso  valore  perdio  diversi  valori  di  -^^  cioè  dire 

dx 

direzioni  diverse  e  non  contrarie. 


SI  4  SEZIOIIE  SECOflOA 


CAPITOLO  TERZO 


FsbzImI  CMMpleMc  dU  TarlaUII  reiOi. 


(.  M.  Per  funzione  complessa  d'  una  variabile  reale  x  sì 
intende  una  variabile  complessa  di   cui  tanto  la  parie  reale 
quanto  il  coefficiente  di  i  sieno  funzioni  reali  di  x.  È  chiaro 
che  una  teorica  di  siffatte  funzioni  non   sarebbe   altro  ancora 
che  una  teorica  di  funzioni  reali   (  la  parte  reale  ed  il  coeffi- 
ciente di  t)  di  una  variabile  reale.  Noi  non  ci  fermeremo  su 
di  esse  e  soltanto  faremo   riflettere >  che,  in    una  distinzione 
delle  funzioni  di  una  variabile  reale  in  reali  e  complesse,  una 
stessa  legge  di  dipendenza  analitica  potrà  comparire  sì  neiroo^ 
che  neir  altra  classe,  cioè  dare  luogo  ora  a  funzione  reale  ora 
a  funzione  complessa  a  seconda  dell'  intervallo  in  cui  si  ii^a- 
gina  esistente  la  variabile.  La  espressione,  per  esempio,  ìx^ 

{ì — a^y  si  presenta  come  funzione  reale  allorché  s' imagìn^  ^ 
esistente  nell'  intervallo  —  !•.•  +  *»  come  funzione  co^^ 
plessa  in  ogni  altro  caso.  Per  rappresentare  geometricamen^ 
una  funzione  complessa  in  maniera  affatto  analoga  a  quella  P^^ 
funzioni  reali,  bisognerebbe  imaginare,  non  una,  ma  due  li^^ 
verticalmente  al  disopra  di  Ox,  una  delle  quali  rappresenta-^** 
la  parte  reale  e  V  altra  il  coefficiente  di  t  della  funzi^ 
complessa. 

Per  funzione  complessa  di  due  variabili  reali  s' intera  ^ 
una  variabile  complessa  di  cui  e  la  parte  reale  e  il  coefficier'^ 
dì  t  sieno  funzioni  reali  di  due  variabili  reali.  Anche  sopra  fi 
zioni  di  tal  sorta ,  per  motivo  affatto  analogo  al  dianzi  esposta 
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3  occorre  che  ci  sofTermiamo.  A  rappresentarle  geometrica- 
nte,  in  maniera  simile  alla  già  impiegata  per  le  funzioni  reali 
lue  variabili,  sarebbero  da  considerarsi  due  superdcie  al  diso- 
del  piano  orizzontale,  una  per  la  parte  reale  e  T  altra  pel 
flficiente  di  t  della  funzione  complessa. 


CAPITOLO  aUARTO 


FsBiloal  éi  «Da  varlaUle  eaaiplessa. 


f  9f .  Imaginando  che  la  variabile  indipendente  possa 
ndere  qualunque  valore  aritmeticamente  possibile  ,   dobbia- 

ben  riflettere  qual  sia  la  definizione  di  funzione  che  con 
fetta  analogia  scaturisca  dal  caso  di  variabile  reale ,  e  se 
)a  porti  seco  caratteri  che  indubbiamente  la  qualifichino 
te  atta  a  servire  di  base  ad  una  teorica  importante. 

Se  fin  dal  principio  non  s' intendesse  alludere  ad  altro 
"chè  ad  espressioni  analitiche,  la  cosa  parrebbe  non  richie* 
e  una  singolare  attenzione.  Funzione  analitica  di  una  varia- 

reale  x  si  dice  qualsia  altra  variabile  i  cui  singoli  valori 
possano  ottenere  coir  eseguire  su  ogni  singolo  valore  della 
in  medesimo  sistema  di  operazioni  analitiche  (*)•  Funzione 
itica  di  una  variabile  complessa  z  =  X'{'yi  parrebbe  quindi 
lirsi,  affatto  analogamente,  qualsia  altra  variabile  i  cui  sin- 

valori  si  possono  ottenere  coir  eseguire  su  ogni  singolo 
re  di  ;; ,  ossia  di  X'\'yi,  un  medesimo  sistema  di  opera- 
ì  analitiche. 


I  Per  maggior  semplicillk  qui  «llodiaroo  di  preferenza  a  funzioni  esplicite ,  ma  con 
B  cambiamento  di  parola  resterebbero  apertamente  abbracciate  anche  le  implicite.  Ab- 
pore  credalo  di  non  allungare  la  locuzione  per  riferirci  dichiaratamente  anche  al- 
»  si  presentino  diversi  sistemi  di  operazioni  analitiche  per  la  determinazione  di  ona 
ma  funzione  in  diversi  intervalli. 
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Ma  la  cosa  sembrerà  meno  ovvia  quando  vogliasi  porre 
una  definizione  che  non  involga  anticìpatamenle  V  idea  della 
esprimibilità  analitica. 

(.  SS.  Allorché  Cauchy  prendeva  a  considerare  i  numeri 
complessi  come  quantità  geometriche ,  egli  era  tratto  natural- 
mente a  considerare  le  variabili  complesse  come  quantità  geo- 
metriche variabili,  e  quindi  a  risguardare  come  funzione  di  uoa 
variabile  complessa  z  qualunque  quantità  geometrica  tv  il  coi 
valore  riuscisse  determinato  da  quello  della  quantità  geometrica 
z  ,  od  in  altri  termini ,  a  risguardare  w  come  funzione  di  z 
ogniqualvolta  la  posizione  del  punto  z  (nel  solito  piano)  deter* 
minasse  la  posizione  del  punto  w  (*). 

Ma  è  facile  riconoscere  che  questa  definizione  é  larga 
più  del  convenevole.  Consideriamo  una  qualunque  espressione 
analitica  /  contenente  almeno  due  lettere  p  e  q  che  si  pos- 
sano riguardare  come  simboli  di  variabili  continue.  Riguardando 
effettivamente  p  e  9  come  variabili,  ed  ammettendo  la  esposta 
definizione,  la  /  od  f{p,q)  verrebbe  a  schierarsi  tanto  nella 
classe  delle  funzioni  di  due  quantità  quanto  nella  classe  delle 
funzioni  di  una  quantità.  Si  presenterebbe  in  quest'  ultima  classe, 
e  sarebbe  cioè  funzione  dell'unica  quantità  p  +qi,  ogniqual- 
volta piacesse  restringere  mentalmente  la  variabilità  delle  pef 
a  valori  reali.  Senza  questa  restrizione  la/'(p,  9)  andrebbe 
inevitabilmente ,  in  generale ,  tra  le  funzioni  di  due  qoaoliU 
p  e  q. 

Vedremo  fra  breve  come  debbasì  modificare  la  defioiziooe 
dì  Cauchy  perchè  ogni  formola  contenente  le  lettere  p  e  9  non 
possa  dirsi  funzione  di  p-^-qi  tostochè  queste  lettere  si  ri- 
sguardino  come  simboli  di  variabili  reali,  ma  allora  soltanto  che 
per  qualunque  significato  di  p  e  9  essa  formola  possa  pur  sen^ 
annoverarsi  con  tutta  ragione  tra  le  funzioni  del  binomio  p+fi* 

Ed  intanto  notiamo  come   già  dal   solo  riflesso   che  ogni 


(*)  Vedi  I*  articolo  Sur  le»  fonclioHS  des  quanlités  géométrtquei  nel  tomo  4  dcgK  S'"*' 
d*  An,  et  de  Phyi,  malh,  già  citalo  a  pug.  69 ,  ecc.  delle  Notizie, 
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foDzione  (li  due  variabili  reali  x  e  y  sarebbe  anche  funzione 
dell' unica  variabile  complessa  X'\'yi,  emerga  ad  evidenza 
che  non  vi  potrebbe  essere  alcun  interesse  di  costruire  una 
speciale  teorica  delle  funzioni  di  una  variabile  complessa^  che 
sarebbe  semplicemente  la  teorica  delle  funzioni  di  due  varia- 
bili reali. 

i.  99.  Per  stabilire  la  definizione  di  funzione  d'  una  va- 
riabile complessa  nel  §.  i  della  propria  dissertazione  inaugurale, 
il  sig.  Riemann  comincia  ad  osservare  che,  mentre  è  tult'  uno, 
come  già  si  è  detto ,  definire  la  dipendenza  di  una  variabile 
da  altra  variabile  reale  con  ovvero  senza  la  supposizione  che 
quella  sia  ottenibile  mediante  un  sistema  di  operazioni  analiti- 
che da  eseguirsi  su  questa,  non  è  più  cosi  quando  le  varia- 
zìodì  della  variabile  indipendente  non  si  limitino  a  valori  reali. 

Ed  invero,  ammesso  puramente  che  te? = ti-}- vi  dipenda 
da  2  =  a;-{- j^t,  cioè  in  modo  che  il  valor  di  z  determini  il 
Talor  di  tv  Q,  se  si  considerano  due  valori  della  z,  x-^-yi  e 
*  +  y»  +  ^^  +  ^y**  infinitamente  vicini,  ai  quali  corrispon- 
dano per  w  i  valori  u+vi  e  ti  +  vi  +  dw  +  dvi,  il  rapporto 

dw dM+  dvi 

dz       dx-^-dyi 

Boterà  ,  in  generale  ,  di  valore  al  mutarsi  della  direzione  se- 
condo cui  il  punto  z-^-dz  nel  solito  piano  verrà  a  coincidere 
col  punto  z ,  ossia ,  in  altri  termini ,  muterà  al  mutarsi  della 
^reziotie  del  differenziale  dz  (**).  Ciò   può  ridursi   a   maggiore 


(*)  Per  la  quul  cosa  basta,  f-onie  si  disse,  clic  ti  e  v  sieiio  ilue  ruiiiioiiì  reali  qualunque 
^  d«e  variabili  x  e  y. 

(**)  Qar*lo  potrebbe  rignurdursi  come  un  caso  parlicolure  di  ciò  che  si  è  giù  ossertnlo 
*•  Ite  del  J.  %\,  Sì  cade  iiinnii  ne!  prestcìile  caso  iniogiiiaiido  che  f  sin  w  e  che  »;(t,  y) 
*  ''ff-  l^i  propriameule  /"  e  ;  erano  supposte  remili,  ma  è  chiaro  che  sì  possono  anche 

'tt^nt  complesse    La  condizione  ivi  ditta  ,  affinché  il  quoziente  differenziale —  avesse  un 

.   ^  di        d'; 

••  *tlore  per  ogni  coppia  (x,y),  prenderebbe  per  —  =  I  e     —  ^-^  •  la  forma  (I)  del  pre- 

dx  9y 

•*«  |»irigrafo. 
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evidenza  riflettendo  che  si  ha 


du  du  /dv  dv        \ 


dti  +  drt dx  oy  \òx  dy 

dx  +  dyi  dX'\'dyi 


^dyJ^^Kdx     dyj 


■^  L Aaa;      dyj'^  ^Kdx'^ ^yJj  dx  +  dyi' 
e  che  ,  se  sia  6  V  argomento  del  differenziale  dx  -{-  idy ,  si  ba 

dx  —  dyi        —20» 
dx  +  dyi 

Ma ,  in  qualunque  modo  w  si  possa  comporre  con  2  mediante 
le  semplici  operazioni  di  calcolo ^  il  valore  del  quoziente  diffe- 
renziale -T-  è  sempre  indipendente  dalla  direzione  del  differeo- 
dz 

zidle  dz  (*)  ;  dunque ,  mediante  le  semplici  operazioni  di  cal- 
colo ,  non  si  può  esprimere  una  dipendenza  qualunque  della 
quantità  complessa  w  dalla  quantità  complessa  2. 

E  però  ,  non  volendo  porre  una  definizione  per  la  quale, 
contrariamente  al  caso  di  variabile  reale  ,  resti  esclusa  antici- 
patamente, in  generale,  la  possibilità  di  esprimere  le  funzioni 
per  mezzo  d' un  sistema  di  operazioni  di  calcolo  sulla  variabile, 
il  sig.  Riemann ,  avuto  riguardo  all'  anzidetta  proprietà ,  stabi- 
lisce la  seguente  definizione  :  una  variabile  complessa  te  si  Ara 
funzione  di  un'  altra  variabile  complessa  2 ,  quando  vari  con  (p^ 

sta  in  modo  che  il  valore  della  derivata  —  sia  indipendente  dd 
valore  del  differenziale  dz. 

(*)  Sono  sempre  riflessioni  del  sig.  Riemann.  In  quanto  alPora  asserita  indipeodenHf  >* 
Disiertazione  porta  la  seguente  nota,  n  Questa  proposizione  è  evidentemente  giostificiK  » 
tutti  i  casi  nei  quali    dalP  espressione    di  w    si  può  per    mezzo  delle  regole  di  derivila'' 

trovare  un*  espressione  di  --—  in  funzione  di  2;   in  questo   senso  per    adesso  la  rittff^ 

dx 

vera  rigorosamente  e  generale. 
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CondìzioDe  necessaria  e  sufficiente  per  siffatta  indipendenza 
e  che  sia  nullo  il  moltiplicatore  di 

dx  -—  dyi 
dx  -{-dj/i 

nella  precedente  espressione  di  — -  ,  il  che   può  compendiarsi 

dz 

nella 

ox      dy 

E  però  la  esposta  deGnizione  può  anche  presentarsi  nei  ter- 
inìni  seguenti  ,  che  si  vedranno  usati  dal  sig.  Riemann  nel 
tomo  54  del  giornale  di  Crelle-Borchardt  (*):  funzione  di  ^+yt 
dice»  qualunque  quantità  w  che   vari  con   x  -{-  y  i  in   modo  da 

^disfare  la  i —-=-— ;  senza,    già   s'intende,   presupporre 

dx         dy 

veruna  espressione  analitica  di  w  per  mezzo  Ai  x  e  y. 

f  SO.  A  rendere  vie  più  manifesta   la  opportunità   della 
definizione  del  sig.  Riemann    ritorniamo  adesso  a   considerare 
^na  espressione  analitica  f{p,q),  come  nel  |.  28,  e  cerchiamo 
^otioqual  condizione  potrebbe  riputarsi  incontrastabilmente  lecito, 
S^usta  l' ordinario  concetto  di  funzione ,  di  dichiarare  la  f{p,q) 
fi*^ziane  dell'  unico  ente  p  +  qi  qualunque  possa  essere   d'  al- 
^^onde  la  variabilità  che  piacesse  di  concepire  nelle  p,q.  Ma- 
'^ifestamente  ciò  avrebbe  luogo  quando  il  valore  di  f{p,q)  dipen- 
desse assolutamente  (cioè  senza  alcuna  restrizione  mentale)  dal 
^^Icre  deir  unico  ente  p  +  qi  ;   si   che    fissato   il   valore   di 
^*^esto  ente,  rimanesse  fissato  il  valore  di  f{p,q)  ,    comunque 
^^    prendessero  o  si    mutassero    i  valori  delle   singole   quantità 
P    ^  q  che  devono  concorrere   a  costituire  il  prescritto  valore 
p-f  9^*  Sia  e,  per  una  volta  qualunque,  questo  prescritto 
^^lore.   Se   p  e   9  si  assoggettassero  alla  restrizione   di   non 


i  *^  Otfervigi  I*  articolo  :  AUgemn'me  Vorauttelzungen  und   Uùlftmittel  fur  die    Unitrtu- 
^9  90%  Funelìontn  ìiubetchrànkt  verànderlicher  Gróusen. 
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prendere  che  valori  reali ,  V  equazione  p-f-^ t  =  c  basterebbe 
per  determinare  p  ^  q,  assegnando  a  p  la  parte  reale  ed  a  9 
il  coefTiciente  di  t  del  nuDfiero  e.    Ma  ,  dal  punto    di   vista   dì 
una  variabilità  affatto  libera  per  p  e  9,  la  sola  equazione  preca^ 
dente  è  ben  lontana  dal  bastare  alla  determinazione  dei  valot^\ 
di  p  e  9.  Ed  invero  se  p,  q  esprima  una  soluzione  della  equ^« 
zione  p  +  ^t  =  c,  si  potrà  aggiungere  a  p  una  quantità  coixi- 
plessa  qualsivoglia  h,  che  ,  aggiungendo  nel  tempo  stesso   a     q 
la  quantità  hi ^  si  avrà  ancora  una  soluzione  della  detta  eq^^a- 
zione.  Perciò  ad  un  solo  valore  e  dell'  ente   p  +  qfi  corrispon- 
derebbero in  generale  per  f  tutti  i  valori  ricavabili  da 

fip  +  h  .  q+hi) 

coir  attribuire  ad  h  tutti  i  valori  aritmeticamente  possibili. 
Dunque  ,  volendo  rigettare  ogni  restrizione  mentale  circa  fa 
variabilità  delle  p  e^^  la  quantità  espressa  dalla  tormohf(p,qì 
allora  soltanto  si  potrebbe  incontrastabilmente  dichiarare  fur^- 
zioiie  di  p-^-qi  quando  il  valore  di  h  non  influisse  su!  valo#*^ 
di  /"(p  +  A  ,  9  +  At) ,  cioè  quando  rimanesse 

(i)  np+h.q+hi)  =  fip.q) 

comunque  variasse  A. 

La  stessa  condizione  otterrebbesi  anche  nella  seguente  ma  -^ 
niera.  Si  vuol  determinare  in  quali  casi  la  f(p,q),  che  in  ^ 
generale  esprime  il  risultato  di  un  sistema  di  operazioni  anali- 
tiche da  eseguirsi  sulle  due  quantità  0  lettere  p  e  q,  possa  and 
qualificarsi  come  esprimente  il  risultato  di  un  sistema  di  op( 
razioni  analitiche  da  eseguirsi  sulla  quantità  unica  p  +  9t«  Indi^^- 
cando  ancora  con  e  il  binomio  p  +  gt,  acciocché  f  possa  risul^ 
tare  da  un  sistema  di  operazioni  da  eseguirsi  su  e  è  necessario"'^ 
del  pari  che  sutTiciente,  che  mediante  T  impiego  della  lettera 
si  possano  far  sparire  dalla  formola  f  entrambe  le  lettere  p  e 
Questo  equivale  a  dire  che,  ponendo  nella  fip^q)  invece  dellfc-3 
lettera  p  ciò  che  si    cava   per    essa  dalla    p-}-9t=c,    de^^e 
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sparire  nel  tempo  stesso  anche  la  q   (*).  Deve  dunque  essere 

f(c  —  qi  ,  q) 

affatto  indipendente  dalla  lettera  q,  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  cre- 
scendo q  dì  hi  deve  rimanere 

f{c  —  qi  +  h  ,  9+  hi)=f{c  —  qi  ,  q) 

qualunque  sia  h;  il  che,  ponendo  p  in  luogo  di  c^qiy    coin- 
citie  a  pieno  ,  come  dicemmo,  colla  già  trovata  condizione. 

Invece  della  (1)  possiamo  scrivere  ,  siccome  adatto   equi- 
valente 9  la  condizione 

ossia 

(3>l      ^f(P  +  f^'9  +  hi)       df{p+h.q  +  hi) 

9(p  +  A)  "^  d{q  +  hi) 

'^  quale ,  sostituendo  le  lettere    P  e  Q  ai  due   binomi  p  +  A 
6   g  +  Ai,  assume  l'aspetto 

dP    ^     dQ  dP  dQ 

^*^e  coincide  perfettamente  coir  aspetto  della  (1)  del  |.  29. 

Tuttavia  non  dobbiamo  ommettere  di  osservare  che,  mentre 
'^^lla  (1)  del  |.  29  le  due  derivate  parziali,  per  la  supposta 
'^^lura  reale  di  a:  e  y,  s'intendono  provenienti  da  incrementi 
^^^^a  ài  X  e  y,  nella  (4),  considerata  come  conseguenza  della 
S^)  0  {i)  (del  presente  |),  le  derivate  parziali  provengono  da 
^^Crementi  di  P  e  Q  della  forma  dh  e  idh,  dei  quali  uno  al- 
no è  inevitabilmente  non  reale.  E  però ,  mentre  in  riguardo 

(*)  Se  la  f  si  trovasse  già  soUo  V  uspctlo  ^  ip-^-qt)  di  un  sislema  9  di  operaiioui  da 
ire  so  p'I-f  • ,  la  sua  esprimibililà  per  meno   della   sola  e   sarebbe  affallo  evidente. 


^    *^o  coti  lo  sarebbe  quando  V  aspello  9  (f>  -f"  9  0  ^^^^   ^^^^^  alteralo    dall*  eflTeltaaiione 

^alsae  operaiioni ,  quali,  per  fissar  le  idee,  potrebbero  occorrere  per  separare  la  parte 

.  ^^    aeir  ipolesi  di  p  e  9  reali,  sarebbe  reale  dalla  iroaginaria.  Nella  espressione»  per  esem- 

^  »    p* — 9' — Ìp  +  29(p —  l)i  non  è  immcdialamcnie  riconoscibile    la  forma  e'  —  ir 

•"«sa  può  prendere.  Le  esipressioni  p  —  qi  ,  p*  +  2py  —  q^  >  P*  +  2 ^' 4" f  1*^  —  9*)«*  si 

^^'^«Heeranno  non  riducibili  alla  forma  9  (e). 
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di  una  espressione  f{PyQ),  di  cui  si  possano  ottenere  le  de- 
rivate parziali  colle  ordinarie  regole  della  derivazione  (derivate 
parziali  i  cui  valori  saranno  dunque  indipendenti  dalle  direzioni 
dei  differenziali  dP  e  dQ),\^  {k)  potrà  incontrastabilmente 
ritenersi  conoie  comprendente  in  se,  quale  caso  in  certo  qual 
modo  particolare  ,  la 

dx  dy 

non  altrettanto  si  potrà  a  dirittura  ritenere  in  riguardo  di  una 
qualsiasi  espressione  f(P,Q),  come,  ad  esempio,  di  una  serie  o  di 
un  prodotto  infinito  qualunque.  Laonde,  quand'anche  si  scorgesse 
che  una  espressione  f{P,Q)  dipenda  esclusivamente  dal  valore 
del  binomio  P+0^  e  non  dai  valori  dei  singoli  termini  PeO, 
non  si  potrebbe  ,  col  semplice  appoggio  di  ciò  che  fu  esposto 
in  questo  paragrafo,  ritenere  a  dirittura  che  f{^,y)  smfunzim 
della  variabile  complessa  z^^x-^-yi,  nel  senso  riemanniano, 
a  meno  che  si  sapesse  in  pari  tempo  che,  mediante  le  regole 
di  derivazione,  si  potrebbero  ottenere  dall'  espressione  f(P,  Q) 
espressioni  in  P  e  0  anche  per  le  due  derivate  parziali 

3  f  (P.  Q)       9  fJP,  Q)  ,^ 

dP        '         dQ  ^'' 

^.  31.  Conchiudendo ,  noi   ci   atterremo  alla  definizione 
del  sig.  Riemann,  ossia  dunqne  riguarderemo  come  funzione  di 
2  =  x  -{-  yi  una  grandezza  w  =  m  +  vi  allorché  vari  con  2 
in  modo  da  soddisfare  la 
...  .dw      du) 


(*)  Quindi  non  scmbrcrù,  per  esempio,  superfluo,  in  riguardo  tpecialmenle  di  rbi  'b*^ 
soltanto  compilo  un  corso  ordinario  di  calcolo  difTerenzialc  e  integrale,  il  dimostrare,  co^f 
fanno  i  sigg.  Briot  e  Bonquel  nella  loro  Theorie  des  fonet,  d.  p.  (n.  16),  che  una  serie  ordinai* 
secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  x-j-yi  ,  e  perciò  dipendente  visibilmente  non  a*'* 
singole  lettere  a;  e  y  ma  dal  binomio  x  -^  yi ,  è  funzione  di  x  ■]-  y  i  entro  il  cerano 
convergenza.  K  meno  ancora  parr'inno  superflue  le  dimostrazioni  contennle  nei  0.  75  ^ 
dell*  opera  slessa. 
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Non  oslanle    la  definizione    che  stabiliva ,  anche   Cauchy 
riconosceva  a  pieno  la  convenienza  di  considerare  più  special- 
mente le  dipendenze  regolate    dalla  condizione  (1) ,   le   quali 
chiamava  fumioni  monogene  (').  E  pertanto  il  divario  tra  la  de- 
finizione di  Cauchy  e  quella  del  sig.  Riemann  non  ebbe  punto 
per  effetto  di  far  intraprendere  teoriche  che  avessero  in  mira 
regioni  diversamente  estese   dell'  universo  dominio   delle    fun- 
zioni; ma  si  può  dire  che  ebbe  soltanto   per  effetto   di  intro- 
durre nella  scuola  di  Cauchy  V  uso   della  espressione   funzione 
monogena  invece  del  solo  vocabolo  funzione   usato  nella   scuola 
^el  sig.  Riemann. 
La  (1)  ossia  la 

dw      dw 

dx        dyi 

>uò  dirsi  esprimere  specialmente  che  la  derivata  di  tv  ottiene 
0  stesso  valore  secondo  le  due  direzioni  degli  assi  ;  giacché 
^er  queste  è  dz=dx  ,  dz  =  dyi=idy.  Abbiamo  poi  già 
sservato  alla  fine  del  |.  25  che  basta  di  sapere  che  la  deri- 
^ta  conserva  lo  stesso  valore  per  due  qualunque  direzioni  di- 
^rse  e  non  contrarie  per  essere  certi  che  la  medesima  sia 
Vilipendente  affatto  dalla  direzione.  Il  confronto  di  quella  qual- 
^  direzione ,  che  in  seguito  potrà  occorrere  d' imaginare  per 
*  »  eolle  direzioni  degli  assi  richiamerà  sempre  all'  istante  le 
^Uaglianze 

^  ^  dw dw i  dw 

dz       dx        *  dy  * 

La  (i),  come  si  è  già  dovuto  vedere,   equivale  alle  due 
indizioni  in  termini  reali 

j^  du_dv       du du 

dx       dy    *    dy  dx' 

Da  queste  due  equazioni  del  primo  ordine  se  ne  possono 
-«lurre  due  del  secondo  ordine,  ciascuna  delle  quali  contenga 

(*)  Vedi  Exereieei  d*  An.  ri  de  Phyt,  math.  Tomo  i  ,  pag.  3i6. 


224  SEZIONE  SECONDA 

le  derivale  di  una  sola  delle  funzioni  reali  u  e  v.  Basta  di 
varie  sì  rispetto  ad  x  che  rispetto  ad  ]/  e  confrontare  le  qti 
Irò  equazioni  risultanti.  Si  avranno  cosi  le 

Nessuna  dunque  delie  funzioni  u  e  v  potrebb'  essere  sc< 
arbitrariamente,  dovendo  soddisfare  ad  una  equazione  alle 
rìvate  parziali  del  secondo  ordine.  Queste  equazioni ,  deter 
nauti  già  in  parte  le  funzioni  u  e  v  ,  attestano  in  antici 
7Ìone  e  chiaramente  che  dev'  esser  possibile  di  stabilire  me 
proprietà  precise  ed  importanti  delle  funzioni  u  e.v  ,  oj 
delle  funzioni  w  di  una  variabile  complessa ,  senz'  altro  p 
supporre  delle  medesime  fuorché  la  definizione  riemanniana 

9.  3!t.  Pel  punto  di  partenza  non  del  tutto  ordinario,  < 
con  questa  definizione  indipendente  da  ogni  presupposizione 
espressioni  analitiche  vien  stabilito  per  intraprendere  una  teor 
delie  funzioni,  diventa  opportuno  che  innanzi  di  procedere  si 
fletta  se  continuino  tuttavia  a  sussistere  talune  proprietà  che  so 
incessantemente  sottintese  negli  ordinari  procedimenti  delFai 
lisi.  Ora  noi  facciamo  osservare  che  continuano  a  sussistere 
seguenti  proprietà. 

Se  w  è  funzione  d\  z  y  e  z  è  funzione  di  <p ,  anche    « 

funzione  di  ^.  Ed  invero  sieno  ^  e  ^'  due  valori  della  variai 

^  dei  quali  il  secondo  debba  tendere  a  coincidere  col  prin 

e  sieno  z  e  z',  w  q  w  \  valori  corrispondenti  delle  altre    < 

variabili.  Pel  supposto  saranno 

2;' 2 

lim  7; indipendente  dalla  direzione  di  ^'  —  ^  , 

^— ^ 

lim  -; indipendente  dalla  direzione  di  z  —  z  ; 

z  — z 

e  però  il  prodotto 

..     z' — z     ,.     w'—w       ,.     w' — w 
hm .  lim  -; =  lim  ■- r 

^  —^  z  —  z  ^  —  y 
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sari  indipendeDte  dalle  dae  suddette  direzioni  ;  ma  V  essere 

w' — w 
liniTT r    ÌDdipendente  dalla  direzione  di  f  —  <p 

significa  appunto  che  w  è  anche  funzione  di  ^. 

Se  i£^  è  funzione  di  z,  anche  z  è  funzione  di  w.  Sia  in- 
ulti w  un  valore  qualunque  della  variabile  tv,  e  to'  un'  altro 
suo  valore  che  debba  tendere  in  qualsivoglia  direzione  ai  primo  ; 
e  sieoo  z  e  z'  ì  valori  corrispondenti  di  z.  Tenendo  invariabile 
il  valore  w  e  mutando  la  direzione  di  w'  —  w  rimarrà  inva- 
riabile il  valore  z  e  muterà  la  direzione  di  z'  —  z;  ma,  pel 
supposto ,  il  rapporto 

w'—w  ...       ,      2'  — 2  * 

e  quindi  anche 


z  — z  tv  —  w       w  —w 


z  —  z 

ha  QD  limite  indipendente  dalla  direzione  di  z'^z\  dunque  il 
cambiamento  della  direzione  di  w'  —  w  non  influisce  sul  limite 

2' z 

del  rapporto  -; . 

^^       w  —  iv 

^wè  funzione  di  z,  lo  è  anche  -t~.  Infatti  dalle  (2)  del 

{•precedente  si  deduce 


^ /dwX^ 


d^tv 


i'  onde 


dy\dz/       dxdy' 
dx\dz)~'^dydx~'^dxdy' 

^di\dz  )~dy\dz)  ' 


^  <|Qale  esprime  che  la  derivata  soddisra  pure  alla  condizione 
(')  del  |.  precedente. 
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CAPITOLO  QUINTO 


loterprelAiloBl  i^eoaieirlelie  della  eoiidisiMM 
i««liiafi«  nei  eeoeeiio  di  fasilone  d*  noa  FarlaUie  mtttMm  IHmt»* 

lM¥esil|^axloDl  i^eoBietrielM 
reiali¥ead  alenoe  fasiiooi  p«rile»iari. 


0.  33.  Una  prima  interpretazione  geometrica  della  co 
dizione  (1)  §.  31  ossia  delle  equazioni 

9m  _  do  du  _      dv 

^  ^  dx~dy     '     dy~~dx 

si  ottiene  considerando  la  rappresentazione  della  funzioi 
iD  =  U'\'VÌ  fornita  dal  sistema  delle  due  superGcìe  le  cui  e 
dinate  verticali  siano  u{Xyy)  e  v{x,y). 

Riguardate  separatamente^  queste  superficie  rappresentai 
le  funzioni  reali  u  e  v  delle  due  variabili  reali  x  e  y.  Ms 
diversamente  da  ciò  che  nel  |.  22  si  è  detto  circa  Y  arbiti 
rietà  ammissibile  per  superficie  rappresentative  di  funzioni 
due  variabili  reali ,  nessuna  delle  superficie  u  e  v  potreb 
imaginarsi  presa  arbitràriamente  al  disopra  d' una  porzio 
qualsia  del  piano  orizzontale  ,  dovendo  esse  appartenere 
genere  di  superficie  caratterizzate  dall'  equazione 

—  4-  —  =  0 

Cosi  pure  ,  mentre  nel  |.  25  asserimmo  che  V  essere  ^ 
funzione  di  due  variabili  reali  continua  e  finita  sopra  una  p 
zione  del  piano  non  trae  seco  che  quivi  debba  pure  essd 
continua  e  finita  la  derivata ,  ed  a  conferma  invocammo 
rappresentazione  geometrica  ;  cotale  asserzione  non  può  ( 
anticipatamente  sostenersi  per  funzioni  come  le  u  e  t?  che  de 
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bone  essere  le  componenli  reali  di  una  funzione  d'  una  varia- 
bile complessa,  non  essendo  più  lecito  di  presupporre  senza 
alcun'  esame  che  per  superficie  ,  quali  sono  le  u  e  t; ,  di  una 
n allora  già  in  parte  obbligata,  le  tangenti  a  linee  in  esse  trac- 
ciante od  i  piani  tangenti  possano  cambiare  di  direzione  bru- 
soamente  dove  si  voglia.  Però  pei  noti  principi  circa  le  fun- 
zioni arbitrarie  ammissibili  nelle  soluzioni  di  equazioni  alle 
derivate  parziali,  può  ben  conghiett orarsi  che  una  delle  super- 
ficie della  coppia  ti, t?  potrà  prendersi  arbitrariamente  sopra 
una  linea  nel  piano  orizzontale,  cioè  che  potrà  supporsi  pas- 
S3.iite  per  una  linea  data  comunque  nello  spazio.  Ma  non  fer- 
miamoci più  oltre  in  simili  riflessioni  che  toccano  propriamente 
a  ciò  che  forma  appunto  1'  oggetto  della  parte  generale  dello 
studio  a  cui  e'  incamminiamo. 

La  interpretazione  geometrica ,  oggetto  di  questo  §  ,  con- 
siste neir  osservare  {*),  che  le  equazioni  (i)  esprimono,  che, 
facendo  rotare  d'un  angolo   retto  la  superficie  u  intorno   ad 
ttYia  verticale  qualunque  e  nel  senso  positivo  degli  angoli ,  il 
piano  tangente  questa  superficie   nel  punto    situato  in   questa 
verticale  diventa  parallelo   al  piano  tangente  la  superficie  v  nel 
punto  corrispondente  cioè  pure  situato  in  questa  verticale.   Ed 
ii^vero,  le  normali  alle  due  superficie  u  e  v  fanno  coi  tre  assi 
delle  coordinate  angoli  di  cui  i  coseni  sono  rispettivamente  pro- 
porzionali a 


du       du 
dx  '  dy 


—  i 


(2)  ^       il      ^i 

^  dx  '  dy   '       ^  ' 

^i^a,  se  gli  assi  rotassero  insieme  colla  superficie  u  dell'  indi- 
ato angolo  retto,  la  direzione  positiva  dell'  asse  delle  x  diver- 
^^bbe  la  positiva  dell'  asse  delle  y  ,  e  questa  la  negativa  del- 
l' asse  delle  x  ;  dunque  per  effetto  della  rotazione,  la  normale 


C)  Briol  e  Bouquet,  Théorie  ecc.  ,  pag.  8. 
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alla  superficie  u  farà  cogli  assi  angoli  dei  quali  i  coseni  sap- 
ranno rispeltivamente  proporzionali  alle  quantità 

_3u       ^      _. 
~d^   '  di   '  ~ 

ossia,  per  la  (1),  proporzionali  alle  quantità  (2);  essa  not*. 
male  sarà  dunque  divenuta  parallela  alla  normale  alla  sopai*- 
Scie  V. 

Si  osservi  altresì  che  le  due  superficie  ti  e  v  non  sono 
convesse  in  veruna  loro  parte  ;  poiché  le  loro  indicatrici  ^ 
punti  corrispondenti  si  projettano  sul  piano  orizzontale  secondo 
iperbole  equilatere  eguali ,  di  cui  ciascuna  ha  per  assi  S'^ 
asintoti  dell'  altra. 

0.  34.  Ma  vi  è  un'  altra  interpretazione  geometrica,  cb< 
venne  presa  dagli  analisti  in  assai  maggiore  contemplazione  9 
che  ha  luogo  quando ,  invece  di  rappresentare  i  valori  d^^^ 
funzione  mediante  verticali  erette  sul  piano  della  variabile  y 
rappresentino  anch'  essi ,  come  quelli  della  variabile,  mediai^* 
i  punti  dì  un  piano.  Imaginiamo  per  maggior  chiarezza  non  ^ 
solo  ma  due  piani:  il  solito  piano  della  z  ed  il  piano  à0^ 
w.  Designiamo ,  come  al  solito  ,  con  le  stesse  lettere  i  ^ 
lori  ed  i  punti  che  li  rappresentano;  si  che  w  b  2  esprima- ^ 
non  soltanto  una  coppia  di  valori  corrispondentisi  della  iC^ 
zione  e  della  variabile,  ma  anche  i  due  punti  rappresentaU 
e  corrispondentisi,  l'uno  nel  piano  della  w  ^  V  altro  nel  pia  ^ 
della  z.  Ogni  dipendenza  di  w  (  qualunque  fosse  ,  funzic^^ 
0  no)  da  z  riesce  rappresentata  come  una  dipendenza  de 
posizione  del  punto  w  da  quella  del  punto  z.  Se  ad  ogni 
lore  di  z  corrisponde  un  valore  di  w  che  varia  con  z  in  moc-^ 
continuo  e  determinato ,  ad  ogni  punto  del  piano  z  corrispo^ 
derà  un  punto  del  piano  w ,  ad  ogni  linea  in  generale  un^ 
linea,  ad  ogni  porzione  tutta  connessa  dell'  un  piano  una  poi^ 
zione  tutta  connessa  deir  altro.  La  dipendenza  della  funzione  r^ 
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dalla  variabile  z  si  presenta  di  tal  maDìera  come  una    imagine 
del  piano  z  sol  piano  w  {*). 

Ora ,  se  «7  sia  fanmne  di  z ,  questa  imagine  verrà  ad 
aiere,  in  conseguenza  della  (1)  §.  31  ,  una  proprietà  che 
sarà  la  interpretazione  geometrica  dì  cui  si  tratta.  Per  ricono- 
scere questa  proprietà  consideriamo  una  coppia  qualunque 
w,  %  di  punti  corrispondentisi  nei  due  piani  »  e  imaginiamo 
che  il  punto  z  si  sposti  di  una  grandezza  infinitesima  z' —  z 
secondo  una  direzione  qualunque  (Fig.  11),  e  poscia  che,  ri- 

i^'g-  "•  tornato  dove  era,  si  sposti 

Pitno  di  w.  Piano  di  jr.  ,.  ,       ,     "^    .. 

di  nuovo  secondo  altra  di- 
rezione della  grandezza  in- 
finitesima %' — z.  Il  punto 
w  si  sarà  spostato  anch'  es- 
so in  prima  di  una  gran- 
.  dezza  infinitesima  w' — w, 
e  poi   di   altra   grandezza 


0 


z 


'Qfinitesima  w'^^^to;  ed  il  supporre  che  w  sia  funzione   di  z, 

^^ia  che  il  quoziente  differenziale  -j-  sia  indipendente  dalla  di- 

dz 

'^Qzione  del  differenziale  dz^  equivarrà  al  supporre  che  sia 

to'  —  te      vjf' —  w 


z'-z         z"—z  ' 


^''a  questa  eguaglianza  può  tradursi  nelle  due  in  termini  reali: 

mod  {tv'—  w) mod  {vf* —  w) 

moAiz'—z)         mod  {z* — z)  ' 

arg  (a?'—  w)  —  arg  {z'—  z)  =  arg  {w'—  w)  —  arg  (2"—  z). 

^^est'  ultima  può  scriversi  anche  come  segue 

argCz"—  z)  —  arg  {i—z)  =  arg  {fv"-—  w) — arg(u?'— u') 

(*)  Di  lai  maniera  lo  studio  delle  dipendenze    tra  variabili    complesse  può   riguardarsi 
«no  studio  di  dipendenze  o  trasformnxioni  delle  figure.  Intorno  a  ciò  non  daremo  per 
^^  iafornaxioni  non  necessarie   per   progredire  nel    nostro  corso,  ma  soltanto   rieorde- 
U  Memoria  che  tiene  il  primo  posto ,  cioè  quella  di  Gauss  citata  a  pag.  72  ,  e  dalla 
^^^  Bpimoto  proviene  la  iuterprctazione  geometrica  che  stiamo  per  esporre. 
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ed  esprime  che  gli  angoli  ^'zz"  e  townf'  hanno  egoale  gran* 
dezza  ed  egual  senso  (*)  ;  e  i'  altra  esprime  che  i  lati   infini- 
tesimi  formanti  questi    angoli   sono   tra  loro   proporzionali.   1 
triangoli  zz'z"  e  ww'ttf'  sono  dunque  simili  tra  loro,  e  simili 
sarebbero  del  pari  due  poligoni  o  figure  infinitesime  qualunque, 
corrispondentisi  nei  due  piani.  Considerando  dunque  una  poi 
zione  finita  del  piano  z  e  la  sua  imagine  (cioè  il  sistema  con- 
tinuo dei  punti  corrispondenti^  sul  piano  w,  il  significato 
metrico  dell'  essere  w  funzione  di  z  in  quella  porzione  consisl 
neir  essere  simili  nelle  loro  parti  infinitesime  la  detta  porzione 
la  sua  imagine  sul  piano  w. 

Qgesta  simiglianza  però  ammette  delle  eccezioni.  È  affiatL^^i 
chiaro  che  la  medesima  non  avrebbe  luogo  per  coppie  di  val^^)/ 
particolari  di  z. e  tv  per  le  quali  le  variazioni  tra  loro  cocr-^. 
spendenti  dz  e   dw   non   stessero   in   rapporto   finito,  o^s/a 

dw 
per  le  quali  la  derivata -3-  riuscisse  nulla  0  infinita.  Vedrettuo 

dz 

più  tardi ,  nella  debita  generalità ,  in  quali  maniere  si    cf^Tri- 
spondano  tra  loro  nei  luoghi  d'  eccezione  le  parti  infinitesima 
0.  3ft.  Passiamo    a  considerare ,   per   esercizio ,   alcuoe 
funzioni  particolari.   Allorquando,  imaginando   nel  piano   de/b 
variabile  due  sistemi  di  linee  che  a  guisa    di  rete  lo   coprano 
per  intero,  si  possano  determinare  i  due  sistemi  di  linee  cor- 
rispondenti nel  piano  della  funzione,  si  potranno  evidentemente 
seguire  con  tutta  facilità  i  movimenti  simultanei  delia  variabile 
e  della  funzione  (**)#  ossia  riconoscere  prontamente  le  trasfor- 
mazioni che  subiscono  nel  piano  della  funzione  figure  qualooqoe 
tracciate  nel  piano  della  variabile.  Se  i  due  sistemi  nel  piano 

(*)  Od  I  in  allri  termini,  che  i  lati  Tz*  e  to  to'  dovrebbero  rotare  di  ano  ttesao  ■■gi' 
ed  entrambi  nel  senso  positivo  (nei  rispettivi  piani)  oppure  entrambi  nel  senso  negativa  f 

prendere  le  direzioni  dei  lati  zz"  e  w  w", 

(**)  E  perciò  importa  di  sempre  ben  ricordare  che,  ogni  qualvolta  il  punto  nobile  r 
presentativo  della  variabile  cambia  bruscamente  di  direzione ,  rotando  per  cosi  dire  iit 
a  se  medesimo  di  un*  angolo  finito  ,   altrettanto   deve  fare  anche    il  punto  mobile  cb 
corrisponde  nel  piano  della  funzione ,  e  cioè  rotare  esso  pure  intorno  o  se  medesisM 
stesso  angolo  finito  e  nello  Hei$o  $en$o. 
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z  fossero,  per  esempio,  di  linee  tra  loro  ortogonali^  ortogonali 
dovrebbero  pur  essere  tra  loro  le  linee  dei  due  sistemi  nel 
piano  w. 

Cominciamo  dal  caso  semplicissimo  di  w  =  z^.  Se  consi- 
derassimo nel  piano  z  i  due  sistemi  di  parallele  agli  assi , 
troveremmo  come  corrispondenti  nel  piano  w  due  sistemi  dì 
parabole  che  hanno  i  fuochi  in  0  ed  i  diametri  principali  sopra 
r  asse  reale.  Ma ,  nel  presente  caso ,  vogliamo  invece  conside- 
rare nel  piano  z  il  sistema  delle  rette  che  partono  da  0  ed  il 
sistema  delle  circonferenze  che  in  0  hanno  il  centro.  Per  ogni 
retta  è  costante  V  argomento,  per  ogni  circonferenza  è  costante 
il    modulo  di  2.  E  però ,  essendo 

argt(;=2argz    ,    modu?  =  (mod2;)", 

alle  rette  corrisponderanno  nel  piano  w  ancora  rette  par- 
tenti da  0  ed  alle  circonferenze  ancora  circonrerenze  aventi 
in  0  il  centro.  Ma  siffatte  rette  nel  piano  w  comprenderanno 
a  due  a  due  angoli  doppi  di  quelli  compresi  fra  le  rette  cor- 
l'ispondenii  nel  piano  z  (*)  ,  e  le  circonferenze  avranno  raggi 
eguali  ai  quadrati  dei  raggi  corrispondenti  nel  piano  z.  Queste 
osservazioni  bastano  per  far  comprendere  quali  posizioni  ten- 
Sd>no  i  punti  corrispondentisi  ossia  le  intersezioni  delle  coppie 
di  rette  e  circonferenze  corrispondentisi  nei  due  piani.  Tuttavia 
^i  fermeremo  ancora  un  poco  sul  caso  t(?— 2"=0,  per  fare 
Considerazioni  che,  sebbene  affatto  ovvie,  troveremo  però  in 
Seguito  vantaggio  a  non  aver  tralasciate. 

Imaginiamo  due  rette  R,  e  Rw  girevoli  intorno  a  0,  una 
f  ^1  piano  z  e  V  altra  sul  piano  w ,  e  sieno  esse  pel  primo 
^^tante,  per  fissar  le  idee,  nelle  direzioni  positive  dei  due  assi 
f'^ali.  Inoltre  riguardiamo  R,  come  una  punteggiata  ad  intervalli 
^^6nitesimi,  ossia  come  formata  da  una  successione  di  punti  che, 

(*)  Ecco  uo  caso  d*  eccezione  alla  egaaglianza  che    in  generale   deve  sussistere   fra   gli 

^^^oli  corrUpoDdeDli.  Intorno   ai  due  punti  Oy    che  si   corrispondono   nei    due  piani,  dae 

^(^■te  infinilasiine  non  sono  slmili  tra  loro  ;  ivi  le  variazioni  dw  e  dz  non  stanno   in  rep- 

^••to  fluito  tn  loro ,  essendo   -,—  =  ^    =00 . 

dio       iz 
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quantunque  in  sostanza  punti  di  Ox ,  vogliamo  concepire  come 
distinti  e  per  cosi  dire  sorretti  da   quest'  asse  e   precisamente      < 
dai  punti  di  esso  asse  che  rappresentano  i  numeri 

0^e,2e,3e,   ie,    ecc.       (e  inf.  piccolo) ;        ; 

e  riguardiamo  similmente  /?»  come  formata  dalla    saccessione 
di  punti   sorretti   dai  rappresentativi  dei  numeri  corrispondenti 

0,e",2"e",3"e",4»e",    eCC. 

Quando  B^  prenderà  a  rotare  intorno  a  0  (e  per  fissar  le  idee 
imaginiamo  che  roti  nei  senso  positivo)  »  affinchè   i  punii  for- 
manti Rw  coprano  in   ogni   istante  i    corrispondenti    di   quelli       j 
coperti  da  B^ ,  bisognerà    che  Rw   roti  con  velocita  doppia  di      ^ 
quella  di  /?« .  Per  tal  modo  ,  quando  /?«  avrà  fatto   un'  intero      ^ 
giro  ,  cioè  descritto  un'  intero   piano   o  strato   sovrapposto  al     g 
piano  z ,  Bw  avrà  fatto  due  interi  giri ,  cioè  descritto  due  in-  ^^ 
teri  piani  o  strati  sovrapposti  al  piano  w.  Ossia ,  entrando  i 
maggiori  particolari ,  se  consideriamo  ,  come  già  i  punti  dell 
due  rette   mobili ,  cosi   anche   le  direzioni ,  che  rotando  ess 
vanno  prendendo ,  come  distinguibili  1'  una  dalla   successiva        ^ 
date  dalle  due  serie  di  valori  angolari  corrispondenlisi 

0 ,   >? ,  2>7 ,  3>? ,  ecc.        (>?  inf.  piccolo) , 
0  ,ÌYi  ,ÌYi  ,6yi  f  ecc.  ; 


ti 

e 


e  se  imaginiamo  che  ognuna  di   cotesto  direzioni  si   renda 
certo  qual  modo  sensibile  mediante  un  filo  (rettilineo  indefini 
e  che  si  rendano  pure  sensibili  mediante  fili  (circolari)  i  c9^^^' 
mini  dei  singoli  punti  delle  rette  mobili ,    laonde  le   posizic^     . 
tutte  dei  punti  resteranno  significate   dai  crocicchi  dei   fili       ^ 
quali  crocicchi  sarà  poi  meglio   riguardare   come   nodi)  :  t'\C^    . 
nosceremo  affatto  chiaramente    che  nel   proprio  giro   B,   ar"  ^ . 
generato  uno  strato  retiforme  disteso  sul   piano  z  »  e  che   nr       . 
tempo  stesso  Bw  avrà  generato  due  strati  retiformi  distesi  s^^ 
piano  tv ,  dei  quali  il  primo    corrispondente  al    primo    mez2^ 
strato  sul  piano  ;:  ed  il  secondo  (che^  per  fissar  le    idee,  r^^ 
terremo  come  sovrapposto  al  primo)  corrispondente  al  second 
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Dieuo  strato  sul  piano  :.  Inoltre ,  riirovandosi  II,  e  liw  alla 
line  dei  rìspeltivi  giri  semplice  e  doppio  nelle  direzioni  iniziali, 
possiamo  senza  imbarazzo  imagìnare  che  il  termine  di  ciascun 
filo  circolare  della  rete  distesa  sul  piano  2  si  connetta  col  ri- 
spellivo  comincìamento,  onde  questa  rete  risulti  tulla  connessa, 
e  che  del  pari  il  termine  di  ciascun  filo  bicircolare  della  rete 
X  (loppio  strato  distesa  sul  piano  m^  ,  traversando  lo  stiato  soL- 
loposlo,  si  connetta  col  rispettivo  cominciamento,  rendendo  cosi 
fiure  tutta  connessa  quest'  altra  rete. 

Abbiamo  così  due  reti  a  vani  infinitesimi  ossia  due  super- 
liete,  ciascuna  delle  quali  senza  contorno  di  sorta  perché  usten- 
denteai  ìndefinilaraente  e  dappertutto  connessa,  coprenti  1'  una 
una  sola  volta  il  piano  ::  e  l'altra  due  volle  il  piano  w,  e  tali 
che  ad  un  punto  dell'una  corrisponde  sempre  uno  ed  un  solo 
punto  dell' altra.  Due  punti  sovrapposti  nella  rete  w  corrispon- 
*lono  a  due  nella  relè  i  simmetricamente  posti  rispetto  al  punto 
0  ,  il  che  ricorda  che  w  ha  lo  stesso  valore  per  due  valori 
di  2  Ira  loro  contrari.  La  rete  0  tessuto  tv  può  dirsi  la  de- 
ibrmazione  della  rete  i  prescritta  dalla  funzione  tv=z^,  corno 
**  rete  2  potrebbe  dirsi  U  deformazione  della  rete  w  pre- 
Scriiia  dalla  funzione.3=W  della  variabile  indipendente  w- 

Concependo  i  fdi  (cioè  tutti  i  loro  tratti  infinitesimi  com- 
P>"est  tra  nodo  e  nodo)  come  flessibili  ed  estendibili  ,  non  v'  e 
•"'ffìcollà  a  rmaginare  che  questo  reti,  levale,  se  piace,  dai  duo 
P»ani  orizzontali  ,  vengano  deformate  in  infinite  guise  senza  le- 
®>orje  della  connessione  in  alcun  punto.  Le  possibili  deforma- 
*'Oni,  che  lasciano  pur  sempre  inlalla  la  connessione,  si  nlTri- 
^'^nno  in  ancora  maggiore  varietà  e  più  facilmente,  ammettendo 
*^"e  i  fili  e  i|uindi  anche  pezzi  di  esse  reti  possano  oltrepas- 
sarsi r  un  r  allro  senza  rompersi  (')  ed  eziandio  che  durante 

(')  Par  lo  iro[H>  rapprcirnUllta  pei  r[iialB  coldle  reU  o  «nprrlicie  sono  (|ni  imaginatr, 
e  gitirDmruIr  [ninnimi  ruuie  r:i|i|<r«riilaiionc  <li    ronlinail^  nelle    iari«- 
fI  tatari  a  numeri  rHpprfjvnlnli  dai  singoli  punii.  Cnme  ra|<prr»nla>lDni  puranicnlr 
f  noiiiinuì,  j  fiii  paauno  qulniti  heiiisiima  siippanl  KJalii  da  proprìcll  ch^ 
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lina  deformazione  si  possa  operare  momentaneamente  nella  rete 
qualche  taglio ,  cioè  togliere  in  qualche  dove  la  connessione  j. 
purché  la  si  ristabilisca  ancora  dappertutto  prima  che  la  defor^^ 
mazione  sia  da  riguardarsi  come  compiuta. 

Pei  detti  concepimenti  le  due  reti  zew^i  potranno  conside^ 
rare  come  deformazione  o  trasformazione  V  una  dell'  altra,  od  et:: 
trambe  come  trasformazioni  di  una  stessa  terza  rete  che  pot^ 
prendersi  sotto  una  infinita  varietà  di  forme.  Per  ottenere 
rete  w  come  trasformazione  della  rete  z  basterà  effettuare  c^ 
eh'  è  suggerito  dalla  già  dichiarata  corrispondenza  tra  i  fili  d  ^ 
r  una  e  quelli  dell'  altra. 

Suppongasi  in  prima  di  voler  trasformare  nella  corrispoo. 
dente  porzione  di  rete  w  il  solo  primo  quadrante  della  rete  z, 
cioè  dire  la  parte   che  corrisponde   ai  valori   simultaneamente 
positivi  di  X  e  y  f  e  per  fissare  di  più  le  idee  s' ilnagini ,   se 
vuoisi ,  essa  rete ,  non  come  illimitata ,  ma   come  un  cerchio 
finito  col  centro  0.  La  trasformazione  si  potrà  concepire  effet- 
tuata mediante  le  due  seguenti   operazioni.  Si  spieghi  il  qua- 
drante, come  fosse  un  ventaglio,  secondo  il  senso  positivo  degli 
angoli ,  di  tanto  che  ogni  suo  raggio  o  filo  rettilineo   venga  a 
formare  col  filo  corrispondente  alla  direzione  positiva  dell'asse 
reale  ,  e  che  supponesi  tenuto  fisso,  un'  angolo  doppio  di  quel 
che  formava   primieramente.  Per  questa  operazione  i  traiti  io* 
finitesimi  da  nodo  a  nodo  nei  fili  circolari  avranno  dovuto  as- 
sumere lunghezze  rispettivamente  doppie  di   quella  di   prima; 
poiché  ogni  filo  circolare  dall'  essere  un  quarto  ha  dovuto  di- 
ventare una  metà  della  circonferenza  d' egual  raggio.  In  secondo 
luogo  ,  sì  spostino  i  fili  circolari  in  guisa  che  ,  rimanendo  por 
sempre  mezze  circonferenze  col  centro  in  0,  vengano  ad  avere 
raggi  i  quali  sieno  in  lunghezza  i  quadrati  dei  raggi  di  prima. 
Per  questa   operazione   avranno   dovuto   variare  di   lunghezza 
simultaneamenti    i    tratti    infinitesimi   dei   fili    circolari  e  dei 
rettilinei. 

Per  trasformare,  non  il  solo  primo  quadrante,  ma  i  primi 
due  quadranti  della  rete  z,  non  si  hanno  se  non  da  fare  ancora 
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/enrddeUe  due  operazioni.  11  mezzo  cercliio  della  rete  s  riu- 
sciti irasformalo  nel  primo  cerchio  o  strato  inferiore  della 
relè  w. 

Per  trasformare  fiD^menle  lutto  il  cerchio  o  tessuto  z,  con- 
itni  anzilotlo  imaginare  operato  per  un  momento  un  taglio  in 
CSM  tessuto  dal  centro  sino  alla  periferia,  e  poscia  fare  le  due 
yi  dette  operazioni,  ed  infine  ristabilire  la  connessione  fra  i  due 
orli  del  t;^lio.  Sebbene  cosa  ovvia  come  le  precedenti,  entriamo 
tiUavia  a  suo  riguardo  in  qualche  più  minuto  particolare.  Conce- 
filo  il  taglio  come,  per  fissarle  ideo,  sta  espresso  nella  fig.  12, 
•  leDUto  fermo  l'orlo  Oa,  faremo  roUre  (Fig.  13)  T  orlo  Óa' 
rrg.  Il  Pig.  13. 

A 


(  con  esso  tutti  i  raggi  precedenti  Oh,(ig,,..,0c,0b  propor- 
KioDalmente  agli  angoli  che  fanno  coli' orto  Oa  (*).  Con  ciò 
Verremo  a  costituire  nn  secondo  strato,  il  quale  riuscirà  infine 
intero  come  il  sottoposto,  poiché  Oa'  deve  rotare  di  quattro 
retti  ossia  portarsi  nuovamente  nella  direzione  dì  Oa.  Ciò  olle- 
iato  j  sposteremo  i  fili  bictrcolari  in  modo  che  i  raggi  di- 
vengano i  quadrati  di  ciò  che  erano  prima.  Infine  ristabili- 
romo  la  connessione  tra  1'  orlo  Oa'  e  l'orlo  Oa,  o,  ciò  eh' è 


0  Aagoli  I  già  t'intoide,  misDrili  ■  pirtln 
CtOa  Bg.  13  inlsniliimo  rippreiMiUrs  lo 
^M  Bnu  gira.  Le  linee  puakgglale  etprimoi 
*"l>uta  Uk  unto  lupariore  cui  li  rolaiionB  ta 
^  nuliri  di  qDMlo  tiralo  furona  Ineciili  cgn 
*(fai  gU  irelii  pnnteggiali. 


di  0  a  uel  icnio  poiilivo. 
lUlo    delli    relè  illorchi  oVal^ii    Imito 
0  fili  iJstli    pgriione  di  rete    che    rimipe 
produeenilo.  Gli  irrhi  coutinai  ciprineDIi 

roggi  un  poco  iogrtDditi  ■  Boa  dì  Uiciir 
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dire  lo  slesso»  fra   il  termine  di    ciascun  Alo  bicircolare  e  ^^ 
rispettivo  cominciamento.  Ed   ecco  cosi  evidentemente  trasfor 
mata  la  rete  z  dalla  sua  forma  primitiva  in  quella  della  rete  m 
restando  dappertutto  inalterata  la  connessione.  Si  potrebbe  os- 
servare che,  se  il  raggio  Oa  non  corrispondesse  alla  direzione 
positiva  dell'  asse  reale ,  i  due  strati  non  s' incrocicchierebbero 
precisamente  lungo  cotesta  direzione,  come  nel  caso  delia  rete 
w  che  vedemmo  descritta  dalla  retta  girevole  A».  Ila  la  dire- 
zione e,  più  in  generale,  anche  la  natura  geometrica  della  linea 
d' incrocicchiamento  può  riguardarsi  come   affatto  indifferente  ; 

ed  il  caso  ,  per  esempio ,  di  Oa^  rettilinea  ma  non  diretta  se- 
condo Tasse  reale  si  riduce  a  completa  coincidenza  con  quello 
dianzi  considerato ,  imaginando   che   il  settore   circolare   dello 

strato  superiore  compreso  fra  Oa  ed  il  raggio  corrispondente 
alla  parte  positiva  dell'  asse  reale  cali  al  disotto  dello  strato 
inferiore  ;  il  che ,  come  s'  è  detto ,  noi  imaginiamo  che  possa 
avvenire  senza  rotture  ossia  violamento  di  connessione  in  ve- 
runa parte  di  cotesti  strati  retiformi. 

Finalmente  vogliamo  pure  premettere  che,  invece  di  pren-*- 
dere  in  considerazione  due  luoghi  rappresentativi   o  reti ,  uo 
per  la  variabile  ,  1'  altra  per  la  funzione  ,  riuscirà  per  lo  pi 
in  seguito  preferibile  di   considerarne  una  sola,  la  quale  d^^/ 
resto  potrà  imaginarsi  trasformata  ora  in  una  ora  in  altra  form^% 
Contempliamo ,  per  esempio  ,  la  sola  rete  z  distesa  nella  sc&a 
forma  originaria  sul  piano  z.  Essa  potrà  benissimo   riguardav-si 
come  luogo  dei  punti  determinativi,  non  dei  valori  della  sola    2> 
ma  di  questi  valori  accoppiati  coi  corrispondenti  della  te;.  Eroi- 
che ,  se  il  punto    rappresenta  ,  per  cosi  dire  ,  perfettametUe     ^^ 
valor  di  z   (rappresentandone  la   effettiva   grandezza  mercè       '^ 
posizione  che  tiene  rispetto  ai  punti  dove  z  ha  i  valori  0,1^    ^^' 
esso  individua  non  meno  perfettamente  il   corrispondente  valc^^^ 
di  k;  ,  in  quanto  che   a  cotesto   punto  si  sa  che   corrispoiE  ^  . 
uno  ed  un  solo  punto  della  rete  w.  Potremo  dunque  rendet^^^ 
affatto  indipendenti  dal  pensiero  di  quest'ultima  rete  e  scorge 
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litlto  il  bisognevole  nell'  unica  relè  2,  imaginando  che  ciascuna 
CHppia  di  valori  ùi  z  &  w  venga  fissata  0  deposta  inrimnvibil- 
raenfe  nei  relativo  punto  della  rete  z,  quasi  che  e  il  punto  e  i 
numeri  fossero  dotati  d'estensione  e  come  enti  materiali  legati 
tra  di  loro.  Dopo  di  cift  ,  se  occorra  ,  sì  potrà  altresì  libera- 
mente imaginare  die  la  rete  venga  staccata  dal  piano  z  e  de- 
formala in  infinite  guise  ;  che ,  se  non  venga  lesa  in  nessun 
ponto  la  connessione  ,  essa  rimarrà  sempre  rete  atta  a  rappre- 
iMare  la  dipendenza  w—2'=0,  cioè  rete  tlotata  delle  proprietà: 
che  ogsi  coppia  distinta  di  valori  delle  variabili  z  e  w  ossia 
ogni  soluzione  distinta  àelV  equazione  w— 2*=0  ha  in  essa  imo 
td  m  lob  punto  rappresentativo ,  e  che  qualunque  simultanea 
Tonaùone  contìnua  ili  dette  variabili  si  può  raffigurare  in  un 
vmmeiilo  cotiiitnio  di  un  punto  mobile  in  essa  ;  e  viceversa. 
Entrambe  le  variabili  possono  dirsi  ftinzioni  aliano  determinate 
(cioè  dm  ammettono  un  solo  valore)  del  punto  0  posto  in  co- 
lesta  relè  0  superficie  riippresentativa.;  mentre,  fatta  astrazione 
(il  ogni  rappresentazione,  la  s  è  funzione  a  duo  valori  rispetto 
s  w  come  variabile  indipendente. 

!n  seguilo  vedremo  che  la  superficie  rappresentativa  della 
■lipendenza  fra  due  variabili  s'imagina  per  lo  più  distesa  sul  piano 
^  quella  che  si  vuol  considerare  come  variabile  indipeodenta, 
S  sempre  y  ben'  inteso  ,  in  modo  chs  tutti  i  punti  dove  per 
questa  variabile  trovasi  deposto  uno  stesso  valore  riescano 
precisamente  situati  sopra  il  punto  rappresentativo  del  mede- 
simo valore  nel  detto  piano.  Se  la  funzione  avrà  n  valori  per 
Ogni  valore  della  variabile  ,  come  nel  caso  della  radice  di  una 
eqaazìone  algebrica  del  grado  n  i  cui  cocflicienli  fossero  fnn- 
tioni  razionali  della  variabile,  la  rete  distesa  sul  piano  di  (|ue- 
SU  riuscirli  formata  di  n  strati. 

♦-  >•.  Consideriamo  la  relazione  m  =  ;",  essendo  n  in- 
cero positivo.  Sarà 

arg  IV  =  «  arg  z    ,    mod  tv  =^  (mod  ;)". 

Iwiginandii  qui  pure  le  due  rei U;  girevoli  li,  e  lt,<- ,  la  seconda  ] 
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dovrà  rolare  cod  velocità  nupla   in  confronto  della  prima ,  n 
perciò  9  mentre  Rg  genererà  uno  strato ,   Rw  fio   genererà  r 
Ritenuto  parimenti  che  i  termini  dei  fili  circolari  della  rete 
connettansi  coi  rispettivi  cominciamenti,  e  che  lo  stesso  awen^ 
dei  termini  dei  Gli  ncircolari  della  rete  tv  (i  quali  dallo  stradi 
superiore  passeranno  ai  rispettivi  cominciamenti  nello  strato  If 
feriore  traversando  n — 1  strati  intermedi),  si  avranno  due  ret 
per  le  quali  polrebbersi  ripetere  le  varie  considerazioni  fatto 
nel  |.  precedente.  La  rete  tv  (specialmente  se  si  riduca  o^' 
strato  ad  un  cerchio  finito)  potrebbe   qualificarsi  come  saper- 
ficie  di  una  vite ,  con  asse  eretto  perpendicolarmente  io  0  sol 
piano  if,  e  con  passo  infinitesimo.  Ma  non   è  da  dimenticare 
che  nel  caso  nostro  vuoisi  concepire   che  lo  strato  superiore 
della  superficie  si   continui ,  traversando   i   sottoposti ,  nello 
strato  inferiore.  Riguardando  z  come  funzione  di  tv,  si  ò  io  no 
caso  particolare  di  radice  d'  una  equazione  algebrica  del  grado 
n  a  coefficienti  razionali  rispetto  alla  variabile;  alla  rappresea* 
tazione  e  allo   studio   della  funzione   riuscirebbe  specialmente 
opportuna  (se  la  semplicità  del   caso  non  la   rendesse  supe^ 
flua)   la  rete  a  n  strati    distesa  sul   piano  tv,  in  ogni  punto 
della  quale  si  pensi  deposto  il  corrispondente  valore  di  z.  Qo^ 
sta  funzione,  che  è  a  n  valori  rispetto  alla  variabile  tv  o  rispetto 
al  punto  mobile  nel  piano  semplice  tv,  riesce  ad  un  solo  valore 
ossia  affatto  determinata  rispetto  al  posto  nella   rete  o  super- 
ficie a  n  strati  suddetta. 

i.  ST.  Consideriamo  la  tv  =  ^.  Come   dichiarammp  od 
§.  15  ,  intendiamo  con  ^  la  somma  della  serie 

z        z^ 

ed  è  superfluo  il  far  riflettere  eh'  essa  soddisfa  la  condizione 
per  essere  funzione  di  z.  Essendo 

la  funzione  ammette  il  periodo  2  tt  t ,  ossia  prende  uno  stesso 
valore  in  tutti  i  punti  del  piano  z  succedentisi  parallelamente 
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ìmaginario  alla  distanza  2  tt  1'  uno  dall'  altro.  Perciò , 
dividendo  ìl  piano  :  in  liste  mediante  rotte  parallele  all'  asse 
reale  (*)  e  disiami  Stt  I'  una  dall'  altra  ,  la  funzione  w  pren- 
derà già  tutti  i  valori  dì  cui  è  sus'^eltibile  ,  ossia  ìl  punto  w 
percorrerà  già  tutta  l'estensione  per  esso  possìbile  nel  piano  w, 
anche  soltanto  Facendo  muovere  z  entro  una  di  silTatte  liste. 

Restringiamoci  dunque  a  considerare  una  sola  lista,  e  sia 
quella  determinata  dall'asse  reale  e  dalla  parallela  dalla  banda 
delle  y  positive.  Riflettendo  che ,  per  ottenere  tutti  i  punti 
dalli  lista,  alla  x  devonsi  dare  tutti  (juanti  i  valori  reali;  che 
ogni  valore  di  x  va  combinato  ,  una  sola  volta,  con  tutti  e 
soli  i  valori  di  y  da  0  a  Su  ;  e  che  si  ha 

modui  =  É'    ,    argw=i/ +  97ri.ni  :  (") 

ìi  riconosce  clie  alh  lista  del  piano  z  corrisponde  tutto  intero 
il  piaoQ  w,  ed  in  modo  che  ad  un  punto  di  quella  corrisponde 
DD  solo  punto  di  questo,  e  viceversa. 

Ma  per  scorgere  più  chiarameoio  tiitt'  assieme  l' imagine 
della  lista  :  sul  piano  w ,  fìssiamo  specialmente  nella  lista  i 
doe  sistemi  di  rette  parallele  ai  due  assi.  Alle  parallele  a  Oy, 
In&go  ciascona  delle  quali  è  costante  la  x  e  perciò  anche  il  mo- 
dalo  di  IO  mentre  la  y  ossia  l'argomento  di  tv  cresce  da  0  a 
8« ,  corrispondono  nel  piano  io  intere  circonferenze  aventi  il 
centro  in  0.  Alle  rette  parallele  a  0.('  corrispondono  invece 
altrettante  retto  che  partono  da  0.  Nella  fig.  14  veggonsi  le 
<|QUtro  parallele  a  (hj  per  le  quali  x  ha  ordinatamente  ì  va- 
'ori,— J,0,!  ,2.  La  prima  vedesi  punteggiata;  i  termini  delle 
^tre  Ire  ,  a  tratto  continuo  ,  veggonsi  designati  colle  lettere 
"i  a";  6,  b';  e,  e'.  Nella  fig.  15  veggonsi  le  quattro  circonferenze 
corrìspoflilenti  :  la  prima  é    punteggiata  ;  le  altro  sono   qaelle 


<')  loiMt  ili  qncsLa  liilcnia  di  rcil 
"Vi  »llr»  dirrilone,  u>l  anrlm  un  bÌsi 
"*  n'  unici  linci  rijiliuilainrnle  In  ci 


inrnllelc  (CI  DO  |)Qlr(|]l)i!  prendere  un'ii 
\a  di  lince  curve  quaJi  ollvrrrkbtrsi  fi 
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che  partono  dai  punti  ol,  ^r/  corrispondenti  degli  a,b,c  ed  af* 
riTano  ad  a,  jà',  /  corrispondenti  degli  à,  V,  c\  Veramente    ^ 
punti  (X,  p,y  ,. ..  dovrebbero  confondersi  coi  punti  «,  /3,  /,  •  ^  • 
Ciò  non  ostante  abbiamo   rappresentate  queste    due   serie   ili 
punti  come  formanti  due  rette  distinte ,   a  fine    di    rendere   , 
per  cosi  dire,  più  visibile  la  trasformazione  che  i  due  sistoocmi 
di  rette  o  fili  della  lista  z  subiscono  nella  imagine  sul  piano 
Questa  trasformazione   può   riguardarsi   come   composta   dell 
due    più  semplici   seguenti,   analogamente  a   quanto  s'è 
osservato  nei  due  precedenti  paragrafi.  L' una  consiste  nel  pox** 

tare  ciascuna  parallela  a  Oi/,  compresa  la  a  a'  giacente  sull^ 
Oy  stessa,  ad  avere  la  distanza  e*  invece  di  x  dal  detto  asS4B 
imaginario.  Con  ciò  tutte  le  parallele  ossia  fili  determinailLi 
da  valori  negativi  di  x  riusciranno  siffattamente  avvicinati  tra 
loro  che  tutta  la  metà  di  lista,  la  quale  da  Oy  stencle- 
vasi  air  infinito  nel  senso  negativo  dell'  asse  reale  ,  si  tro- 
verà ristretta  tra  fili  nn  e  aa'  (Fig.  16)  distanti   V  uno  datl- 

Fig.  15.  Fig.  li. 
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r  altro  di  una  sola  unità.  L'  altra  consiste  nelF  imaginare  cl»c 
i  tratti  infinitesimi  dei  fili  spostati  si  modifichino  in  lunghet^ 
nel  rapporto  di  1  alla  distanza  che  ciascuno  ottenne  da  nf^  ; 
e  si  incurvino  per  modo  che  i  fili  stessi  riescano  trasfono^" 
in  intere  circonferenze  concentriche,  i  cui  raggi  perciò  saran^ 
rispettivamente  eguali  alle  distanze  ora  nominate.  Con    ciò      ' 
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filo  nn'  sarà  ridotto  a  circonferenza  di  raggio  nullo  cioè  ad  un 
paoto  (il  punto  0  del  piano  tv);  ei  i  fili  già  paralleli  a  Ox , 
seoza  cessare  di  essere  rettilinei,  partiranno  tutti  come  raggi 
dal  detto  ponto,  facendo  col  filo  disposto  secondo  Tasse  reale 
angoli  rispettivamente  eguali  alle  loro  primitive  distanze  dal* 
r  asse  stesso. 

Volendo  ora  considerare  non  già  una  lista  ma  tutto  intero 
il    piano  z,  è  chiaro,  che  ad  ogni  suo  punto  corrisponde  bensì 
ancora  un  solo  punto  del  piano  w,  ma  che ,  pel  contrario^  ad 
an  punto  nel  piano  w  non   corrisponde  un  solo  bensì  una  in- 
finità di  punti  nel   piano  z ,  e   cioè   il  punto   che   appartiene 
alla  lista  dianzi  considerata  e  tutti  gli  omologhi  delle  altre  liste. 
Volendo  concepire  tal  luogo  geometrico  per  la  variabile  tv  che 
ad  ogni  punto  di  esso  corrisponda  anche   un  solo   punto   del 
piano  2,    basterà  considerare   invece  del  piano  o  superficie  a 
strato  unico  una  superficie  composta    d'  una   infinità   di   strati 
distesi  sai  piano  tv,   ciascuno  dei  quali   corrisponda   ad    una 
lista  del  piano   z.  Imaginiamo   che  ,    sul   piano ,  z,  una   retta 
indefinita  JR,  disposta  inizialmente  sulPasse  reale  si  stacchi  da 
quest'asse  e  conservandosi  ad  esso  parallela  proceda  nel  senso 
delle  y  positive.  Come  sua  corrispondente,  Rw ,  sul  piano  tv  con- 
sideriamo inizialmente  la  Oa/37/1.  Questa  prenderà  a  rotare  nel 
^cnso  positivo  degli  angoli,  e,  mentre  R^  genererà  la  lista  che 
avevamo  preso  in  speciale   considerazione  ,  essa   farà  un   giro 

'•^tero,  passando  per  OfA^,  OfXj ,  OfXj  e  disponendosi  infine  se- 
condo Oa',  ed  avrà  cosi  generato  uno  strato  coprente   comple- 
^Qiente  il  piano  tv.  Continuando  a  progredire,  la  R^  genererà 
^^a  seconda  lista,  e   la  /?«,,  continuando  a   rotare,  genererà 
^0  secondo  strato  che  potremo   riguardare   come   sovrapposto 
^  primo.  E  cosi  seguitando,  mentre  R^  genererà  la  infinità  di 
■•sie  costitaenti  la  parte  di  piano  dove  le  y  sono  positive,  Rw 
Senererà  una  infinità  di  strati  completi  ciascun   dei  quali   cor- 
^^pondente  ad  una  lista  determinata,  e  che  potremo  riguardare 
^^Hie  succedentisi  sempre  ciascuno  al  disopra  del   precedente. 
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ImagiDando  poi  che  Rs,  rimettendosi  sull'asse  realOi  prenda  a 
discostarsene  nella  direzione  delle  y  negative,  onde  generare  la 
liste  di  quest'  altra   parte  di  piano  z,  la  Rw,  dalia   direzione 

primitiva  Ofx,  prenderà  a  rotare  nel  senso  negativo  degli  angoli 
e  genererà  ancora  una  infinità  di   strati  che  potrenao   rignar* 
dare   come   succedentisi   ciascuno   al   disotto   del   precedente. 
Il  sistema  di  tutti  gli  strati  generati  da  A»  costituisce  un  luogo 
geometrico  tutto  connesso,  il  quale,  intorno  alla  verticale  eretti 
sul  punto  0  del  piano  w ,  potrebbe  riguardarsi ,  similmente  al 
già  esposto  nel  |.  precedente ,  come  la  superficie   di  una  vite 
con  r  asse  in  questa  verticale  e  con  passo  infinitesimo. 

Se ,  considerando  w  come  variabile  indipendente,  e  come 
luogo  del  punto  tv  non  già  la  superficie  a  strati  ora  descritta 
ma  il  semplice  piano  w,  vorremo  tuttavia  ancora  ottenere  che, 
ogniqualvolta  tv  ritorni  in  uno  stesso  punto,  la  funzione  2  cioè 
Iw  riprenda  sempre  lo  stesso  valore  ossia  ritorni  sempre  an- 
ch' essa  nello  stesso  punto  del  proprio  piano  :  imporremo  alla 
varietà  dei  cammini  leciti  per  tv  la  restrizione  di  non  mai  com- 
prendere nemmeno  un  giro  completo  e  veramente  chiuso  intorno 
al  punto  0;  ossia,  per  maggiore  chiarezza,  imagineremo  il 
piano  w  tagliato  lungo  una.  lìnea  che  da  0  vada  all'  infinito 
(per  esempio,  lungo  tutta  la  parte  positiva  dell'asse  reale, 
come  è  già  indicato  nella  fig.  15)  e  riterremo  che ,  nel  muo- 
versi, tv  non  debba  mai  distaccarsi  dalla  superficie  cosi  tagliata, 
cioè  non  mai  sorpassare  il  taglio  (*).  Inoltre  ammetteremo  cto 
scelto,  per  un  dato  valore  iniziale  di  tv^  uno  fra  gì' innomere- 
voli  valori  corrispondenti  di  z,  i  successivi  valori  di  z  debbano 
essere  quelli  che ,  variando  w  in  modo  continuo  ,  succedono 
con  continuità  al  già  scelto.  Sì  scorge  subito  che  ,  con  siffatte 


(')  $c  la  dut)erficie  si  deformasse  un  poco  in  guisa  che  i  due  orli  del  taglio  nosèss"^ 
divergenti ,  w  non  potrebbe  sorpassare  il  taglio  senta  dislaccarsi  dalla  snperOeie  doni(< 
il  salto  che  farebbe  dall*  uno  all'  altro  orlo. 


\ 
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restrìzioDi ,  facendo  percorrere  a  w  tutto  il  piano   tagliato ,  ia 

s  percorrerà  tutta  e  sola  una  lista  del   proprio   piano ,  quella 

fisla  in  cui  giace  il  punto-yalore  prescelto  conie  corrispondente 

il  ?alor  iniziale  di  vo. 

%.  SS.  Consideriamo  la  u^=sen2.  Anzitutto   osserveremo 

che  intendiamo  stabilito  il.  signiQcato  delle  funzioni  circolari  per 

qualsìa  valore  complesso  della  variabile   mediante  le   formolo 

ealerìane 

,,,  (><•—«-<»  e**^.e-» 

(!)  sen2^=» — —, —  ,    cosz 


2t        '  2        ' 

dalle  quali  discende  tosto  »  come  è  noto ,  la  sussistenza  delle 
formole  o  proprietà  fondamentali  delle  funzioni  circolari  per 
V^Amjm  valore  di  z. 

Essendo  sen(z-f-2^)  =  sen2;,  la  funzione  ammette  il  pe- 
rìodo Sir,  ossia  prende  uno  stesso  valore  in  tutti  i  punti  del 
piano  %  SQCcedentisi  parallelamente  all'  asse  reale  alla  distanza 
2ir  r  uno  dall'  altro.  Perciò  »  dividendo  il  piano  z  in  liste  me- 
diante rette  parallele  all'  asse  imaginario  e  distanti  Stt  tra  loro, 
^  fonzione  prenderà  già  tutti  i  valori  di  cui  è  suscettibile  (e 
^i  vedrà  che  sono  tutti  quanti  i  numeri)  anche  soltanto  facendo 
cariare  z  entro  una  di  siffatte  liste. 

Di  più  ,  essendo  sen  (yt — %)  =  sen  z  ,  ossia 

8en([2n  +  4]^  +  z)=sen([2n+l]~z), 

^^  ogni  due  punti   simmetricamente   disposti   rispetto  ad   uno 
^pialonque  di  quelli  espressi  da  2;=[2n-|-i]^  la  funzione  pren- 

^  uno  stesso  valore;  laonde  entro  ciascuna  lista  ogni   valore 
Ai  cui  essa  è  suscettibile  compare  in  due  punti. 

Consideriamo,  per  fissar  le  idee,  la  lista  racchiusa  fra  le 
P^lele  a  Oy  che  ne  distano  di  tt,  \  una  dalla  banda  delle  x 
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positive,  l'altra  dalla  opposta  (Fig.  17).  Essendo  z=j 


-li 


n 


Flg.  17. 

I        i        ' 

I  I 


-.    \j^D\A^ 


I 


irf 


ai 


B 


-f  01  ^ 


-j. 


a 


<5 


S^ 


a 


« 


V 


i  punti  di  essa  rispet 
sono  simmetricameot 
quelli  che  portano  i 
valore  della  funzione 
rano  le  parallele  a  0 
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TT 


-~    per  .=  -..=-- 

parallele  insieaie  cogli 
dono  la  lista  in  otto  p 
minori,  le  quali  a  due 
gnate  nella  figura  e 
eguali)  portano  lo  sles 
di  valori  della  funzione. 

Imaginiamo  ora  nel  piano  z,  o  semplicemente 
testé  considerata,  i  due  sistemi  di  tutte  le  parallele  ; 
e  cerchiamo  quali  siano  i  sistemi   di  linee   corrispoi 
piano  tv.  Dalla  prima  delle  (1),  ponendovi  X'{-yi  in 
e  cosa? db» seno?  in  luogo  di  e=*=**,  si  ha 

w  =  serìx — s h  cosa;- 


e  quindi 


M  = 


2t 


sen  X —   ,    v  =  cos  a; — 


La  eliminazione  di  x  fra  queste  due  equazioni  darà  T 
generale  delle  linee  corrispondenti  alle  parallele   a  ( 
minazione  di  y  l'equazione  delle  corrispondenti  alle  par 
Eliminando  x  si  ottiene 


u" 


[ 


e"  -f-  e 
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la  qual'  equazione  rappresenta   un   sistema  di    elliss 
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fooÌDbi  nei  paoli  w=i  e  t£;= — i,  che  sodo  i   corrìspondenli 
ì  punii  2;  =  ^  e  ;?;  =  —-. 


Eliminando  y  si  ottiene 


u^  v^ 


=  1  , 


sen^  X     cos^  x 

la  qual'  equazione   rappresenta   un  sistema  di   iperbole   aventi 
pure  i  fuochi  nei  punti  le  —  1  (*)• 


n  Questi  sistemi  di  linee  mostrano  facilmente  come  sia  la  imagine  di  qualsivoglia  por- 
oMe  dei  piano  x  sul  piano  io,  e  qaiodi  come  si  possa  concepire  che  una  rete  distesa  sulla 
liit*  1  e  formata  da  fili  disposti  secondo  le  rette  parallele  agli  assi,  deformandosi  per  gradi 
■■icasibili,  riesca  distendibile  sul  piano  w  coi  fili  slessi  disposti  secondo  le  coniche  corri- 
'poadfDii  alle  rette  ,  e  colla  stessa  connessione  di  prima.  Per  cotesta  trasformaxione  gio- 
verei r  imaginare  per  un  momento  operati  in  prima  due  tagli  nella  rete  secondo   V  asse 

Itile,  Fono  da  --  a  ir,  1*  altro  da  —  ---a  — re;  fra  gli  orli  dei  quali    ristabilirebbesi   la 

CMBcssioBc  dopo  la  deformazione.  Ed  invero ,  ciò  supposto ,  s' imagini  che  le  parallele 
^  tue  imaginario  costituenti  le  quattro  parli  AfB,C,D  prendano  rispettivamente  la  forma 
^le  iperbole  che  ad  esse  corrispondono  nel  piano  w.  La  ipcrbola  corrispondente  alle  'pa- 
trie estreme  a'6',  rfV  confondesi  colle  due  porzioni  d' asse  reale  che  da  I  nella  direzione 
Milita  e  da  —  I  nella  negativa  vanno  ali*  infinito.  Perciò  le  due  parli  oa'  e  66'  dovranno 
'^^  di  un*  angolo  retto  intorno  al  loro  punto  di  congiunzione  sulP  asse  reale  (nel  senso 
P^  ciascuna  indicalo  dalle  frecce)  mentre  il  punto  stesso  dovrà  avvicinarsi  al  punto  0  tanto 
^  averoe  la  distanza  I.  Analogamente  dovranno  comportarsi  le  ce'  e  dd'.  Per  tal  modo 
(mciiBa  delle  parti  A ,  B,  C,  D  coprirà  Interamente  un  quarto  di  piano,  e  tutte  assieme 
'^'^airaono  uno  dei  due  strati  completi,  coi  quali  poi  coprire  il  piano  u\  E  ciascuna  delle 
*ltre  qoattro  parli  ,  rimaste  inalterate  e  connesse  alle  prime  lungo  aa',  bb',  ce',  dd^^  si 
^^ftk  già  sospinta  dalla  rotazione  di  queste  rette  nel  quarto  di  piano  riuscito  testé  tutto 
**fWo  dalla  sua  omonima  fra  le  A,  B,  C,  D.  Ricordando  la  supposta  Iraversabilità  dei  fili , 
Nreno  concepire  che  quelle  quattro  parti  riescano  tutte  sottoposte  alle  A,  B^C^D,  sì  che 
*  Incrocicchino  con  queste  lungo  I'  asse  reale  cioè  lungo  la  trasformata  posizione  delle 
^'  t  W  da  una  binda  e  delle  ce'  e  dd'  dalP  altra.  Dopo  di  ciò  avremo  da  imaginare  che 
^aaa  di  dette  parti  sottoposte ,  mediante  deformazione  di  fili  analoga  alla  già  descritta  , 
**  ^ada  In  senso  opposto  del  precedente  per  la  omonima  porzione  ,  venendo  a  costituire 
^  pari  un  quarto  di  piano  ,  e  quindi  tutte  quattro  Insieme  uno  strato  completo;  e  che  si 
'^iUbilisca  in  questo  strato  la  connessione  tra  le  due  parti  di  ciascuno  dei  fili  divenuti  iper- 
^^  le  quali  furono  disgiunte  in  forza  dei  due  tagli  imaginati  prima  della  deformazione. 
^  cosi  trasformata  la  rete  i  in  forma  adatta  per  essere  distesa  nel  modo  desiderato 
*>l  piano  «7. 


sn 
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4.  S9.  Consideriamo  ia  funzione  w=  snz  (*).  QuesK 
doppiamente  periodica.  Imaginando  il  piano  z  diviso  mediai 
due  sistemi  di  rette  parallele  in  parallelogrammi  tutti  eguali 
cui  lati  rappresentino  in  grandezza  e  direzione  i  due  period 
e  fs'  della  funzione  (**) ,  questa  prende  già  tutti  i  valori 
cui  è  suscettibile  (e  si  vedrà  che  sono,  come  già  per  le  al 
funzioni  considerale  ,  tutti  quanti  i  numeri)  anche  in  un  s 
qualunque  di  siffatti  parallelogrammi. 

Di  più ,  essendo   sn  (  -  —  zj=8nz,  ossia 

in  ogni  due  punti   simmetricamente  disposti   rispetto   ad   1 

qualunque   di   quelli   espressi   da  2=[2n4-l]7  +  n'—  la  f 

4  2 

zione  prende  uno  stesso  valore  ;  laonde  entro  ciascun  para 

logrammo  ogni  valore  di  cui  essa  ò  suscettibile  compare  in  e 

punti. 

Consideriamo  il   parallelogrammo   avente   il  centro   in 

Essendo  z^^-  e  2  =  —  -  ì  punti  entro   di  esso    rispetto 

4  4 

quali   sono  simmetricamente  disposti   quelli  che    portano  i 

stesso  valore  della  funzione ,  se  si  tirano  per  questi  due  pu 

le  parallele  ai  lati ,  queste  parallele  ,  insieme   colla   bisettr 

dei  lati  eguali   al  periodo   fs ,  dividono   il  parallelogrammo 

otto  parti  parallelogrammiche  le  quali  a  due  a  due  (segnate  n( 

figura  18  con  lettere  eguati)  portano  lo  stesso  sistema  di  vai 

della  funzione. 

(*)  Noi  fimineUianio  qui  come  note  le  definisioDÌ  ed  alcune  proprietà  delle  fantioi 
littiche  (Vedi  le  Notizie)  al  solo  scopo  di  trattare  anche  per  tn^  la  questione  geonn 
dei  paragrafi  precedenti.  Chi  crede  può  tralasciare  questo  paragrafo. 

(**)  Analogamente  al  già  osservato  nel  caso  d*un  solo  periodo,  qni  pure  potrebberai 
ginare  altri  sistemi  di  linee  rette  od  anche  curve,  se  vogliasi  puramente  che  il  piano  r 
diviso  in  parallelogrammi  (rettilinei  o  curvilinei)  le  cui  dimensioni  nelle  diresioni  dei 
riodi  abbiano  a  misura  i  moduli  dei  periodi  stessi. 
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Noi  ci  mettiamo  a  dirittura  nel  caso  ordinario,  in  cui  cioè 
ODO  dei  perìodi  è  reale  e  V  altro  imaginario^  ossia  in  cui ,  im- 
piegando le  solite  lettere  jacobiane ,  t?  è  la  quantità  reale  4  K 
eo'ò2ì£^.  La  fig.  i8   è  appunto   tracciata   in  questa   sup- 

Fig.  18.  posizione. 

Ciò  premesso ,  imaginiamo 
nel  piano  z  ,  o  semplicemente 
nel  parallelogrammo,  i  due  siste- 
mi di  tutte  le  parallele  ai  lati, 
ossia  agli  assi  reale  e  imaginario, 
e  cerchiamo  i  sistemi  di  linee 
corrispondenti  nel  piano  w.  Dalla 

u  -|-  vt  =  «ti  (ic  4"  yi)  9 
in  virtù  della  formola  d' addizio- 
ne e  di  quelle  di  trasformazione 
delle  funzioni  ellittiche  di  variabile  imaginaria  yi  e  modulo  k  in 

fiuiiioDi  ellittiche  della  variabile  reale  y  e  modulo  fc'==l/^l — k\ 
»  ottiene  la 


tt+ w  = 


snxdn{y,  k)  +  icnx  dnxsn  {y,k')cn  (y,  k') 


crfi  (y,  k)  +  fc'  sffi  xsffi  (y,  K) 

io  cui  il  modulo ,  dove   non  ò   indicato ,  s' intende   essere   k. 
IHiDqae ,  ponendo  per  brevità 

sn  X  :==  8  ,        cn  X  =  e    ,        dn  x  =  d 

9n{i/,k')=(i  ,  cn{y,k')  =  y    ,  dn{y,k')  =  à  , 
si  avrà 
/..  sa  cday 

Per  trovare  le  linee  corrispondenti  alle  parallele  a  Ox  ab- 
iHamo  da  eliminare  x  fra  queste  equazioni.  Poiché  x  entra  sol- 
boto  in  8,e »d,  possiamo  eliminare  queste  tre  quantità  fra  le 
dette  equazioni  e  le 
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Cavando  da  queste  due  cede  facendoue  ia  sostituzioc 

cdtryu 

si  ha 

Eliminando  adesso  s  fra  questa  e  la  prima  delle  (1)  ,  e 

y' tt  —  *  5  +  fc'  ex'  us'  =  0  , 
si  ottiene  la  equazione  desiderata 

(2)  / à*[k'a'u*  +  k' a'v'  -y^y 

Eliminiamo  ora  la  y  frale  equazioni  (1  ),  ossia  elim 
le  tre  quantità  cr ,  7  ,  ^  fra  le  (1)  e  le 

Dalla  prima  delle  (i)  e  dalla  prima  di  queste  si  cava 


0  facendone  la  sostituzione  nelle  altre  due ,  cioè  nelle 

u 
si  hanno  le  due  equazioni 

k"u  —  <Pu  —k'*sd  +    rf*tt<r*  =  C 

Eliminando  infine  9  fra  queste  due  ,  si  ottiene 
(3)  fc*sV[d*tt*  +  d*»'  +  c*]» 

Ponendo  rispettivamente  nelle  (2) ,  (3) 

•/*  +  k*a* d*+fc»c* 
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ed  inoltre  Jtf*=«u*  +  t?*,  V  una  e  V  altra  equazione  diviene 

Per  ogni  dato  valore  di  A ,  quest'  equazione   rappresenta   una 

carva  di  quart' ordine  per  la  quale  i  punti  circolari  all'infinito 

sono  punti  doppi  (a  bicircular  quartic) ,  come   si  fa   evidente 

ut) 
rendendo  r equazione  oaiogenea  col  porre-, -in  luogo  di  u^v, 

e  facendo  successivamente  (=0  ed  uàzvi  =  0.  Considerando 
la  (4)  come  un'  equazione  di  secondo  grado  in  i4 ,  il  prodotto 
delle  radici  è 

e  però  negativo;  dunque  per  ciascun  punto  del  piano  passano 
due  curve  reali  V  una  del  sistema  (2),  T  altra  del  sistema  (3). 
L>'  equazioiìe  (4)  rappresenta  entrambi  i  sistemi ,  e  1'  uno  dei 
due  se  A  supponesi  o  positiva  o  negativa.  Scrivendo  la  condi- 
zione perchè  i  due  valori  di  A  dati  dalla  (4)  siano  eguali  si 
ha  la 

[{u+iy+v^][(u-ìy+v^] 

[{ku  +  iy+k'v'][(ku^'  iy+A*t)«]  =  0, 
^loè  tutte  le  curve  (4)  hanno  quattro   fuochi  reali  comuni   si- 

'^ati  su  Om  e  corrispondenti  alle  ascisse  ti  =  +  l,  —  1,  +-r, 

k 


(*)  Per  ulteriori  nolixie  tu  queste  curve  veggasi  una  Memoria  del  sig.  Sicbeck  nei  tomi 
*^  (pig.  359)  e  59  (pag.  137)  del  giorn.  di  Crelle-Borchardt,  dove  (tomo  57,  pag.  365)  se 
^  trovano  anebe  le  figure,  delle  quali  é  la  prima  quella  del  caso  da  noi  qui  elTettivamente 
^teaplato. 

Posta  attenzione  al  già  detto  nella  nota  del  §  precedente  ,  sarà  aflatto  ovvio  concepire 
**^  una  rete  coprente  una  sola  volta  un  parallelogrammo  del  piano  z  (Fig.  18),  formala  da 
^  paralleli  ai  lati  ossia  agli  assi ,  possa  deformarsi^  sotto  le  solite  condizioni ,  in  modo  da 
**prire  due  volte  I*  intero  piano  w,  coi  fili  disposti  secondo  le  curve  testé  cercate.    Le  let- 
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0.  40.  Prima  di  impegnarci  nello  studio  delle  fanzì9  ^^ 
che  non  presupponga  per  esse  alcuna  espressione  analitica,  r^^" 
gliamo  passare  in  rapida  rivista  le  varie  sorta  di  funzioni  c^^ 
espressioni  analitiche  che  in  seguito  avremo  da  impiegare , 
che  possono  riguardarsi  siccome  il  materiale  di  cui  Tanalis 


e 


tere  piene  e  punteggiale  fanno  nella  fig.  18  lo  slesso  officio  che  nella  fig.  17.  Il  rellang*^^^ .- 
Af  per  esempio,  dovrà  espandersi  tanto  da  coprire  un  quarto  di  piano i  e  per  modo  cher 
lato  l   copra  tutta  la  porte  positiva  delP  asse  imaginario,  ed  i  lati  V,  V\  V*'  coprano  lui 


Cf 


la  parte  positiva  dell*  asse  reale  (/'  da  0   a  I  ,  /''  da  I  ^  -r  »  V"  da  -7-   alPoe).  Nella 

trasformata  in  modo  analogo  a  quello  del  §  precedente ,  V  incrociaroenlo  ossia  II   | 

dall'  uno  ali*  altro  strato  si  presenterà  più  sponlaneamente  sopra  le  porzioni  dell*  asse  rea 

da    —    -   a  — 1  e  da  {  a  —  ;  ron  polrù  del  resto  ,  come  è  chiaro,  imaginarsi  pare  secoi 

altre  linee. 

A  concepire  come  veramente  attuabili  in  tutta  interezza  cosifalte  reti  e  loro  iraslNiiia^' 
zioni  sarebbero  ,  giù  s*  intende ,  da  sostitoirsi  ai  piani  z  t    w  due  soperfieie  chiase  di   di^ 
mensioni  finKe,  cioè^  per  fissar  le  idee,  due  sfere  di  raggio  finito.  Ha  sarebbe  ìnoppoKoKP 
che  ci  trattenessimo  adesso  più  a  lungo  intomo  a  cotesto  concezioni. 
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può  disporre  per  tradurre  in  alto  le  proprie  concezioni;  e  ciò 
Del  dupplice  intento  ili  non    supporre   conosciute    troppe  cosa 
che  aoche  potrebbero  non  esserlo,  e  di  generalizzare  od  altra- 
mente modi  tìcare    in    conlronto    dell' onlinarìn   maniera   alcuni 
concetti    fondamentali.   Non    è  una  rivista   completa  ed    egual- 
mente particolareggiata  che  ci  proponiamo;  pel  contrario,  lascie- 
remo  in  disparte  molte  fra  le  cose  che  stimiamo  sicuramente  note 
a  chicchessia,  e  dì  parecchie  fra  qualle  stesse  che  non  sono  an- 
cora molto  divulgate  non  faremo  che  ricordare  quanto  a  noi  fa 
di  bisogno,  citando  però  fonti  acuì  possano  attingere  ì  vogliosi 
di   maggiori  informaziooi. 

Elssendo  infinita  la  varietà  delle  funzioni  analitiche  (*)  ima* 
gioabili,  divenne  necessario  di  distinguerle  in  classi.  In  prima 
si  stabilì  una  classificazione  quasi  esclusivamente  basata  sulla 
considerazione  della  forma  ;  ma  le  ricerche  moderne  vanno 
sempre  più  mostrando  h  importanza  e  quindi  allargando  l' uso 
anche  di  distinzioni  basate  sulle  proprietà  ("), 

4.  41.  Quanto  alla  forma,  le  funzioni  soglionsi  distinguere 
">n  esplicite  ed  implicite,  e  soglionsi  inoltre  distinguere  a  seconda 
del  numcrw  e  delta  natura  delle  operazioni  che  entrano  nella 
espressione  del  legame  tra  la  variabile  e  la  funzione. 

Dicesi  esplicita  una  funzione  quando  sia  immediatamente 
espressa  per  mezzo  della  variabile;  implicita  invece  quando  sia 

l'I  lenlrs  ci  pnrnelliamn  di  qui  qunliGnirE  in  genere  Fomr  fmizùmi  le  eapressioni 
"**l(IÌtb>  the  togliunia  pasurc  io  ritisla,  ci  riicrbiamo  perù  di  dk'hiarsrc  fiiii  Urdi  H  lili 
'^  ^nw  affiUitaiDcntii  quelle  intorno  iilli  quali  repuliamo  cbc  polrcbbcsi  Birre  interleii». 
C)  tnchc  ailratiauc  ralla  dall'  mere  qaeali  Stiiont  dedicala  prciìsaDirale  alle  rorme 
*^  oprtMioai  analitiche  ,  rìncKcrrnia  che  ,  menlre  poesianio  sin  da  ora  indicare  tulle  le 
^**ÌHÌM1  (labililc  in  riguardo  della  forma  ,  percbè  ne  posirdiamo  già  gli  elementi  neces- 
'■  cW  uno  le  aperaiìonì  arilntclicht,  altrrllaDlo  non  patremniD  fare  per  le  diilìnuoni 
**l''<t|ri  (ari*:  le  qnali  al  pruenteranno  invece  grudalamentc  in  legnila,  allorché,  inlra- 
gcnerale  delle  luniioni  >  ■tiitremo  tlo  via  riconoscendo  quali  i 
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definita  per  mezzo  di  una  equazione  fra  essa  e  la  variabile,  o 
di  più  equazioni  conlenenti ,  oltre  queste  due ,  anche  altre 
quantità  variabili.  Una  funzione  data  in  prima  come  implicita 
potrà  rendersi  esplicita  quando  si  sappia  risolvere  rispetto  ad 
essa  la  equazione  o  le  equazioni  che  la  involgono.  Una  fon- 
zione  può  essere  essenzialmente  implicita  fintantoché  resti  fis- 
sato di  non  poter  disporre  che  di  certi  segni  di  operazioni  e 
funzioni ,  e  figurare  invece  come  esplicita  quando  si  possa  di 
sporre  anche  di  altri  segni. 

(.  49.  Riguardo  al  numero  delle  operazioni  una  prim 
distinzione  è  quella  delle  funzioni  in  semplici  e  composte.  Dice^ 
semplice  una  funzione  quando  richieda  l'effettuazione  di  una  sol 
operazione  sulla  variabile.  Prendendo  le  operazioni  aritmetici 
nella  maggior  estensione  che  vedemmo  potersi  loro  attribuire,  e 
terremo  tutte  le  funzioni  semplici  riguardando  nelle  formolo  (i)  d 
§.  4  come  variabile  1'  una  e  poi  V  altra  delle  due  lettere  d 
le  compongono.  Lasciando  in  disparte  quella  in  cui  la  variabi 
figurerebbe  come  base  di  sistema  di  logaritmi,  ne  risnlterani 
le  seguenti  funzioni  semplici  (*). 

a 
(4)  fl  +  z  ,  a  —  z  ,  02  ,  -  ,  2*  ,  a* ,  LogaZ  , 

z 

delle  quali  le  due  ultime  non  verranno  da  noi  impiegate  cB 
nel  supposto  di  a=e  e  nella  estensione  stabilita  nel  |.  i5. 

Come  semplici  veggohsi  però  considerate  anche  altre  fui 
zioni  dagli  analisti ,  e  ciò  dipende  dal  punto  di  vista  al  qua! 
si  vuol  portarsi.  Riguardando  non  già  dal  detto  punto  di  vist: 
aritmetico  ,  ma ,  per  esempio  ,  da  punto  di  vista  geometrico 
la  funzione  senz  e  propriamente  una  infinità  di  altre  funzion 
possono  essere  semplici  ed  indipendenti  nella  loro  origine.  S 
può  asserire  che  qualsia  dipendenza  di  uno  da  altro  elementi 

{*)  È  superfluo  il  far  riflettere  che,  non  dovendosi  avere  in  questa  classificazione  aki 
riguardo  alla  natura  delle  costanti  nelle  funzioni ,  le  formole 


,_6=(_»)+, .  1=;. 


coincidono  colle  a  -|-  z  ,  a  z. 
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geomelrìco  variabile  può  dar  origiDe  ad  una  di  cotesto  funzioni. 
Si  potrà  trattare  tale    funzione  coi    procedimenti  propri   della 
geometria,  scopremlone    le   proprietà,  come  appunto   si  fece 
perielio.  Ma,  se,  fatta  astrazione  dalla  natura  geometrica,  si 
considera  soltanto  la  relazione  numerica  tra  questi  elementi  va- 
riabili espressi  pei  rapporti  che  hanno  colle  rispettive  unità,  si 
è  condotti  a  scorgere  nella  funzione  concreta   non   altro   che 
una  funzione  astratta  od  aritmetica,  la  quale,  aritmeticamente 
considerata,  se  non  sia  fra  le  (1),  potrà  noverarsi  fra  le  com- 
poste. Cosi,  in   particolare,    le  funzioni    circolari  senz  ,  cosz 
potranno  dirsi  composte  mediante  la  funzione  é^  giusta  le  for- 
molo d'Eulero  (|.  38);    e  le   loro  inverse   are  sen  z  ,  are  cos  z 
composte  mediante  la  funzione  logaritmica. 

Riguardo  al  numero  delle  operazioni  si  distinguono  ulte- 
riormente le  funzioni  od  espressioni  in  finite  ed  infinite,  secon- 
dochè  sia  finito  od  infinito  il  numero  delle  operazioni  designate 
nella  espressione.  Non  v'  è  difficoltà  di  concepire  espressioni 
analitiche  nelle  quali  il  numero  delle  operazioni  vada  con  de- 
terminata legge  crescendo  quanto  si  vuole,  e  cosi,  come  limite, 
può  aversi  la  idea  di  espressioni  che  vorrebbero  un  numero 
infinito  di  operazioni. 

In  ordine  di  semplicità  si  presentano  in  prima  quelle 
^^pressioni  infinite  in  ciascuna  delle  quali  una  soltanto  delle 
operazioni  elementari  entra  essenzialmente  una  infinità  di  volte. 
^'  imagini  dato  un  sistema  semplicemente  infinito  di  quantità  (*) 
esteso  od  in  un  solo  senso 

^    J  Qi  9  Ut  »    •    '    •    *    f  Um  f    •    •    • 

opterò  in  entrambi  i  sensi 

^"^ì       •  .  •  (J — m  j  •  •  •  V— j  9  (/— 1  f  Qof  Qif  Qi9  •  '  •  9  Qm  >  •  •  •  • 


n  Come  già  si  è  detto,  on  simile  dalo  potrebbe  tosto ,  per  esempio,  altuarsl  fissando 
**^  quantità  0  la  qaale  dipendesse  da  un'  indice  m  destinilo  a  prendere  tutti  i  valori  nu- 
^^i  interi  (positivi ,  o  negativi  ,  o  d'  entrambi  i  segni).  Per  ora  non  importa  imaginare 
^  qisDliU  Q  come  dipendenti  dalla  solita  variabile  :;. 
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S' imagiDÌ  parimeDti  dato    un  sistema  doppiamente  infinito  di 
quantità,  quale 


(*) 


•     ••    •   •    •      •    • 

(/i   n  V|  Il  •      •       (/m.tt   •      • 


ovvero  quale 


(5)  .    C>.,,  0  Q-,,  0  (?.,  0  Q,,  .  (?.,  0    . 

•         •  •  •  •  •  • 

Ed  in  generale  s'imagini  un  sistema  quanto  si  vuole  molUpìicemente 
infinito  di  quantità.  Ora,  se  si  esprime  che  tutte  le  quaotiU 
di  uno  dei  sistemi  imaginati  sono  da  congiungersi  insieme  per 
via  di  addizione ,  si  ha  una  espressione  infinita  che  dicasi 
somma  infinita.  Per  via  di  sottrazione  si  avrebbe  una  espres- 
sione identica,  nel  senso  generale,  alla  precedente;  arbitraria 
essendo  la  natura  delie  quantità  Q.  Se  si  esprime  che  tutte  le 

• 

quantità  Q  sono  da  congiungersi  per  via  di  moltiplicazione,  si 
ha  una  espressione  infinita  che  dicesi  prodotto  infinito.  Goteste 
somme  e  prodotti  diconsi  semplicemente,  doppiamente,  ecc.  iQ' 
finiti,  secondochè  risultino  da  un  sistema  di  quantità  Q  sempli- 
cemento  ,  o  doppiamente ,  od  ecc.  infinito.  Se  il  sistema  san 
il  (2) ,  la  somma  ed  il  prodotto  si  potranno  esprimere  colle 
scritture 

Qi+Q^  +  Qi+  ecc. 

(?4  .  (?8  .  (?8  .  ecc. 
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Oltre  le  somme  ed  i  prodotli  iDfiniti  è  noto  che  si  sodo  pure 
studiate  espressioui  involgenti  una  infinità  di  volte,  insieme  colla 
prima  o  seconda,  anche  la  quarta  operazione  razionale ,  cioè  la 
divisione,  e  che  le  medesime  si  sogliono  rappresentare  come  segue 


Qi  + 


0.  +  -^ 


06  + 


0, 


6 


(?7  + 


e  chiamare  frazioni  continue  (*).  Noi  però  non  ci  tratterremo 
su  queste  espressioni ,  delle  quali  non  faremo  uso  nel  nostro 
corso  ;  esse  non  hanno  acquistato  nella  ricerca  delle  proprietà 
delie  funzioni  la  importanza  che  è  loro  dovuta  nelle  ricerche 
strettamente  chiamate  aritmetiche  (**)• 

Una  espressione  infinita  suol  dirsi  complessa  quando  si  riten- 
S^no  complesse  tutte  od  in  parte  le  quantità  che  la  compongono. 
'n  questo  corso,  anche  tralasciando  il  detto  epiteto,  intenderemo, 
'^  generale,  che  le  quantità  Q  possono  essere  qualunque,  cioè 
^Qto  complesse  quanto ,  come  caso  particolare ,  reali. 

#.  43.  Riguardo  alla  natura  delle  operazioni  le  funzioni 
^istioguonsi  in  algebriche  e  trascendenti,  come  le  operazioni 
^litmetiche  stesse.  Diconsi  algebriche  le  operazioni  di  addizione, 
Sottrazione,  moltiplicazione,  divisione,  elevazione  a  potenza 
^*  esponente  razionale  ;  trascendenti  le  altre.  Perciò  algebrica 
^icesì  una  funzione  quando  il  legame  fra  essa  e  la  variabile  (***) 

n  QB0tl'  altro  oso  del  vocabolo  continuo  può  dirsi  poco  felice.  Migliore  si  ricoaoseerà 

^icaoBiMaioiie  ledeaea  {Ketitnbruth). 

(**)  La  foraMiioiN  di  espressioai    infinite  per    vio  di  operaiioni  non  razionali  dovette 

^^^^ralacBta  rìnaiiere  quasi    del    lotto    inconsiderata  ,  non    compiendosi  per    loro  meno 

^^Umioae  aimerica  cioè  dire  l' effettiva  iraduiione  in  cifre  ,  per  la  quale  vuoisi   sempre 

^  ^e  venire  Belle  operaiioni  razionali.  Ed  è  appunto ,  come  si    sa ,  principalmente   nella 

^^  di  ioititaire  sistemi  di  operazioni  razionali  all'  altre  operazioni  o  funzioni  (semplici  e 

^^poilc)  che  t*  ittlrodossero  nell*  analisi  le  espressioni  infinite. 

(***)  Prendiamo  di  mira  il  caso  di  nna  sola  variabile  indipendente»  Però  osserviamo  che 
^^  qnesle  denominazioni  si  applicano  del  pari  alle  funzioni  di  più  variabili ,  ove  abbiano 
^^*feUo  a  ciascima  delle  variabili  separalamente  la  forma  cbe  le  denominazioni  stesse  significano. 
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possa  esprimersi  mediante  an  numero  finito   di  operazioDi  al- 
gebriche f  )  ;  trascendente  in  ogni  altro  caso  (**). 

Le  funzioni  algebriche  restano  cosi  definite,  in  generale, < 
come  funzioni  implicite  ;  tuttavia  esse  possono  talvolta  aversi 
esplicitamente.  Allora,  se  per  formare  la  espressione  dì  ess^ 
sono  necessarie  soltanto  le  prime  quattro  operazioni ,  la  foi^ 
zìone  vìen  delta  razionale  ;  se  sono  necessarie  soltanto  ^ 
prime  tre,  vìen  detta  razionale  intera.  I  tipi,  ai  quali  possoi^ 
sempre  supporsi  ridotte  le  funzioni  razionali  intere  e  frat^^ 
sono  rispettivamente  : 

<^0  +  gj  ^  +    *    '   '    '    +  gmg** 
^  0"r  e  1 2  +    •    •   •    •    "T'C  M« 

Una  equazione  che  definisce  una  funzione  algebrica  paò 
sempre  trasformarsi  in  guisa  da  non  contenere  né  radicali,  oé 
divisori  involgenti  le  variabili ,  e  quindi  può  sempre  supporsi 
ridotta  al  tipo 

dove  ?o'?i'  *•  -  ?n  sieno  funzioni  razionali  intere  di  z. 

Qualunque  funzione  algebrica  è  continua,  e,  giusta  le  de- 
finizioni stabilite  nella  Sezione  seconda,   lo  è  senza  eccem»» 

(*)  Già  s*  intende  sempre  operazioni  da  farsi  sulle  variabili  iAdipendeoli  e  dipeoJeirtu 
Delie  costanti  non  si  sappone  nulla  che  ne  limiti  la  natura,  e  quindi  potrebbero  ìmM^M» 
provenienti  da  altre  costanti  per  via  di  qualunque  sistema  di  operazioni. 

(**)  Questa  distinzione  non  la  si  troverà  posta  da  tutti  gli  scrittori  negli  steai  lc^ 
mini.  Evidentemente  I'  elevazione  a  potenza  d'  esponente  intero  può  comprendersi  ad  ■** 
vero  delle  moltiplicazioni;  1'  estrazione  di  radice  può  ridursi  ad  estrazioni  di  radtrì.d* iatit* 
primo.  Pensando  che  da  una  equazione  algebrica  possono  sempre  farsi  sparire  i  radieah  m 
i  divisori  involgenti  le  variabili ,  sì  scorge  potersi  la  definizione  di  funzione  algebries  ptR* 
come  segue  :  algebrica  dicesi  una  funzione  quando  il  legame  fra  essa  e  U  variabile  f^ 
esprimersi  mediante  un  numero  finito  delle  tre  prime  operazioni. 

Aggiungiamo  poi  che  si  ritroveranno  non  soltanto  difibrenze  di  parole ,  ma  bea*  aacii 
discordanze  essenziali.  Prenderemo,  ad  esempio,  un  passo  dello  stesso  Cauchy.  NdPias^!*' 
alg,  (pag.  24)  ammette  nella  composizione  delle  funzioni  algebriche  1*  élévtUion  à  da  f*** 
ianeei  fixes ,  che  possono  quindi  essere  anche  di  esponente  irrazionale  ;  e  ciò  può  vcdcfu 
in  altri  luoghi  (Exwe,  d'  An,  et  de  Phyt.  math. ,  tomo  3 ,  pag.  376)  anche  espUdtiiBCBie 
dichiarato. 
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cioè  dire ,  è  affatto  scevra   da  discoDtinuità.   E   propriamente 
ha  loogo   il  teorema  che  segue  {*).  Sia  F  {tv,  2)  =  0  ia  equa- 
ziooe  (della  forma  testé   esposta)   che  definisce   la  funzione 
a^ebrìca  cui   s' intende   considerare.  Sia  z^  un  valor  partico- 
lare qualsivoglia  dì  z,  e  sieno  Wq^Wq,  . . .  ,w^^)  gli  n  valori 
corrispondenti  di  w,  cioè  le  n  radici  dell'  equazione  F{%d,  Zq^}==0. 
Viceodo  variare   z   in   modo    continuo  a  partire   dal  valore 
2q,  gli  n  valori  di   tv  varieranno   pure   in   modo    continuo , 
dando  luogo   ad  n  successioni  continue  di  valori,  che  avranno 
per  valori  iniziali   rispettivamente  i   numeri  WQ,tDQ,...yWQÌ^y. 
Soffra  questi  numeri  0  radici   dell'equazione    F(w,Zf^)  =  0 
fossero  eguali  tra  loro ,  r  fra   le  successioni   anzidette   princi- 
pierebbero  con  valori  eguali;  ma  non  cessei'ebbero  per  questo 
di  essere  r  successioni   continue   e  distime,  a  meno   che   la 
equazione  F(w,z)=0  avesse  radici  eguali  per  qualunque  va- 

I     j.  .....  n./      N      ^F(w,z) 

lorc  di  z,  ossia  i  polinomi  F{w,z)  e  — ^ ammettessero 

OD  divisor  comune.  Ciascuno  di  quei  casi ,  in  numero  limitato 
ina  non  meno  essenziali  a  considerarsi ,  nei  quali  alcuni  dei 
Pilori  Zq,Wq,Wq\  . . . ,  Wq^"")  possono  essere  infiniti ,  si  può 
tosto  ricondurre,  se  vuoisi,  al  caso  generale  di  20 ,  Wq,  w^\  ... ,  w^*^ 
finiti,  usando,  fra  gli  altri  modi,  dell'  una  0  dell'  altra  0  di  en- 
Inunbe  le  sostituzioni 

W"h  z 

dove  w\  %'  significano  nuove  variabili  e  h,  K  costanti  disponibili. 
Avendo  definito  compiutamente  il  significato  delle  espres- 
^ooi  semplici  >  (1)  i*  42 ,  è  chiaro  che  resta  per  ciò  stesso 
defioito  il  significato  di  qualsia  espressione  composta  purché 
hìta.  A  completare  pertanto  ciò  che  riguarda  il  significato  di 
tolte  le  classi  di  espressioni  analitiche  che  potranno  occorrere 
retano  da  considerare  le  espressioni  infinite. 

\         n  Qtetlo  leoreoKi ,  come  gift  indicammo  ,  a  pagg.    69  e  79 ,  fu    sUbililo  da  Caaehy 

^  leaoria  Sur  la  nat,  et  tei  lìropr,  dei  racinei  d' une  tquat»  ecc. 

in 
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^.  4Mk  Ma  prima  termineremo  questo  capitolo  di  classi 
ficazione,  indicando  sin  d'ora  alcune  di  quelle  distinzioni  (tr 
le  funzioni)  le  quali  non  si  fondano  sulla  considerazione  dell 
forma:  e  cioè  le  distinzioni  basate  sul  numero  dei  valprì  eh 
le  funzioni  ammettono  per  ogni  particolare  valore  della  variabi)< 
distinzioni  che  devonsi  intendere  slabllite  affatto  generalmenb 
per  quali  si  siano  funzioni ,  vale  a  dire ,  senza  che  di  questa 
sia  da  presupporsi  alcuna  espressione  analitica. 

Vi  hanno  funzioni  che  ammettono  assolutamente  un  solo 
valore  per  ciascun  valore  della  variabile:  tali  sono  le  algebriche 
razionali;  tali  pure  possiamo  dichiarare,  per  esempio,  le  fooziooi 

(1)  e*,  senz  ,  cosz  ,  tanz,  ecc., 

« 

sebbene  vadano  soggette  ad  una  eccezione ,  cioè  per  z  =x 
ammettano  come  valore  qualsiasi  numero.  Vi  hanno  funziooi 
che  ammettono  due  ,  tre ,  ecc.  un  dato  numero  n  qualsiasi  di 
valori  per  ciascun  valore  della  variabile.  Una  funzione  algebrica, 
definita ,  come  si  è  indicato  nel  precedente  | ,  da  una  equa- 
zione della  forma 

ammette  n  valori  per  ciascun  valore  della  variabile  ;  ed  n  pa- 
rimenti possiamo  dire  che  ne  ammette  una  funzione  defiDiU 
da  una  equazione  della  forma  stessa  precedente,  in  cui  per6 
i  coefficienti 

?o  *  ?4  *  •  •  •  »  ?» 
sieno  formati   razionalmente,  non  colla  sola  z,  ma  eziandio 
colle  funzioni  (1)  ;  sebbene  siavi  eccezione  per  2;=x. 

Ciò  premesso ,  riterremo  le  funzioni  distinte  in  :  /tmitH 
a  un  solo  valore  e  funzioni  a  ptà  valori  ovvero ,  determioab' 
mente,  a  due ,  a  tre,  .  .  •  ,  a  n,  .  .  .  valori  (*)• 

(*)  Se  come  fanzioni  a  n  valori  non  si  volessero  quuiifìcare  se  non  che  quelle  k  1F* 
hanno  n  valori  per  ciascun  valore  della  variabile  sema  eccezione  alcìtnOf  si  rislrìng»*^ 
di  Iroppo  la  portata  e  quindi  V  opporlunilà  di  questa  denominazione.  A  suo  lempo  M^ 
riconosceremo  che  funzioni  continue  ed  ammellenti  n  valori  per  ogni  valor  della  \ti^ 
tenza  eccezioni  non  possono  essere  che  lo  algebriche. 
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A  fiaDCO  di  questa  giova  però  stabilire  un'altra  distiDziooe» 
che  DOD  caratterizza  le  funzioni  in  modo  del  pari  assoluto,  sup- 
ponendo la  variabilità  della  variabile  limitata  da  qualche  confine. 

Consideriamo  una  funzione  w  a  più  valori,  quale  per  fis- 
sar le  idee,  la  w  definita  dalla  equazione  algebrica  F(w,z)=tì 
del  grado  n  rispetto  a  tv.  Questa  funzione  ha  bensì  n  valori 
per  ogni  valore  di  ;s;  ma  se,  fissato  un  valor  iniziale  Zq  di  z, 
si  prende  come  valore  corrispondente  di  tv  una,  tVQ,  ddle  n 
radici,  supposte  diverse,  della  equazione  F{w,Zq)^=0  ,  e  si 
stabilisce  che  i  valori  di  i^ ,  al  variare  continuo  di  z,  debbano 
essere  quelli  che  succedono  con  continuità  al  già  assunto  ,  è 
chiaro  che  per  un  certo  tratto  la  tv  rimarrà  affatto  determinata 
come  se  fosse  funzione  a  un  valore.  E  precisamente  rimarrà 
determinata  finché  z  non  arrivi  ad  un  qualche  valore  o  punto 
a  0  pel  quale  il  valor  corrispondente  di  tv  cessi  di  essere 
radice  semplice  divenendo  radice  multipla  (  diremo  tnupla  ) 
(iella  equazione  F{w,  z)  =  0.  Passando  z  dal  punto  a  ad  altro 
ioOniiamente  vicino,  avremo  m  variazioni  infinitesime  corrispon- 
denti per  tVy  e  quindi ,  non  ostante  la  scelta  iniziale  della  ra- 
dice Wq\  ricomparirà  una  pluralità  di  valori  leciti  per  w;  poi- 
ché la  continuità  rimarrà  del  pari  soddisfatta  prendendo  una 
qualsiasi  di  queste  variazioni  per  proseguire  la  successione  dei 
^^ori  di  w  principiata  con  w'q. 

E  non  si  ha  nemmeno  da  credere  che,  vietando  alla  z  di 
passare  pei  punti  a,  la  ci;  rimanga,  in  virtù  della  scelta  ini- 
ziale, cosi  determinata  che,  ogni  qualvolta  z  ritorni  ad  uno  stesso 
ponto,  essa  pure  riprenda  lo  stesso  valore.  Al  contrario,  se  z 
ritornerà  ad  uno  stesso  punto  dopo  aver  compiuto  qualche 
{irò  intorno  a  qualcuno  dei  punti  a ,  la  funzione  tv  non  ri- 
prenderà generalmente  il  valore  ivi  da  prima  ottenuto. 

Ma  la  completa  disamina  del  modo  di  comportarsi  di  una 
(unzioDe  a  più  valori  è  riservata  ad  altra  Sezione  (**),  e  quindi 

(*)  Ci  riferiomo  al  solilo  piano  z, 

{**)  Cioè  alla  Sezione  sesta,  Polrcmmo  ricordare ,  per  adesso,  il  cenoo  dato  nelle  Abli* 
^'  P*€«  78-82,  circa  le  Reeherches  ecc.  del  sig.  Poiseox. 
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per  adesso  contentiamoci  di  rafifermare  queste  poche  premess 
necessarie  a  comprendere  la  distinzione  che  abbiamo  di  min 
considerando  un  caso  particolare. 

Sia  il  caso  di  F{w,z)=^w'^  —  z=0.  In  questo  caso  son 
due  i  valori  di  w  per  ogni  valore  di  z,  e  non  divengono  egua 
che  per  2b»0  e  2= oc.  Per  un  qualunque  valore  di  s  po: 
siamo  rappresentare  i  due  valori  di  w  separatamente  com 
segue 

(2)  w'=r'^e'^\   v/=ri    €~^^ 

dove  r  ^r^,^  significano ,  come  al  solito ,  il  modulo  ,  la  s« 
radice  quadrata  positiva ,  ed  uno  degli  argomenti  di  z.  Fa. 
ciamo  ora  partire  z  dal  punto  Zq  e  consideriamo  le  due  su 
cessioni  continue  di  valori   scaturienti   dalle  due   formole  o 

scritte^  successioni  che  principieranno  coi  due  valori  di  Wq=:2 
esprimibili  come  segue 

(3)  <  =  Ve"**,    <=ro«e'"^*- 

I  valori  a  cui  queste  due  successioni  condurranno^  allorché 
ritornerà  al  punto  Zq,  saranno  rispettivamente  quei  di  prim» 
se  il  cammino  di  z  non  inchiuderà  alcun  giro  {*)  intorno  ^ 
punto  0,  oppure  ne  inchiuderà  un  numero  pari;  e  saranrv 
invece  quei  di  prima  ma  scambiati  tra  loro,  se  z  avrà  fatto  u 
numero  dispari  di  giri  intorno  al  detto  punto  (**).  Se ,  pes 
esempio ,  imaginiamo  che  z  percorra  nel  senso  positivo  degi 
angoli  una  circonferenza  di  centro  0,  allora,  lungo  siffatto  cam 
mino,  il  modulo  r  rimarrà  costantemente  Vq  mentre  co  cresceri 
in  modo  continuo  da  (Uq  a  eu^-f^Tr.  Nelle  due  succession 
adunque  i  valori  di  tv,  dall'  essere  inizialmente  quelli  indicai 
dalle  (3),  diverranno  per  gradi  insensìbili  in  fine  i  seguenti 


(*)  Non  devesi  intendere  slrellamcnle  un  giro  fallo  sopra  una  circonferenza  di  cerchi 
ma  anche  su  linea  rientrante  di  qualsiasi  altra  natura. 

(**)  Ciò  riesce  evidente  se^  scambiando  le  lettere  z  e  w  ira  loro,  si  richiama  il  S*  ^ 
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che  SODO  i  (3)  scambiati  tra  loro. 

Ciò  premesso,  si  comprende,  stando  ancora  per  un  momento 
nel  semplice  caso  di  v^—z^=0,  che,  se  si  limita  la  variabilità 
della  z  ad  una  porzione  di  piano  entro  la  quale  essa  z  non 
possa  mai  compiere  un  numero  dispari  di  giri  intorno  a  0,  entro 
siffatta  porzione  la  to  (fissato  inizialmente  uno  de'  suoi  due 
falori  in  un  punto,  ed  avuto  rispetto  alla  continuità)  si  compor- 
terà come  una  funzione  a  valor  unico,  cioè  riprenderà  sempre 
lo  stesso  valore  qualvolta  z  ripasserà  per  uno  stesso  punto. 
Una  porzione  di  piano  della  natura  richiesta  sarebbe ,  per 
esempio,  un  cerchio  non  contenente  il  punto  0.  Tale  invece 
non  sarebbe  un  cerchio  che  contenesse  il  punto  0 ,  od  una 
corona  circolare  che  avesse  in  0  il  centro. 

Or  bene,  in  generale,  se  una  funzione  w  ed  una  porzione 
S  del  piano  sieno  tali  che ,  movendosi  z  comunque  entro  S , 
la  funzione  riprenda  sempre  per  successione  continua  lo  stesso 
valore  ogni  qualvolta  z  ritorni  in  uno  stesso  punto ,  si  dirà 
che  IO  ^  monodroma  miro  S.  In  ogni  altro  caso  si  potrà  dire 
che  w  è  poUdroma  entro  S.  È  questa  la  distinzione  che  voleva- 
no) far  conoscere  (*). 


niedie  nomenelatore,  doè  quella  per  la  disUnxloDa  tutoluta  delle  fanxioni  in 
a  uo  ed  a  più  valori,  e  quella  ora  esposta  e  rifereniesi  ad  ana  qualche  porxione 
^  laago  rappretenlalivo  dei  valori  della  variabile ,  non  trovansi  finora  simultaneamente 
che  in  Germania,  e  propriamente  nella  scuola  del  sig.  Rieroann.  Assumendole  noi  pure 
',  BOB  intendiamo  perciò  disconoscere  come ,  sacrificando  alcun  poco  di  brevità , 
^  ytiia  supplire  ai  bisogni  della  esposiiione  anche  soltanto  coli'  una  o  coli*  altra.  Invece , 
^  Mcaipio ,  di  funzione  a  un  valore  si  potrebbe  dire  funzione  tnonodronta  in  Mio  il 
P^  étttm  9miMie,  Ciò  si  vedrà  usato  nell*  opera  dei  sigg.  Brlot  e  Bouquet. 

AhbfauDO  già  detto  (pag.  72  delle  Notizie)  che  il  vocabolo  monodroma  (da  p^'vof,  soto, 

*  ^flv^f  corso)  fu  introdotto  da  Cauchy.  Il  sig.  Riemann  lo  tradusse  in  einàndrig,  I  vocaboli 
N  MP  altra  torta  ,  proposti  da  questo  illustre  matematico  {Crelle-Borekardt ,  tomo  5i , 
9%  ì9lì-'ÌQI5)f  tono  einwerthig  {u  nn  valore)  e  mehrwerthig  (a  più  valori);  essi  hanno  il  pregio 

*  Isa  iachiadere  alcuna  idea  estranea  a  quella  di  numero.  Altrettanto  non  può  asserirsi 
^  vocaboli  eindemiig  e  mehnUutig  tuttora  molto    usati.  Noi  ci    permettiamo   di   esprimere 

in  questa  occasione  il  desiderla  che  venga  tolta  la  superflua  molteplicità  dei  voeaboli. 
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In  particolare  adunque,  ritornando  alla  funzione  w  =  z^, 
essa  potrà  dirsi  monodroma  in  un  cerchio  non  contenente  il 
punto  2=0,  e  polidroma,  e  precisamente  2droma,  in  un 
cerchio  contenente  il  detto  punto. 


CAPITOLO  SECONDO 


0.  4S.  Le  somme  infinite  si  distinguono  in  due  classi ,    ^ 
cioè:  diconsi  serie  quando  le  quantità  ossia  i  termini  Q  sia<>^ 
ciascuno  di  una  grandezza  determinata ,  tendente  del  resta      ^ 
zero  col  crescere   del   posto   o   indice   del   termine  ;  integr^^ 
quando  le  quantità  Q  sieno  infinitesime.  In  questo  capitolo  co  ^' 
sìdereremo  le  serie. 

0.  4#.  Per  qualsiasi  espressione  infinita,  e  quindi  ancl^^ 
per  le  serie,  si  ha   tosto   da  rispondere   a   questa   doman^^^^ 
fondamentale  :  come  si  possa  stabilirne  un  valore  ossia  un  ^^V 
gnificato  preciso?  Il  valore  di  una  espressione  infinita  non  pU^^ 
definirsi  dicendo  ,  senz'  altro,  eh'  esso  è  il  risultato  che  si  c^^^" 
tiene  effettuando  tutte  le  operazioni  indicate  ;  imperocché  nc^^f* 
è  possibile  di  eseguire  effettivamente  una  infinità  di  operazioc^^  '' 
Il  valore  ,  come  la  composizione  stessa  deli'  espressione  ,  no      ^ 
può  concepirsi  se  non  che  per  mezzo  dell'  idea  di  limite.  Ognui 
sa,  del  resto,  che  le  espressioni  infinite  devono  appunto  il  lori 
ingresso  nella   scienza  al   pensiero   di  calcolare   ed  anche 
confrontare  tra  loro  più  facilmente   le  grandezze  ,  consideran- 
dole come  limiti  di  aggregati  di  altre  grandezze  di  specie  pit 
semplice. 

Presso  gli  scrittori  francesi  si  vedranoo  osate  anche  le  espressioni  fametion  bìèn  déUrmnf* 
ffmetion  mal  déterminée,  che  sembrerebbe  meglio  abbandonare.  Si  riconoseerii  pure  né  a^ 
cessarlo  né  opportuno  V  uso  che  si  fa  della  espressione  fimziime  vmf&nme. 
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Per  Ogni  espressione  infìnita  si  dovrà  dunque  prendere  le 
mosse  dalla  considerazione  di  una  espressione  finita ,  la  quale, 
al  crescerò  del  numero  A'  delle  quantilà  Q  di  cui  si  componga, 
tenda  a  produrre  ia  espressione  infinita. 

Trattandosi  della  somma  infinita  delle  quantità  (5)  %.  42, 
si  potrà,  per  esempio,  prendere  per  la  detta  espressione  finita 
la  somma  abbracciante  ì  termini  Q„  „  dei  quali  gli  indici  sod- 
disfacciano alla  condizione 

m'  +  «s  <  i^  , 

essendo  R^  (da  cui  dipenderà  N)  quantità  destinata  a  crescere 
ìnGnìtamente. 

Se  ,  al  crescere  dì  iV ,  il  valore  della  espressione  finita 
tenderà  verso  un  limite  finito  ,  sarà  questo  limite  la  quantità 
da  riguardarsi  come  valore  della  espressione  infinita,  in  quanto 
però  questa  si  consideri  come  proveniente  dalla  espressione 
finita  imaginala.  Ed  in  tal  caso  la  espressione  infinita,  cosi  in- 
lurpretala,  si  dirà  convergerne.  Essa  direbbesi,  invece,  indeler- 
tm'nafa  ed  oscillante  qualora  il  valore  della  espressione  finita, 
anziché  tendere  ad  un'unica  quantità  finita,  continuasse  pur 
sempre,  nell'  infinito  crescere  di  A',  a  prendere  ora  uno  ora  al- 
tro valore  finito,  a  seconda  del  valore  di  iV.  Finalmente  sì  di- 
rebbe divergente  qualora  il  modulo  del  valore  della  espressione 
Gnila  andasse  crescendo  illimitatamente  con  N. 

È  aETallo  ovvio  di  comprendere  non  darsi  una  sola  maniera 
•1'  concepire  formata  una  espressione  finita  capace  dì  condurre 
Ad  una  fissala  espressione  infinita.  Ritornando  ,  per  esempio  , 
*1U  somma  infinita  delle  quantità  (fi)  |.  42,  si  potrà  variare  in 
inCnilc  guise  la  condizione  (m'-|-n'<fl')  prescrivente  i  termini 
^he  ogni  volta  devono  intendersi  abbracciati  nella  somma  finita. 
Imiginiamo,  per  fissar  le  idee,  le  quantità  Q„,„  distribuite  su  di 
oo  piano  in  modo  che  ciascuna  occupi  quel  punto  le  cui  coor- 
dinale cartesiane,  rispetto  a  due  assi  ortogonali  ivi  tracciati,  ab- 
bìaon  per  misura  gli  ìndici  (tn,n)  della  quantità  stessa.  La  condi- 
iione  m'-fn'</il'  stabilirebbe  che  U  espressione  finita  ( 
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abbracciare  tutte  le  quantità  Q  giacenti  entro  la  circonferenza 
di  centro  0  e  di  raggio  B.  Ma^  invece  di  una  circonferenza,  si 
potrebbe  ,  evidentemente ,  prendere  un'  ellisse  più  o  meno 
allungata ,  un  perimetro  rettangolare ,  o  quanti  altri  diversi 
perimetri  piacesse ,  che  ingrandendo  tendessero  ad  abbracciare 
tutto  il  piano. 

Cambiando  la  legge  di  formazione  della  espressione  finita, 
questa  potrà  talvolta  convergere  ancora  verso  il  limite  di  prima, 
tal' altra  invece  convergere  verso  un  limite,  differente,  e  taFallra 
infine  oscillare  o  divergere  ;  laonde  ovvi  luogo  a  riconoscere 
espressioni  infinite  di  valore  o  significato  unico  ,  indipendente 
cioè  dalla  legge  di  formazione  della  espressione  finita ,  ed  es- 
pressioni infinite  suscettibili  di  differenti  significati ,  od  anche 
suscettibili  di  esprimere  o  non  esprimere  una  quantità  detenni- 
nata,  a  seconda  delle  leggi  di  formazione  delle  espressioni  finite 
d^  onde  si  considerano  come  provenienti.  Comunque  sia  però, 
una  espressione  infinita  potrà  adoperarsi  come  rappresentativa 
di  un'unica  quantità  determinata,  ogni  qualvolta  sia  fissata  per 
la  medesima  la  legge  di  formazione  anzidetta,  e  riesca  conver- 
gente. Tuttavia  è  uno  dei  fondamentali  e  più  importanti  quesiti 
nella  teorica  di  ciascuna  specie  di  espressioni  infinite  qnello 
di  trovare:  se  e  come  la  convergenza  ed  il  valore  della  espres- 
sione infinita  dipendano  dalla  legge  di  formazione  della  espres- 
sione finita? 

0.  4IT.  Le  serie  che  soglionsi  considerare  in  prima  sodo 
quelle  della  forma 

(0  Qi  +  Qt  +  Qz+ 

L' espressione  finita,  dalla  quale  una  serie  sififatta  si  suole  con- 
siderare come  proveniente ,  è  la  somma  dei  primi  m  (iV=fli) 
termini.  Indicando  questa  somma  con  Om,  e  con  ^  una  deter- 
minata quantità  finita,  la  condizione  della  convergenza  pQ^ 
esprimersi  colla  scrittura 

lim*m  =  *. 


RIVISTA  DELLE  ESPRESSIONI  ANALITICHE  365 

Ammetteremo  siccome  notissimi  i  teoremi  di  convergenza 
basati  sulla  considerazione  del  rapporto -^^o  della  radice  0^"*; 

m  ne  adopreremo  anche  altri ,  che  dichiareremo  nelle  singole 
occasioni. 

L'  anzidetta  legge  di  formazione  della  somma  finita  è  quella 
che  si  presenta  naturalmente  ed  ò  la  più  semplice  ;  ma ,  con- 
formemente al  già  detto  in  generale^  non  ò  la  sola  concepibile. 
Si  potrebbe ,  per  esempio ,  imaginare  che  la  somma  finita  do- 
vesse constare  dei  termini  che  nella  disposizione  (1)  occupano 
i  primi  am  posti  disparì  ed  i  primi  bm  posti  pari ,  intendendo 
con  a  e  6  numeri  interi  positivi  ed  invariabili  al  crescere  di 
N^am  +  bm.  Si  potrebbe  riflettere  che  cambiare  la  legge  di 
formazione  della  somma  finita  vale  quanto  considerare  non  più 
la  sene  proposta ,  ma  una  novella  serie.  Cosi  >  neir  esempio 
imagioalo,  si  verrebbe  a  considerare  non  più  la  serie  (1)^  ma 
Qd'  altra  i  cui  singoli  termini  sarebbero  gruppi  di  a+b  termini 
della  prima ,  ossia  il  cui  termine  m esimo  sarebbe 

Q  +Q  + +  Q 

+  Q         +Q         + +  Q 

8(m— 1)6+3        3(111— l)6+i  Sm6 

• 

Invece  di  Om«  Ma  comunque  si  voglia  riguardare,  il  quesito  non 
Cessa  di  essere  fondamentale  ed  importante  anche  nella  parti- 
colare teorica  delle  espressioni  infinite  della  specie  (1).  Per  at- 
'Qoerci  al  modo  più  consueto  di  considerare  cotesla  questione, 
^Morremo  d'ora  innanzi  che,  per  le  serie  della  forma  (1),  la 
espressione  finita  debba  sempre  essere  la  somma  dei  primi  m 
termini ,  e  proporremo  la  questione  stessa  nella  seguente  ma- 
niera :  quale  influenza  possano  esercitare  sulla  convergenza  e 
^nl  valore  di  una  serie  le  alterazioni  neir  ordine  (compresi  gli 
^gregamenti  e  i  disgregamenti)  dei  termini?  A  questa  domanda 
ci  contenteremo  per  adesso  di  rìspondere  col  ricordare  il   se- 
guente importante  teorema  stabilito  da  Dirichlet  :  affinchè  una 
<me  rimanga  convergente  e  non  cambi  di  valore  alterando  cofntin- 
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que  P  ordine  dei  termini  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  conter- 
gente  la  serie  dei  moduli  di  essi  termini  (*). 

$.  4S.  Insieme  col  quesito  su  esposto  si  presenta  pure 
come  fondamentale  il  seguente  :  come  si  possano  attuare  ie 
operazioni  aritmetiche  sulle  serie?  Giova  riflettere,  in  generale, 
come  già  tacitamente  per  le  alterazioni  nell'ordine  dei  termini, 
che  non  si  possono  trasportare ,  senza  un  nuovo  esame ,  Del 
campo  delle  espressioni  infinite  le  regole  ed  i  teoremi  valevoli 
per  le  espressioni  finite.  Ora,  riguardo  alle  operazioni  di  addi- 
zione ,  sottrazione  e  moltiplicazione  di  serie  semplici  ricorde- 
remo essersi  stabiliti  i  seguenti  teoremi. 

Se  due  serie 

(?i  +  (?j  +  ...-  +  (?m  +..  . 

sono  convergenti  ed  hanno  per  somme  9  e  ^' ,  sarà  pure  conver- 
gente la  serie 

((?4±(?i')+((?,±(?,')+.--.+((?m±0«')  +  - 

ed  avrà  per  somma  $  ±  *'. 

Se  due  serie,  quali  sono  le  precedenti ^  rimangono  convergenli 
anche  riducendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi ,  ed  hanno  fer 
somme  ^  e  $',  sarà  pure  convergente ,  tale  essendo  se  riducm  i 
suoi  termini  ai  moduli  rispettivi ,  la  serie 

(?i0i'+(02(?i'+0i03')+...+((?m(?i'+(?«-i(?,'+...+(?i(?;)+." 

ed  avrà  per  somma  *$'. 

Da  guest'  ultimo  teorema  deduconsi  quelli  per  le  restanti 
operazioni  razionali ,  cioè  per  la  divisione  e  1'  elevazione  a  po- 
tenza d'  esponente  intero. 

(.  49.  Se  si  suppone  che  i  termini  Q  dipendano  da  una 
variabile  z,  si  presenta  tosto  la  domanda:  se  sussistano  aocbe 
per  le  somme  infinite  le  proprietà  che  sussistono  ed  incessao* 
temente  s'  adoprano  per  le  somme  finite ,  e  che  ne  fanno  di- 
pendere la  continuità,  la  derivazione  e  la  integrazione  da  qoelle 

(*)  Per  uno  studio  ordinalo  delle  seriosi  può  ricorrere  ali*  eccellente  Trattato  di  Mji^ 
Superiore  (Parte  I  :  Analisi  algebrica.  Firenze,  i863)  del  sig.  G.  Novi. 
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sìogoli  termini?  A  questa  domanda  risponde  il  seguente 
teorema. 

Se,  entro  una  porzione  S  del  piano  z,  le 

mo  funzioni  monodrome  continue  finite  ^  e  la  serie 

sia  ctmvergente  : 

t  La  somma  <b  (z)  di  questa  serie  sarà  pure  funzione  mO' 
tioànma  continua  e  finita  entro  S  ; 

ì.  Entro  S  si  avrà 

d9{z)      ^dQ,{z)       ^  dQ,{z)  ^^^^ 

dz  dz  dz 

3.  Si  avrà  pure 

'^Uentiemio  che  gli  integrali  sieno  presi  tutti  lungo  una  medesima 
**»«  di  lunghezza  finita  tracciata  entro  S  (*). 


(*)  Pel  qui  supposto  concetto  della  integrazione  con  variabile  complessa  vedasi  il  capi- 
**o  quarto  della  corrente  Sezione ,  od  anche  le  Notizie  a  pagg.  79-7Ì. 

L' asserzione  3  del  teorema  sì  dimostra  facilissimamenle.  Ma  non  così  le  asserzioni  I  e  3; 
•Uc  quii ,  nella  generalità  con  cui  qui  sono  profTerite ,  non  comparve  per  le  stampe  finora^ 
*koslro  credere ,  altra  dimostrazione  fuorché  quella  del  sig.  il.  Laurent.  Questo  matematico 
^^(Mtrava  il  teorema  in  una  tesi  presentata  alla  Facoltà  delle  Scienze  di  Nancy ,  e  posle- 
^•tKsle  anche  odia  pregevole  Théorie  dei  Béiidui  (pagg.  97-111  )  da  lai  pubblicata  a 
'^%i  nel  1865.  Alle  dette  asserzioni ,  prese  in  estensione  minore,  si  riferiscono,  come  già 
(tieanmo,  i  o.  15,  ÌG,  73  delP  opera  dei  sigg.  Briot  e  Bouquet. 

Nel  presente  argomento,  della  continuità  e  derivazione  delle  serie,  non  meno  che  in 
tle  le  altre  parti ,  come  vedremo ,  dell'  analisi  delle  funzioni ,  la  considerazione  della  va- 
glila coBspletsa,  congiunta  eoli' addottalo  concetto  di  funzione,  permette  di  introdurre 
>^  regolarità  e  semplicità ,  che  non  si  può  avere  quando  la  variabile  è  limitata  a  ponti- 
Wmtì  coatjluenti  una  estensione  di  una  sola  dimensione ,  cioè  dire  infine ,  a  valori  reali. 
M  Apporre  aolKMlo  che  una  quantità  sia  funzione  continua  e  finita  di  una  variabile  reale 
M  delermioato  intervallo  non  può  trarsi  la  conseguenza  che  anche  la  derivata  debba  es- 
*«  cootiau  e  finita  in  qnest*  intervallo.  Siffatta  conseguenza  invece  discende  benissimo , 
*^e  itértmto,  dal  snpporre  che  la  quantità  sia  funzione  continua  e  finita  per  tutti  i  punti* 
*lori  della  variabile  costituenti  una  estensione  di  due  dimensioni ,  cioè  una  porzione  5  del 
liano  rappresentativo.  Analogo  divario  in  rispetto  di  una  serie ,  secondocbè  i  termini  sup* 
Poagansi  soltanto  funzioni  continue  e  fioite  di  una  variabile  reale,  ovvero  snppongansi  fui- 
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(.  M.  Consideriamo  adesso  in  particolare  la  classe  delie 
serie  progredienti  secondo  le  potenze  intere  e  positive  della 
variabile ,  le  quali  tengono  posto  importantissioio  fra  le  varie 
classi  di  serie  adoperate ,  e  designiamone  una  qualunque  eoo 

(1)  flo+ai  z         +0,  2*  +  .  .  . 

Tutto  ciò  che  vogliamo  rammentare  circa   serie  come  questa 
varrà  anche  per  serie  della  forma 

(2)  ao  +  a,{z-r)  +  a^{z-Ty+  .  .  .  , 

lioni  continue  e  finite  di  una  ?«riabile  complessa;  od  anche  secondoehè  la  confergean mìi> 
sista  soltanto  per  ponti-valori  reali  oyv^o  per  panti-valori  secondo  doe  dimensiooi.  Codi 
prendendo  V  esempio  dato  da  Abel  nell'  occasione  che  qai  sotto  citeremo  ,  i  singoli  temisi 
della  serie 


senSir   ,   senSs 
senz 1 — 


sono  bensì  fnnsioni  della  variabile  complessa  z,  t  continne  e  finite  per  qoalonqve  vilon 
finito  di  2  ;  ma  ,  la  convergenza  sussistendo  soltanto  per  valori  reali  di  z ,  la  sonuna  ddh 
serie  non  potrebbesi  anticipatamente  ritenere  continua  per  tutti  I  valori  reali  e  fiaiU  ài  t* 
Ed  invero  I*  applicazione  dei  criteri  della  continuità  rivela  eh*  essa  somma  è  discooUnii  pei 
valori  di  z  che  sono  multipli  dispari  di  ir*  Ed  è  chiaro  che  la  serie  delle  derivate  dei  sii- 
goli  termini  non  è  convergente. 

Del  resto ,  si  noterà  che  le  conseguenze  in  discorso  non  riescono  stabilite  anche  per  i 
punti  del  contorno  della  porzione  5  di  piano  entro  cui  la  variabile  può  muoversi ,  bm  wl" 
tanto  per  i  punti  situati  decisamente  nell*  interno  di  S^  cioè  per  ogni  punto  intorno  al  tp/k 
come  centro  si  possa  imaginare  un  cerchio  di  qualsiasi  piccolezza  ma  ancora  finito  i  i  ^ 
punti  appartengano  tutti  ad  5.  La  serie 

2*  2*  z^ 

175+173+37*  + 

è  convergente  per  tutti  i  punti  z  giacenti  ndl*  interno  e  sol  contorno  del  cerchio  di  ngS>* 
f  e  di  centro  0«  ma  la  serie  delle  derivate 

z      z*      z^ 

T  +  J+J  +  ---' 

pel  punto  jTBsi  del  contorno  non  è  convergente. 

Neil*  analisi  con  variabile  reale ,  assai  più  che  ndl*  analisi  eoo  variabile  eomfÀttHt  " 
continuità  e  la  derivazione  delle  serie  costituiscono  un  argomento  delicato ,  ehe  domanda  sl- 
teriori  perfezionamenti.  fitìV  Ammiffte  mt§,  Cauchy  presentava  (  pag.  i31  )  circa  lieoatiaBi^ 
un  teorema  troppo  generale.  Abel  nella  Jfeaiorùi  iulla  tene  Mumimit  dichiarava  pel  pH*' 
1*  errore  di  Cauehy  »  esponendo  due  altri  teoremi  in  sua  vece  (  OEuvres  compi.  Toso  1  ' 
p«gg*  69-71  Théor.  lY  e  V  ) ,  del  primo  dei  quali  una  bella  dimostraiione  dovuta  a  f^ 
richlet  leggesi  nel  giorn.  di  Liouville,  anno  f  86S ,  pagg.  S53-S5S.  Canehy  ritoroava  pi* 
tardi  sul  proprio  teorema ,  considerando  anche  il  caso  di  variabilità  complessa  (  H^l*  ^ 
Um  striet  convtrgeniei  domi  Ui  dittrs  ferau^i  foni  det  fometima  eontinmtt  d*  «ne  Mf»'"*' 
rétlU  OH  iMMftJMnre,  eiilre  d€$  Umtes  doiméts.  Comptes  Rendns ,  lom.  3$  ). 
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do?e  r  esprìme  una  costante  »  col  solo  divario  di  rìferìre   alla 
goaDtita  z—t  ciò  che  per  le  serie  (1)  si  riferirà  a  z. 

Teorema.  Se  A  è  quantità  tede  e  positiva  per  la  quale  nes- 
suno  dei  termini 

[3)        mod Oq    9     mod a^.  A    y    mod a^.  A^  ,    ... 

rime  infinito ,  la  serie  {i)  è  convergente  per  tutti  i  valori   di  z 
m  modulo  minore  di  A. 

Infatti  se  sia  mod  2=r  <  A  ,  la  serie 


T+GT 


'  +  A+KV  +  "- 

è  convergente >  e,  moltiplicandone  i  termini  ordinatamente  pei 
numeri  (3),  tutti  finiti,  si  avrà  ancora  una  serie  convergente 

mod  Oq  +  mod  aj^.r'\-  mod  a^ .  r'  -f  .  . . 

Dunque  per  ogni  valore  di  ;?  a  modulo  minore  di  A  la  serie 
dei  moduli  dei  termini  della  serie  (1)  è  convergente,  e  però 
con?ergente  anche  la  (1). 

Sia  ora  A  il  massimo  modulo  di  z  pel  quale  i  moduli  dei 
termini  della  serie  (1)  rimangono  ancora  tutti  finiti ,  e  descri- 
vasi col  centro  in  0  e  col  raggio  A  un  cerchio.  Pei  punti  z 
giacenti  entro  questo  cerchio  si  ha  mod2<i4  >  e  però  la  se- 
ne (1)  è  convergente.  Pei  punii  z  giacenti  fuori  si  ha  modz^Af 
6  però  la  serie  (1) ,  siccome  formata  da  termini  i  cui  moduli 
Don  rimangono  tutti  finiti,  è  divergente.  Per  queste  proprietà  sif- 
I^tto  cerchio  si  chiama  cerchio  di  convergenza  della  serie  (1).  Sulla 
circonferenza  di  esso  la  serie  può  essere  ancora  dappertutto 
'Onvergente  ,  ovvero  in  certi  punti  convergente  ed  in  altri  in- 
Idterminata  o  divergente.  Per  la  serie  (2)  il  cerchio  di  con- 
vergenza ha  il  centro  nel  punto  r. 

La  serie 

2^  2*  2' 

^  convergente  neir  interno  ed  in  ogni  punto  del  contorno  del 
^rchio  di  raggio  1. 
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La  serie 

2'      3^      2* 

è  pure  convergente  entro  il  cerchio  di  raggio  i.  Ma  sulla  cir- 
conferenza v'  è  il  punto  z= — 1  in  cui  la  serie  è  divergente 
In  qualunque  modo,  del  resto»  z  dall' interno  del  cerchio  tend: 
al  punto  —  1  ,  il  modulo  della  somma  della  serie  tende  al 
r  infinito. 

Può  accadere  che  ,  tendendo  z  dal  centro  alla  circonfe 
renza  del  cerchio  di  convergenza ,  la  somma  della  serie  tend 
ad  un  valore  finito ,  mentre  la  serie  nella  circonferenza  riesc< 
indeterminata.  Abbiasi ,  per  esempio ,  la  serie 

che  converge   entro  il  cerchio  di  raggio  1  ed  ha  per  somm; 

* .  Per  maggior  semplicità  s' imagini  che  z  tenda  alla  cìr 

conferenza  percorrendo  un  raggio  ;  il  modulo  di  z ,  cioè  r , 
tenderà  all'  unità,  mentre  (u  rimarrà  costante.  Se  il  raggio  non 
sia  nella  direzione  positiva  dell'  asse  reale ,  cioè  se  non  sia 
6)  =  0,  la  somma  della  serie  tenderà  al  valor  finito 

1 

e  tuttavia  per  z=ie**  la  serie  è  indeterminata. 

Il  raggio  del  cerchio  di  convergenza  può  essere  nullo,  cioè 
dire  la  serie  non  essere  mai  convergente ,  se  non  per  z^^' 
No  è  esempio  la 

E  può  essere,  per  lo  contrario,  infinito.  La  serie  sarebbe 
allora  convergente  per  qualunque  valor  finito  di  2.  Ne  è  esempio 
la  serie  esponenziale. 

Pel  teorema  del  |.  precedente ,  la  somma  della  serie  (0^ 
entro  il  cerchio  di  convergenza,  è  funzione  continua  e  finita  AH 
e?  la  sua  derivata  può  esprimersi  con  la  serie 


•     • 
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^4  +  2022  +  8032*+.    .    .    , 

a  cui  spetta  lo  stesso  cerchio  di  convergenza  della  prima  (*). 

f  SI.  Per  una  serie  progrediente  secondo  le  potenze  in- 
tere e  negative  di  z 

(i)  fco  +  7   +^     + 

la  quale  riducesi  alla  forma 

mediante  la  sostituzione  C  =  -  >  si  riconosce  che  essa  sarà  con- 

2 

Tergente  e  la  sua  somma  funzione  continua  e  finita  di   z    per 

tolti  i  valori  di  z  rappresentati  da  punti  situati  fuori  del  cerchio 

^i  raggio  -~  ,  essendo  B  il  raggio  di  convergenza  della  serie 

e  che  la  derivata  di  detta  somma  potrà  esprimersi  con  la  serie 

64      2  6, 


•     • 


•  • 


2'  2? 

convergente  nella  stessa  estensione  della  (1). 

i  M.  Consideriamo  le  serie  costituite  da  un  sistema  di 
quantità  come  il  (3)  |.  42.  Pur  tenendo  fermo  ,  come  per  le 
serie  che  procedono  in  un  solo  senso  ^  che  nella  espressione  o 
somma  finita  i  termini  debbano  entrare ,  tanto  nell'  un  senso 
quanto  neir  altro^  secondo  V  ordine  stesso  con  cui  succedonsi 
i  loro  indici  a  cominciare  dall'  indice  0 ,  si  ha  tuttavia  una 
nnova  arbitrarietà  da  regolare ,  e  cioè  come  debba  crescere 
>l  nuaiero  m'  dei  termini  a  sinistra  di  Qq  in  confronto  del 
Isomero  m  dei  termini  a  destra ,  ossia  con  qual  legge  sia  da 
Concepirsi   che  crescano   insieme  all'  infinito   i  numeri  m ,  ni 


(*)  Per  le  serie  (i)  in    particolare  ,  la  proprietà    che  entro  il  cerchio  di   convergenia 
^1000  continue,  messa  in  rilievo  da  Abel,  può  anche  dcdursi  con   molta  seniplicitù    da 
*>' (nervazione  fatta  per  la  prima  volta  esplicitamente  dal  sig.  Duhamcl  fVedi  Bertrand 
f^ìé  de  ealeut  di/f.  ,  pag.  S7i  ). 
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nella  espressiorfe 

La  legge  potrebbe  lasciarsi  iDdeterminata  solo  qoando  non 
avesse  alcuna  influenza  sul  valore  della  serie;  il  che  avverrebbe 
qualora  le  serie 

(?.,+    (?-,+   (?.,+     .     .     ., 

fossero,  ciascuna  separatamente»  convergenti.  Fissala  la  legge* 
la  serie 

(1)  .  .  +  (?.,+  (?.,+  (?o  +  (?,  +  0,  +  .  . 
potrebbe  riguardarsi  ancora  come  della  forma  delle  dianze  co^ 
siderale,  prendendo  qual  termine  generale  (m  esimo)  il  gra|V|: 

(2)  Q^+  <?-,(^.)+.+  0-,(^.)+«+  •  •  •  +  <?-^.)  ' 


supposto  fw'  =  9(m).  Nel  caso  il  più  semplice,  cioè  di  m*=m, 
il  gruppo  riducesi  a  0^  +  0— m  •  Le  quantità  Qd^m,  invece  di  de- 
crescere, potrebbero  anche  andar  crescendo  al  crescere  di  «, 
e  tuttavia  la  serie  (1)  per  certe  leggi  di  formazione  rioscire 
convergente.  Imperocché  per  una  data  legge  la  convergenza  di- 
pende non  dai  valori  delle  singole  quantità  Q,  si  bene  daìT^ 
lori  dei  gruppi  (2)  prescritti  dalla  legge.  Ma  passiamo  a  con- 
siderare alcune  classi  di  casi  particolari  delle  serie  in  discorso. 

(•  ft3«  Una  prima  classe  si  ha  supponendo  Q^^=A±m^* 
cioè  prendendo  una  serie  progrediente  nell"  un  senso  secondo 
le  potenze  intere  positive  e  nell'altro  secondo  le  potenze  in- 
tere negative  di  una  variabile. 

Sieno  A  e  A'  ì  raggi  di  convergenza  delle  serie 

La  serie 

0—4  3—^  -|-  o—j  2—'  +  0—32—^  +  •  •  • 


RIVISTA  DBLLB  ESPRESSIONI  ANALITICHE  275 

convergerà  per  tolti  i  punti  z  situati  fuori  del  cerchio  di  raggio 

A'    • 
E  però  ,  se  sarà 

1 


la  serie 

convergerà  entro  la  corona  circolare  contornata  dalle  circonfe- 
renze di  raggi 

i     e     ^, 

anche  riducendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi,  e  la  somma 
saa  sarà  ivi  funzione  continua  e  finita,  la  cui  derivata  potrà 
esprimersi  con 

.. p ^-  +  «4  +  20,2  +  ..      . 

Per  qualunque  punto  z  situato  fuori  della  corona  la  serie  con- 
vergerebbe neirun  senso  ma  divergerebbe  neir altro,  perchè 
i  moduli  dei  termini  andrebbero  crescendo  all'  infinito;  e  quindi 
divergerebbe  qualunque  fosse  la  legge  del  simultaneo  crescere 
di  m  e  tri. 

Per  la  serie ,  ad  esempio  , 

^  corona  ò  determinata  dalle  circonferenze  di  raggi  ^  e  2 . 

ó 

Per  quest'altra 


'2  2"""^  Z  2^ 

I  1 

1^  corona  è  determinala  dalle  circonferenze  di  raggi  oc  e  —  , 

^ioè  dire  la  serie  possiede  le  proprietà  su  enunciate  per  tutti 
1  valori  di  z ,  tranne  0  e  oc  . 
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Per  la  serie 

-^  + -^  +  1  +  —  +  fc^ + 

la  corona  vien  determinata  dalle  circonferenze  descrìtte  col 
centro  in  r  e  coi  raggi  mod  a  e  2  mod  a. 

$•  ft4«  Come  seconda  classe  prendiamo  a  considerare  quel- 
le serie  colle  quali  si  può  attuare  la  periodicità  in  maniera  che 
la  medesima  rimanga  affatto  evidente. 

Una  quantità  avente  dipendenza  periodica  da  un'  altra  : 
può  trovarsi  espressa  sotto  tal  forma  che  non  lasci  niente  af- 
fatto trasparire  l' importantissimo  carattere  della  periodicilà. 
Questo  è  quanto  avviene ,  per  esempio,  delle  funzioni  e",  sen2, 
C0S2;  espresse  mediante  le  serie 


z  '»* 


4.2.3    '   1.2.3.4.5 

2*  2*  • 

1-    T-^     + 


•     •     • 


1.2     '     1.2.3.4 

Ma  s' imagini  invece  una  quantità  espressa  mediante  Qoa 
sene  convergente  della  forma 

(1)  ...+0(2+2a)+0(z4^)+0(2)+0(2J-a)+-(?(«-2a)+.--  • 
Siccome,  cambiando  z  in  z+a,  ogni  termine  non  fa  che  pren- 
dere il  valore  del  termine  che  gli  sta  a  sinistra,  così,  se, 
allontanandosi  inGnitamente  da  Q{z),  tanto  a  destra  che  a  si- 
nistra, i  termini  divengano  inGnitamente  piccoli,  potrà  dirsi  evi- 
dente che  la  quantità  o  somma  della  serie  possieda  il  periodo  (^ 
Ed  invero,  essendo 

pi  =   M 

|ju= — m' 

la  somma  finita  dalla  quale ,  col  crescere  di  mem' ,  scaturis^^ 
la  serie ,  se  al  posto  di  ciascun  termine    mettesi   quello  che 
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[li  Sta  a  sinistra  nella  (1  ) ,  manifestamenle    la   somma   finita 
ioo  si  altera  se  non  che  della  differenza 

2)  Q{zJ^m'a  +  a)  —  Q{z  —  ma)    , 

quindi  il  suo  limite,  ossia  la  serie»  non  potrà  alterarsi  se 
co  che  del  limite  di  questa  differenza,  il  quale»  pel  supposto, 
ari  zero. 

Se  questa  serie  non  sarà  convergente  nelP  uno  e  nell'  at- 
ro senso  anche  riducendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi , 
otrà  avvenire  che  alterando  V  ordine  dei  medesimi  si  ottenga 
na  serie  ancora  convergente  e  non  più  periodica.  Se  però 
i  rispetta  l'ordine  dei  termini  indicato  in  (1)  e  si  muta  sol- 
alo la  legge  del  simultaneo  crescere  di  m  e  m' ,  potrà  acca- 
ere  che  per  certe  leggi  la  serie  non  riesca  convergente;  ma, 
gniqnalvolla  riuscirà  convergente  e  i  termini  infinitamente 
iscosli  da  Q{z)  in  entrambi  i  sensi  saranno  infinitamente  pic- 
t)ll,  essa  sarà  anche  periodica. 

Fra  i  casi»  nei  quali  i  termini  non  vanno  impiccolendo 
^definitamente ,  giova  notarne  uno,  di  cui  incontreremo  in 
ignito  parecchi  esempi.  E  cioè  quello  nel  quale  la  differenza 
«)  tenda  »  al  crescere  di  m  e  m' ^  verso  una  costante  e.  At- 
ra lo  spostamento  dei  termini,  che  equivale  al  cambiare  z  in 
+a,  porterà  T  incremento  e  nel  valore  della  sene  ;  e  ripeten- 
>  lo  spostamento  altre  $ — 1  volte  (  per  lo  che»  in  complesso» 

produce  lo  stesso  effetto  che  cambiando  la  z  in  2^  +$a  nei 
rmini  quali  in  origine  sono  dati)  si  produrrà  T incremento  5c 
'I  valore  della  serie.  Se  la  serie  esprimerà  una  funzione  f{z)f 
lesta  funzione  non  sarà  periodica»  ma  avrà  periodica  la  de- 
dala; poiché  dalla 

Milita 

nzJrsd)^r{z) 

La  dipendenza  dei  termini  da  uno  fra  essi  quale  vedesi 
^lla  (1)  può  dirsi  la  più  semplice  »  ma  non  è  la  sola  colla 
Qale  possa  risultare  evidente  la  periodicità  della  somma.    Es- 
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sendo  h  un  numero  intero  ed  h  una  delle  radici  &  esime  del- 
l' unità ,  la  periodicità  sarebbe  ancora  evidente  nella  serie  * 
cui  termini  dipendessero  da  Qq=Q{z)  nel  seguente  modo 

(3)  Q^  =Hi*  q(js  -  ^  «)  » 

che  per  h={  coinciderebbe  col  modo  (1).  Essendo  hi*-*=hi^ 
dalla  (3)  risulta 

0,^=  H^'Q(z+a  —  ^  fl)     • 

E  però  cambiando  z  in  z  +  a  nella  serie  dei  termini  (3)  si 
produrrà  lo  stesso  effetto  che  facendo  scorrere  ogni  termine 
di  h  posti  verso  sinistra.  Quindi,  se  la  quantità 

Qiz+[tn'    +A]o)+0(2;+K+fc-l»  +  ..+(?(2^+[*»'+']«) 

— 0(2;— [m— H-l]a)— 0(2?— [m— A+2]a)— ..— 0(z— m  .  al 

che  adesso  tiene  il  posto  della  (2),  avrà  per  limite  0,  la  som- 
ma della  serie  ammetterà  manifestamente  il  periodo  a. 

È,  del  resto,  affatto  ovvio  che,  considerando  i  termini  come 
aggruppati  ad  h  ad  A,  una  serie  formata  coi  termini  (3)  rientra 
nella  forma  (i). 

(•  M«  Ritornando  a  questa,  supponiamovi  ormai  qualche 
forma  particolare  per  Q{z).  La  forma  che  da  se  stessa  si  offre 
per  la  prima  è  quella  delle  funzioni  algebriche  razionali.  Per&i 
qualunque  funzione  algebrica  razionale  si  decompone  in  do 
numero  limitato  di  parli  elementari  della  forma 

Bz^  ,     ^     , 

{z-cy 

essendo  g  intero  positivo.  Quindi,  tralasciando  le  parti  intere, 
che  non  darebbero  serie  convergenti,  e  prendendo  le  parti  fratte, 
e  precisamente  il  tipo  ora  ricordato  di  ogni  singola  fra  esse» 
facciamo 
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onero ,  scrivendo  soltanto  z  invece  di  z—^c,  facciamo 

^   ^        Z9 

Avremo  la  serie  dj  frazioni  razionali 

^*^  •  •  +  (^z+'ìay'^iz+ay^z^     {z—aY\z-^ay'^  '  •    • 

Sebbene  assai  particolare  in  confronto  della  (1)  del  |.  prece- 
dente, questa  serie  comprende  tuttavia  in  se  ancora  una  infi- 
oilà  di  serie  ottenibili  coli'  attribuire  valori  particolari  a  g.  Ora 
eomincieremo  a  dimostrare  che  tutte  le  serie  (1)  corrispon- 
denti a  valori  di  g  maggiori  di  1  sono  convergenti  anche  rida- 
cendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi.  Però«  invece  delle  sole 
(I),  abbraccieremo  nella  dimostrazione  un'  assai  più  larga  classe 
di  serie. 

Teorema.  La  serie 

(«)  4  • 

ifmk  rs  costituMccmo  un  sistema  semplicemente  infinito  di  ftian- 
M,  aoenU  tra  hro  differenze  dei  moduU  delle  qwM  si  possa  asse- 
9wrc  tifi  limite  inferiore  e  ptò  grande  di  zero  (*) ,  è  convergente, 
Meta  fiducendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi  ^  quando  sia  g^i. 
Consideriamo,  infatti,  a  dirittura,  la  serie  dei  moduli 

^(mod  fsy 

per  dimostrare  la  convergenza  della  quale  è  lecito  supporre 
qualsivoglia  particolare  ordinamento  dei  termini.  Imaginiamo  i 
termini  ordinati  per  gruppi  come  lo  furono  nel  §.13  i  punti  ta 
per  corone  circolari ,  determinate  da  circonferenze  descritte 
^n  raggi  multipli  di  una  lunghezza  fissa  A;  e  trascuriamo,  se 
^e  ne  fossero,  quei  termini  che  corrispondessero  a  quantità  o 
di  modulo  minore  di  A.  Conservando  anche  per  <  il  significato 

(*)  Vedi  il  g.  13.  Nel  cominciamento  di  questo  §.  è  anche  appanto  Dotato,  come  caso 
Meolare,  queUo  corrispondente  alla  serie  (f),  cioè  di  fa  ^^  z-^-ma. 
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datole  Del  §.  43^  la  somma  dei    termini   del    gruppo  menili 
nella  serie  (3)  avrà  un  valore  non  più  grande  di 

1 

e  quindi  la  somma   dei   primi  m  gruppi   un   valore   non  pi 
grande  di 


y  J. =_Ly  L 

-".  (uA)»       A»  -".  ut 

{ 

Ma  la  serie  2  —  >  come  si  sa,  è  convergente  per  j>!;  dar 

que  ece.  Come  dovevasi  dimostrafe. 

Per  9  >  1  la  serie  (1)  esprime  dunque  una  quantità  dì 
pendente  da  2;  e  dotata  del  periodo  a.  Ora  riflettiamo  altres 
che  questa  quantità  è  funzione  di  ;2^  e  continua  per  qualuoqu 
valore  finito  di  questa  variabile.  Per  valori  di  z  che  non  sìeo 
multipli  di  a,  quest'asserto  non  ò  che  un  caso  particots 
re  del  teorema  del  §.  49;  la  funzione  è  continua  insien 
e  finita.  A  persuaderci  poi  che  anche  per  un  valore  tm 
di  z,  multiplo  qualsivoglia  di  a,  la  funzione  rimane  contino^ 
divenendo  però  infinita  «   basta  che  togliamo  per  un  momeo^^ 

dalla  serie  il  termine  -, r  •  Senza  di   questo  termine 

{z—may 

somma  delle  serie  esprime  una  funzione  (f{z)  continua  e  fini 

per  z  =  fna.  Aggiungendo  adesso  a  (f{z)  il   termine  soppi*^ 

so,   che  è  funzione  di  z  continua   ma   infinita  per  ^=fr^ 

la  somma 

^^         {z—may 

cioè  dire  la  quantità  definita   dalla  serie  (1),  dà  ancora  ■> 
funzione  continua  di  z,  che  però  per  z=ma  diviene  infirp 

come  la  frazione  razionale  ; r-   . 

{z—may 


I 
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Per  completare  la  questione  della  convergenza  delle  serie 
ottenibili  dalla  (1)  col  fare  g=i,%3,  ecc.,  resta  da  esami- 
oarsi  il  caso  di  g=i.  Ponendo  az  invece  di  z,  potremo  con- 
siderare la  serie  sotto  la  forma 

Questa  serie  non  riesce  convergente  se   riducansi  i  termini  ai 
Dooduli  rispettivi. 

Supponendo  che  i  numeri  fn,m'  nella  somma  finita 

2 


crescano  conservandosi  sempre  eguali,  si  ottiene  una  serie  con- 
vergente che  può  anche  scriversi  come  segue 

1         /    1       ,      1       ,      1  \ 

6  che  si  sa  esprimere  la  funzione  circolare  ncotnz. 

Ma  imaginiamo  adesso   che  m'   debba   crescere  con  m  a 
seconda  di  un'  altra  legge  m'==f(m).  Finché  m  sia  finito,  si  ha 

Ora  ,  si  ha  ìdeolicamente 

V_L=v/J_+l\     vi 

=  \     ? _vi 

=2   ,^7^:^,    +2-- 


9») 


DuDqae,  ponendo 


ì  i 


SI  a?ra 


1 


\i 


Le  sene  che  scatarìscono  dalle  due  prime  somme  del  secoodo 
membro  sono   entrambe  separatamente  convergenti  ed  hanno 
quindi   valori   perfettamente   determinati,   sui    quali   la  legg<^ 
iti'=»9(m)  non  ha  influenza  alcuna»  e  Ta  cui  differenza  è  dun- 
que ncolnz.  Per  avere  il  lìmite  della  somma  (5)  basta  pertanto 
trovare  quello  di  X..  Separatamente,  ciascuna  delle  due  somoDd 
costituenti  X.  cresce  air  infinito  con  '  tu'  ed  m ,  si  che  Im    ^^ 
presenterebbe  come  la  differenza  indeterminata  di  due  infioìiif 
e  si  tratta  di  ottenerne  il  valore  quando   m'  ed  m  hanno    da 
crescere  simultaneamente  secondo  la  legge  prescritta.  A  tal  fine 
ricordiamo  che  la  quantità 

C«  =  l+-+^+ h Im, 

2     3  m 

dove  Im  significa  il  logaritmo  naturale  e  reale  di  m,  tende,  col 
crescere  di  m  all'  infinito,  ad  ufi  limite  finito  C,  del  cui  valore 
(0,57721  •..)  non  imporla  qui  tenere  parola.  E  però  dalle 
eguaglianze 


2l  =  C«+lm 
il" 


SI  avrà 


m 


Siccome  C«»  —  Q»  tende  al  limite  C—  C=-0  ,  X,  tenderà  a"» 
Slesso  limite  di  l—.E  pertanto  egli  è  solamente  il  valore  delq"^ 
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ni 
«ente—  air  infinito  T  elemento  da  cui  dipende  la  convergenza 
III 

ed  il  valore  della  serie  (4).   Per  la  convergenza   il  quoziente 

DOD  deve   tendere   né   a  0  né   a  oc .  Se   tenda  a  j  ,  o ,  ciò 

eh' è  lo  slesso,  se  suppongasi  sin  dal  principio  m'<=>9(iii)=jm: 

si  avrà  come  valore  della  serie  (4)  la  quantità 

7rCOt7rz+/j  . 

Cooformemente  ad  una  già  fatta  osservazione  generale,  questa 
qaiotltà  è  pur  sempre  funzione  periodica. 

Quanto  alla  serie  prima  che  z  fosse  mutata  in  az^  la  som- 
ma sarà 


2 =-cot— +-lj. 

^2;—  uà      a        a       a 


Le  somme  delle  serie  (1) ,  pei  valori  2,  3,  4, .  • .  di  g  , 
si  riducono  tutte  parimenti  a  funzioni  circolari  o,  ciò  eh*  è  dire 
'o  stesso ,  alla  funzione  e".  Supposto  per  semplicità  a=  1 ,  si 
trova  per  g  pari  (=2j)  la  formola 

(6)     V  *  ^;rY        '^  I  '^         +.,.1  '^         ^ 

_   {z — \>^         vsen'rrz    sen*7rz     '**     sen^ nzj 
B  per  g  disparì 

[7\Ì^  1  ^-»-Yc'C0S7rz      c"C0S7rj3r  c(p)C0S7rZ\ 

j^  (2— fx)*^-*"*  Vsen^TTZ     sen^TTZ     "     sen«^-*-%2;/ 

^endo  c^,c^f'.fCg;c', d\ . .  ,69)  costanti  delle  quali  i  valori 
i^OD  occorre  a  noi  di  precisare. 
%.  M.  Le  sene  della  forma 

(«)  . .  .+(?(2:+2a)4-(?(2;+(i)+(?(2)+(?(2;-a)+(?(z-2a)+ . . . 

^OD  somministrano  soltanto  la  periodicità  semplice,  ma  permet- 
U)no  anche  di  attuare  facilmente  la  periodicità  doppia.  Basta 
perciò  prendere  Q{z)  già  periodica,  ed  in  modo  del  resto 
che  la  serie  riesca  convergente. 

In  ordine  di  semplicità  si  presenterebbe  come  prima  fun- 
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zione  da  prendersi  per  Q{z)  la  ^,  ovvero^  vojendo  un  perìod 
dato  qualunque  6  ,  la 


Siri 

e  * 


Ma^  essendo 


%m  ^  ^  airi       r  5'^» 


[litt       TU 


la  serie  (1)  diverrebbe  il  prodotto  della  presa  funzione  sei 
piicemente  periodica  per  una  serie  che  non  conterrebbe  la  a?  , 
né  riuscirebbe  convergente ,  comunque  si  volesse  regolare 
il  simultaneo  crescere  di  m  e  m\  poiché  i  moduli  dei  termini 
sarebbero  in  progressione  geometrica  crescente  nell'un  seDSO 
e  decrescente  nell'  altro. 


Prendendo  invece 


Q{z) 


1 


27r 

sen  —  z 

0 


si  ottiene  la  serie 


+00         ^ 

— oe  sen  —  {z  —  fxa) 

0 

che,  ove  a  e  ò  non  abbiano  tra  loro  rapporto  reale,  converge 
in  entrambi  i  sensi ,  anche  riducendone  i  termini  ai  modoii 
rispettivi  ;  come  si  può  vedere  dimostrato  nel  §.  58  per  QQ 
caso  più  generale.  Questa  serie  esprimerà  dunque  una  fuoziooe 
continua  per  qualunque  valor  finito  di  z  ,  dotata  dei  periodi 
a  e  6 ,  ed  infinita  per  tutti  e  soli  i  valori  di  z  dati  da 


ossia  da 
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Z  =  l^<^+^b, 


essendo  v,  al  pari  di  (i,  numero  intero  qualsiasi  (*). 

f  ST.  Nella  serie  precedente  uno  soltanto  dei  due  perio- 
di è  dovuto  alla  forma  infinita  della  espressione.  Volendo 
ottenere  per  virtù  della  forma  infinita  non  uno  ma  due  periodi, 
cioè  dire ,  volendo  attuare  la  doppia  periodicità  nelle  serie , 
senta  prendere  termini  che  già  sieno  dotati  di  un  periodo,  bi- 
sogna ricorrere  alle  serie  doppie.  A  tal  fine  la  serie  (1)  |.  54 

suggerisce  tosto  di  formare  i  termini    della  serie   doppia   con 

on'QDica  funzione  0(z),  stabilendo 

(1)  (?M=CH^-f*a~^6) 

cioè  dire ,  prendendo  il  sistema  di  quantità 

*  •  •  •  •  • 

(?(*f2a+26)(?(z+a+26)(^(34.26)0(2—<H-26)(>C«— 20+26). 

(/(«+2a+6)0(-2+a-H'  )Q{z+  b)Q{z-a+ b)Q{z—2a+  b)  . 
0(2+2o  )(?(2+o  )Q{z  )Q{3-a  )(?(3r-2a  ). 
0(«+2o -ò)Q(z+o— 6  )0(z—  6)0(2— 0—6)  (?(z-2o-  6)  . 
(?(^f2o—  26)0(2+0-26)0(3— 26)0(2-0-26)0(2— 2a— 26) . 

*  •  •  '  •  •  • 

'q  siffatto  sistema  è  manifesto  che  cambiando  z  in  z  +  a  si 
produce  lo  stesso  efifetto  come  se  ogni  termine  prendesse  il 
posto  del  termine  successivo  nella  stessa  linea  verso  sinistra^  e 
^biande  z  in  z  +  b  io  stesso  effetto  come  se  ogni  termine 
preodesse  il  posto  del  successivo  nella  stessa  colonna  verso 
''dto.  Quiodi^  se  la  serie  sarà  convergente  e  non  si  altererà 
^'  valore  nò  per  V  uno  nò  per  i'  altro  dei  detti  spostamenti  , 
^^  ammetterà  i  due  periodi  a  e  6. 

Analogamente  al  già  osservato  nel   |.  54,  la  dipendenza 

(*)  E  ancbe  questa  uoa  delle  vie  per  giungere  alTullu  naluralmcutc  ulle  funzioni  ellilti- 
**^  Secondo    lo  uoUiioni   jacobiane  ,  rileaendu ,  a  =  SilC'  e  b  =  AK,  si  riconoscerà    a   «uu 

^^P*  ebe  la  fuaiiooe  qui  ottenula  é 


ir  sen  am  z 
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dei  termini  da  uno  fra  essi  indicata  dalla  (1)  può  dirsi  la  pV 
semplice ,  ma  non  è  la  sola  colla  quale  si  possa  mettere  i 
evidenza  la  doppia  periodicità.  Cosi  »  per  esempio ,  può  ancb 
servire  a  questo  scopo  la 

(2)  0„v=(--l>(?(z-f^-:^6). 

Con  questa ,  cambiando  z  in  z+b  non  si  produce  più  T  e 
fetto  dianzi  notato  ^  cioè  lo  stesso  effetto  che  cambiando  n^ 
secondo  membro  dell'equazione  definiente  Q^,^  il  numero  y  ì 
y — 1  >  ma  lo  stesso  effetto  che  cambiando  v  in  v — 2  ^  cambi; 
mento  che  non  altera  il  fattore  (— i)"^  •  Se  il  valore  della  seri 
non  subirà  alcuna  alterazione  per  questo  progredire  d' ogni  te 
mine  di  due  posti  verso  l'alto,  e  se  non  ne  subirà  d'altronr 
ai  cambiarsi  di  z  in  z+a,  la  (2)  avrà  somministrato  una  ser 
doppiamente  periodica. 

^.  ftS.  Contempliamo  anche  nel  campo  delle  serie  dopp 
ì  casi  particolari  forniti  dal  supporre 

0(.)=|.. 

Adottando  la  (1)  del  §.  precedente,  avremo  da  considerai 
le  serie 

^  ^  ^^"^Xz—li-a  —  vhy 

corrispondenti  ai  diversi  valori  di  g.  Ora  possiamo  stabilire   ^ 
teorema  analogo  a  quello  del  |.  55 ,  che ,  applicato  alla  s^^ 
precedente ,  dirà  eh'  essa  converge ,  anche  riducendone   i   ^^ 
mini  ai  moduli  rispettivi ,  quando  sia  9>2. 
Teorema.  La  serie 

ove  le  ra  costituiscano  un  sistema  doppiainente  infinito  di  quantff^ 
§.  13  »  aventi  tra  loro  differenze  delle  quali  i  moduli  sieno  tuf^ 
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mggiori  di  un  numero  fisso  d>  0,  converge,  anche  riducendone  i 
termini  ai  moduli  rispettivi ,  quando  sia  9  >  2. 

Consideriamo  la  serie  dei  moduli.  Per  ciò  che  si  disse 
nel  §.  13  il  modulo  della  quantità  fa  racchiusa  nel  quadrato 
(m+l,fH-i)  sarà  della  forma 

1 

[(m+£)«+(n+>?)']jj^, 

essendo  e  ed  vi  (=1— e,=l — yi  del  |.  suddetto)  quantità  reali 
comprese  tra  0  e  1.  E  però  la  serie  dei  moduli  potrà  rappre- 
sentarsi colla  scrittura 

1 

[(m4-c-)«+(n+>?yJi  — 

^iove  la  somma  deve  estendersi  a  un  numero  infinito  di  coppie 
^iiverse  di  valori  degli  interi  m  e  n,  ed  e  e  >?,  rimanendo  pur 
tempre  fra  i  detti  limiti,  possono  variare  da  un  termine  air  al- 
^^o.  La  serie  (3)  è  di  certo  convergente  se  lo  sia  la 

m'+n'  U 

9 

2«' 
1  coi  termini  9  astrazion  fatta  dal  fattor  costante -r-»  sono  rispet- 

Uvamente  maggiori  dei  termini  delia  (3).  Supponiamo  la  (4) 
Composta  soltanto  di  termini  i  cui  indici  m  e  n  sieno  positivi , 
^a  ammettiamovi,  del  resto,  tutte  le  possibili  coppie  di  numeri 
interi  positivi  per  (m,  n).  Se  anche  si  presentassero  per  (m,  n) 
^utte  affatto  le  possibili  coppie  di  numeri  interi  positivi  e  nega- 
tivi, la  serie  non  riuscirebbe  che  il  quadruplo  della  supposta. 
Ora,  imaginando  i  termini  della   (4)  disposti   nella  solita 

inaniera,  cioè  nelle  rispettive  posizioni  qui  sotto  indicate  dalle 

^ppìe  degli  indici 
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1,1  2,1  3,4  M 


componiamo  dei  termini  che  sono  in  una  stessa  diagonale  (pei 
quali  cioè  la  somma  m  +  n  ha  uno  slesso  valore)  an  solo 
gruppo.  Indicando  con  Gh  il  gruppo  A  esimo,  avremo 

2. .  r"n — i"/  =  ^  G*    f 
r  *     .  ^  1  « 

Ora,  riflettendo  che  per  qualunque  coppia  {fn,n)  si  ha 

m^  +  n^^j  (w+w)'  , 

si  scorge  essere 

9l     1  1  4 

ossia 

9  9      . 

«*<2«fiiqpìy<2  -^-2  j^  . 

Ma,  per  9  —  1  >  1 ,  la  seri«  ^l~i  ^  convergente;   dun 

lo  è  anche  la  ^Gk,  ecc.  C.  D.  D. 

Pertanto,  attribuendo  a  9  i  valori  3,4,5..,  si  otterran  ^ 
dalla  (1)  altrettante  serie,  che,  essendo  convergenti  anche 
ducendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi ,  non  subiranno  alcu 
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3razìone  per  qaegli  spostamenti  che  dicemmo  equivalere  al 
tare  z  in  z  +  a  o  z-\*b.  Ciascuna  di  queste  serie  espri- 
rà  una  funzione  continua  per  qualunque  valor  finito  di  z  » 
ata  dei  periodi  a  e  b ,  ed  infinita  per  lutti  e  soli  i  valori 
z  dati  dalla  formola  z  =  if-a+vb. 

A  compiere  la  discussione  della  convergenza  e  periodicità 
le  serie  comprese  in  (1)  restano  da  esaminare  i  casi  9=»!, 
=%  Per  questi  due  casi  non  solo  tace  il  teorema  precedente, 
è  anzi  facile  il  ravvisare  che  la  convergenza  delle  serie  dei 
doli  non  ha  luogo.  Però  sonvi  leggi  di  composizione  dì  som- 
finite  ,  da  cui  le  serie  si  possano  considerare  provenienti , 
r  le  quali  si  verifica  la  convergenza.  Dimostriamo  anzitutto 
3  esiste  una  di  siffatte  leggi ,  indi  investigheremo  quali 
stti  possano  essere  prodotti  da  alterazioni  nell'  ordine  dei 
mini. 

Ammettiamo  che  le  due  serie  traggano  origine  dalle  som- 
\  finite 

^      ^    z—it-a—vb   '   ^     ^  (z—fia — vby 

le  quali  si  faccia  crescere  infinitamente  prima  m  e  poi  n. 
ece  però  di  considerare  soltanto  queste  due  serie  conside- 
ro ancora  tutte  quelle  comprese  nelle  formole 

)  ItT-— — r^iTTT      »      I 


rchè  la  stessa  dimostrazione  può    abbracciarle  tutte    senza 

iiplicarsi ,  e  perchè  nel  tempo    slesso  si    vede  come   tulle 

ante    siffatte    serie   doppie    riducansi    ad    una  determinala 
^se  di  serie  semplici. 

Si  ponga  nelle  eguaglianze  (6),  (7)  del  |.  55 in  luo- 

a 

1  i 

>  di  z,  e  si  moltiplichi  la  prima  per-r-Ja  seconda  per 


'  otterrà  : 
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'^=— -*  'sen  TT 

a 

!z—ì^b 
CCOSTT— — 

a 
Quest'  ultima  vale  per  y>0;  per  g  =  0  la 

li  ==  m 


somministra 


(9)         2    -  =  -cot7r =-- 

E  pertanto»  ciascuna  delle  somme  finite 

vi»  _2 

formate  coi  termini  delle  serie   indicate   in  (6 
scendo  m  air  infinito,  un'aggregato  di  2n+l 
lori  di  V  da   — n  a  +n)  serie   convergenti,  d 
quali  le  (7),  (8),  (9)  forniscono  la  somma.  Sosl 
rie  queste  loro  somme  e  ponendo,  per  brevità 

nz  n  b       . 

—  =  S     ,     —  =  iS    , 
a  a 

è  chiaro  che,  per  compiere  la  dimostrazione  de 
basta  dimostrare   èssere   convergenti   le   serie 
somme  finite  della  forma 

V  «  <«        cos(g— v/5)  , 

^   sen«($— v^)  '    jT    sen«+*(?— "/^V  J 
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E  però  dimostreremo  che  sono   convergenti ,  anche  rida- 
melo i  termini  ai  moduli  rispettivi ,  le  serie  della  forma 

,..        '^"  cos*(C-v/3)  '^r-  sen\K-y^) 

V— •  sen»(C— v^)      '     ^J^^  cos^(C— v/3)      ' 

ji\  qualvolta  il  numero  intero  g  superi  T  intero  h. 
La  serie 


y  s=  » 


lim       2    col(C— y/3) 


»  in  generale,  il  caso  g=h  richiede  una  speciale  investigazione. 

Venendo  dunque  alle  due  serie  (10),  basterà  considerarne 

a  sola  ;  poiché  ,  attesa  Y  arbitrarietà  di  C ,  esse  non  differi- 

>no  essenzialmente  tra  loro  ,  trasformandosi  V  una  nell'  altra 

porre  C  +  -r  in  luogo  di  C.  Prendendo,  per  fissar  le  idee, 

prima,  è  subito  dimostrato  che  la  radice  n esima  del  mo- 
lo del  suo  termine  n  esimo ,  tanto  verso  destra  che  verso 
istra ,  tende  ad  una  quantità  fissa  più  piccola  di  I.  Sosti- 
^ndo  al  seno  ed  al  coseno  i  loro  valori  espressi  colla  espo- 
nziale ,  e  tenendo  v  invece  di  =bn ,  il  termine  d' indice  v , 
è  dire  il  termine  n  esìmo  verso  destra  o  verso  sinistra  come 
vuole,  si  troverà  espresso  dalla  frazione 

e        +e^  J 


ì^' 


e        -e  J 


Crescendo  n,  i  moduli  delle  due  funzioni 

e  ,    e 

^ndono  l'uno  a  oc,  l'altro  a  0.  Infatti,  designando   con  y  e 
ì  le  parti  reale  e  immaginaria  di  jS ,  si  ha 


»fó— *P)        »c     — ^"     ^ 
e  =  e    .  e       .e 

-•\:— »P)     — •:       vTi*  — v^ 

19 
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ma  dei  due  fattori 


e        ,    e      =  cos  vy^i  sen  vy 

Tuno  non  varia  con  v  e  l'altro  ha  sempre  per  modalo  T unità; 
i  moduli  delle  due  funzioui  variano  dunque  con  n  soltanlo 
in  virtù  del  terzo  fattore,  che  nell'  una  va  evidentemente  a  ce 
e  neir  altra  a  0. 

Perciò ,  trascurando  nel  numeratore  e  nel  denominatore 
della  precedente  frazione  quella  delle  due  funzioni  che  tende 
a  0  9  e  trascurando  inoltre  i  fattori  provenienti  *da 

e       ,    e 

dei  quali  le  radici  n  esime  dei  moduli  tendono  0  sono  egu^i 
air  unità  ^  si  otterrà,  come  modulo  del  termine  d'indice  v,  1^ 
espressione 

[rj 


dbv«(*— 9) 


[r] 


in  cui  dei  due  segni  premessi  a  v^  s'intende  preso  quello  p^el 
quale  zkvS  riesce  positivo.  Dividendo  T  esponente  ±v<J(/i- — s) 
per  l'intero  positivo  n  si  otterrà,  come  quantità  a  cui  ter» ^6 
la  radice  n  esima  del  modulo  del  termine  n  esimo  si  a  desC^ra 
che  a  sinistra ,  la 

e  , 

che  per  h<g  è  più  pìccola  dell' unità.    C.  D.  D. 

Questa  dimostrazione  mette  nel  tempo  stesso  in  chiaro: 
che  per  h>g  il  modulo  del  termine  d' indice  v  crescerà  ^^' 
finitamente  con  n,  onde  la  serie  in  ciascuno  dei  due  sensi  ^^' 
cessariamente  divergerà;  e  che  per  h  =  g  il  modulo  sudd^W^ 
tenderà  all'  unità,  onde  la  serie  potrà  riuscire  convergente  P^^ 
certe  leggi  di  formazione  della  somma  finita ,  ma  dovrà  aocb^ 
riuscire  divergente  per  altre  leggi. 
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CoDcentrìamo  l' attenzione   su   quest'ultimo   caso,    cioè 
soUe  sene 

^  ^  ^sen^(C— vjS)  • 

Sosb'Ioendo  a  cos'(C — v^)  Tuna  o  T  altra  delle  espressioni 

9  9 — * 

[I— senV— v/3)]5    ,    [l-sen^C— v/3)f«"cos(C-i/i8) 

lecondochè  g  sia  pari  o  impari ,  sviluppando  la  potenza  del 
binomio  e  dividendo  per  sen^(? — v/3)  ogni  singolo  termine  ,  la 
frazione 

cos*  (S— vjS) 
sen^  (? — v/3) 

si  troterà  decomposta  in  un  certo  numero  di  parli ,  le  quali , 
^  eccezione  di  una  sola ,  saranno  comprese  nella  formola  già 
contemplata 

cos*(C— vjS) 

sen«(C— 1//3)  '  ^^ 

Perciò  resterà  da  esaminare  soltanto  la  convergenza  della  serie 
iTente  per  termine  generale  la  parte  che  fa  eccezione.  Ora 
questa  parte  è 

,  cos  (S— v/3) 

1     ovvero      f- rf 

sen  (C  —^P) 

^^ndochè   g  sia  pari   ovvero  impari. 

Nel  caso  pertanto  di  g  pari,  la  serie  (11),  trovandosi  de- 
composta in  serie  che  convergono  anche  riducendone  i  termini 
^  moduli  rispettivi  e  nella  serie 

1  +  1+1  +  1  +  .. .  , 
^  divergente. 

Nel  ca80  di  g  impari  devesi  considerare  la  serie 

cos  (S  —vii) 
^  sen  ($— v/3) 

Questa  serie,  come  si  è  osservato,  non  converge  riducendone 
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ì  termini  ai  moduli  rispettivi;  i  suoi  termini  n  esimi  Qn  e  O-^i 
col   crescere  infinitamente  di  n,   non  tendono  a   zero»  ma 
due  limiti  diversi  da  zero  e  tra  loro  contrari. 

Stabilendo  che  il  numero  dei  termini  a  sinistra  (di  ^0=^^^^^ 
debba  conservarsi  sempre  eguale  al  numero  dei  termini  a  destra, 
la  serie  riesce  convergente.  Ed  invero,  fatta  astrazione  dal  ter~ 
mine  (?o,  si  ottiene  in  tal  caso  la  serie 

2  [cot(?-w/3)+cot(C+wj8)]  , 
fi=i 

che,  in  virtù  della  relazione 

sen  2  ^ 

cot  (?  -  wjS)  +  cot  (?  +  n(ì)  =  — ?7T— Fv  ' 

^  /  •        V  sen  (C  —  ni3)  sen  (5  +  fijS) 

prende  V  aspetto 

1 

(12)  sen  2  C  2 71^ ^ TTJ-lr:  • 

^     ^  ^  sen  (?  —  njS)  sen  (?  +  n^) 

Ora,  essendo,  per  quanto  si  è  dimostrato,  convergenti  le  d  w 
serie 

y.  mod rr       ,       2  mod  — -; -rr  , 

^         sen(?  — n/3)  ^         sen(C  +  nj8) 

lo  è  a  maggior  ragione  quest'  altra 

2  mod ^ .  mod  — j— — — 

^         sen(C  —  np)  sen(S  +  »/3) 

i  cui  termini  sono  ordinatamente  minori  dei  termini  della  serie 
che  si  avrebbe  moltiplicando  le  prime  due.  La  serie  (12),  dun- 
que ,  è  convergente  anche  riducendone  i  termini  ai  moduli 
rispettivi. 

Così  resta  dimostrata  la  convergenza  delle  serie 

1  1 

2— — — T  >    I 


z  —  fxa  —  vb  {z  —  fjt  a — vby 

ove  s'  intendano  provenienti  dalle  (5)  col  far  crescere  infioi^" 
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meote  prima  m  e  poi  n.  Possiamo  poi  anche  riflettere  che  la 
convergenza  della  seconda  di  queste  serie  non  cesserebbe  d'a- 
ver loogo ,  né  il  valor  suo  subirebbe  alcuna  alterazione  ,  se 
JDvece  della  (5)  si  prendesse  come  somma  finita  la  seguente 


V  =  n     |i  c=s  m 


{ 


2,     2    u_^,a—vh)*' 

qualunque  fossero  le  leggi  con  cui  dovessero  andare  air  infinito 
m' con  m  ed  vi  con  n. 

Noteremo  altresì  di  passaggio  che  le  funzioni  f^{z)  e  fj^z\ 
somme  delle  dette  due  serie,  sono  Tuna  dispari  e  l'altra  pari, 
lofatti  le  somme  finite  (5)  non  si  alterano  cambiando  nella 
espressione  del  termine  generale  fx  e  v  in  — ^  e  — v,  e  quindi 
anche  i  loro  limiti  rimangono  invariati ,  cioè  si  ha 

1  ^ 

AW  =  2— — --T-=     1 


^  però  si  avrà  anche 

A(-"0  =  1 ^ — j-  =  - 2     .    *,  ,  =-A(^) 

— z — fxa — vb  2+f*o+*''> 

1  1 

/i(^z)  =  2  ;^ rri  =         2  TH m  =       A(^)- 

(— Z— (Aa— v6)*  .  ^  (2+fxa+vft)'  '^^ 

Perjf>2  è  forse  superfluo  T  avvertire  che  la  serie  (1)  rap- 
presenta  una  funzione  dispari  o  pari  secondochè  sia  dispari 
^  pari  g. 

i  ftO.  Accertata  la  esistenza  di  un  significato  preciso  per 
'^  serie 

0)  y       * 


Z—  (M  —  vb 


'  ^(»—{Jia-v6y   ' 
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passiamo  ad  investigare  quali  alterazioni  possa  subire  cotesto 
signiGcato  o  valore  alterando  Y  ordine  dei  termini.  lodichiamo. 
per  brevità,  col  segno  V  la  variazione  di  valore  che  una  seria, 
la  cui  somma  dipenda  dall'  ordine   dei   termini ,  subisce  alior 
che  quest'  ordine  viene  alterato.  Circa  questo   segno   possiamo 
tosto. riflettere,  che  si  potrà   togliere  od   aggiungere  ad  aa^ 
somma,  dinanzi  a  cui  esso  si  trovi,  un  numero   finito  qaalsi- 
voglia  di  termini  ;  poiché  la  somma   di  un   numero   finito  di 
termini  non  può  subire  alcuna  variazione  per  qualunque  modo 
si  alteri  Y  ordine  dei  termini.  Similmente  ,  si  potrà  anche  to- 
gliere od  aggiungere   un   gruppo  composto  d'  una   infinita  di 
termini ,  se  questo  gruppo   costituisca  una  serie  che  rimanga 
convergente  anche  riducendone  i  termini  ai  moduli  rispetti?!. 
I  valori  di 

(3)  V2 ir   > 

(4)  V  2  * 


{z —  i^a  —  vby 

per  ogni  fissata  alterazione  neir  ordine  dei  termini ,  dipende- 
ranno da  a,b  ,  z. 

La  natura  della  dipendenza  da  2;  è  facile  a  determinarsi  » 
qualunque  sia  del  resto  Y  alterazione.  Infatti ,  cominciamo  a 
riflettere  che  nella  determinazione  di  essi  valori  si  può  trala- 
sciare in  entrambe  le  serie  (1)  e  (2)  quei  termini  pei  qo^" 
non  sia 

(5)  mod  (fxa  +  vb)  >  mod  z     , 

il  cui  numero,  finché  z  é  quantità  finita,  é  finito.  Tolti  questi 
termini ,  ognuno  degli  altri  si  può  sviluppare  secondo  le  p 
tenze  di  z  in  serie  convergente ,  come  sta  espresso  nelle 

1  ì  z  z^ 

l  _  1  2  2         I      3z« 


•  • 
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Mediante  questi  sviluppi  dei  loro  termini,  le  serie  stesse  (1)  e 
(2)  Tengono  ad  essere  sviluppabili  in  serie  secondo  le  potenze 
di  2 ,  e  cioè  si  possono  ridurre  alla  forma 

1  1  1 

(6)  r  — -r— r-= -2'  -rr-r-  -  ^T 


z — pta — vb  pta+v6  (p^+J'fr)* 

1  1  ^1 

dove  con  ^  s' intende  significare  che  vanno  ommessi  i  termini 
oon  soddisfacenti  la  condizione  (5).  Alle  serie,  che  qui  compajono 
qnali coefficienti  di  z,  siccome  casi  particolari  (2=0;5f=l,2,..) 
delle  serie  (1)  del  |  precedente,  si  applica  il  teorema  che  ne 
dichiara  la  convergenza  ed  il  valore  indipendenti  dall'ordine  dei 
termini  per  g>%  Perciò  nella  ricerca  del  valore  di  V  per  le 
serie  (6)  e  (7)  si  potranno  tralasciare  tutte  le  potenze  di  z 
^moltiplicate  per  coefficienti  pei  quali  sia  9>2.  Da  qui  risulta 


1  1  1 

V2' — =— V2' — r zvr 


^destituendo  infine  alle  serie  che  figurano  in  queste  eguaglianze 

• 

m  termini  ommessi  siccome  non  soddisfacenti  alla  (5),  soltanto 
deluso  quello  pel  quale  gli  indici  u  e  y  hanno  entrambi  il  valor 
*6ro;  e  ponendo,  per  brevità  , 

^>  otterrà 

^)        V2 ^ — —=.^A-Bz  , 

(2 — (IO— v6)' 

^^  .4  e  fi ,  costanti  rispetto  a  z  ,  dipenderanno  da  a  e  6  in 
^110  od  altro  modo  a  seconda  della  natura  dell'  alterazione  nel- 
l'ordine  dei  termini. 
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Ora,  per  questo  riguardo,  ci  Umileremo  a  cercare  i  valori  di 
il  e  ìB  per  quelle  alterazioni  che,  oltre  essere  semplicissime,  sono 
anche  della  massima  importanza ,  siccome  quelle  che  ,  se  non 
mutino  il  valore  della  serie,  fanno  prova  della  sua  periodicità. 
I  valori  dì  A  e  B  furono ,  del  resto ,  investigati  anche  per  al^ 
terazioni  d'  altra  natura  (*). 

Volendo  attuare  in  una  somma  od  in  un  prodotto  inGnit^ 
un'  alterazione  neir  ordine  secondo  cui  devonsi  imaginare  sonc^ 
mati  0  moltiplicati  tra  loro  i  termini  o  fattori,  il  più  semplio^ 
mezzo  è  quello  di  introdurre  invece  dei  primitivi  indici  /x  e  v  nuov 
indici  *^eX  legali  ai  primi  da  relazioni  tali  che  ad  ogni  coppia  di 
valori  interi  di  fx  e  v  corrisponda  una  ed  una  sola  coppia  di  valori 
interi  di  x  e  X  ^  e  viceversa  ;  e  di  ritenere  che  la  espressione 
Gnila,  d'  onde  la  infinita  ha  da  scaturire,  debba  essere  formata 
rispetto  ai  nuovi  indici  nella  stessa  maniera  che  rispetto  agli 
indici  di  prima.  Cosi ,  per  esempio  ,  se  si  consideri  la  serie 
scaluriente  dalla  somma 

1*'^  z — fjLa — vfe 
eslesa  a  lutti  i  valori  di    f*  e  v    pei  quali  sia   (x*4-v«</P,  e 
vogliasi  produrre  uno  spostamento  nei  termini  di  questa  serie 

(*)  Per  questo  $,  come  pel  precedente,  noi  attingiamo  ai  preiiosi  Beilrdge  xttr  Tk^rif 
der  elUptischen  Functionen  pubblicali  da  Eisenslein  nel  tomo  35  del  giorn.  di  Creile  (cil*" 
a  pag.  20  delle  Notizie).  Le  serie ,  di  cui  stiamo  trattando,  sono  intimamente  icgat^  m** 
anche  apparirà  in  questa  Sezione,  coi  prodotti  doppiamente  infiniti  pure  adatti  alla  nppr^ 
sentazione  analitica  della  doppia  periodicità.  E  precisamente  ,  si  è  nella  investig^zioie  i^ 
proprielà  di  questi  prodotti  che  si  offrono  nei  detti  Beitràge  (VI)  le  serie  doppie  io  ^ 
stione.  Lo  slesso  avviene  nel  Mémoire  sur  lei  fonctiont  doublement  pèriodiques  prceedeBl^ 
mente  pubblicato  dal  sig.  Cayley  nel  tomo  10  del  giorn.  di  Liouville.  Quanto  alle  sene  ' 
questione ,  il  sig.  Cayley  ivi  non  contempla  se  non  che  alterazioni  della 

^((xa+vò)*'  : 

imperocché,  ammettendo  egli  che  per  ogni  coppia  <  ]k,  v)  di  valori  degli  indici  debba  leapf* 
esservi  anche  la  contraria  (— |i,  —  v)  i  la  serie 


riesce  sempre  zero. 
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eolia  introdazione  dei  nuovi  indici  x  e  X,  sarà  da  ritenersi  che 
la  novella  sene  sia  il  limile,  per  R  crescente  air  infinito,  della 
somma 

i 


-^«A  2— <p  (x,  X)  a—  ^  (x,  X)  b 

estesa  a  latti  i  valori  di  x  e  X  pei  quali  riesca  x'  -|-  X'  <  /P  ; 
f(x,  X)  e  ^  (x,  X)  significando  le  espressioni  che  si  cavano  per 
(t  e  y  dalle  relazioni  fra  fx,  v,  x,  X. 

Vi  hanno  due  specie  di  coleste  trasformazioni  degli  indici 
le  quali  particolarmente  meritano  considerazione.  La  prima  spe- 
cie consiste  nello  stabilire  fra  gli  indici  le  relazioni 

(14)  ^  =  x  — p    ,     y  =  X  — g, 

essendo  p,q  numeri  interi  fissi.  Se  /x  e  y  percorreranno  tutta 
la  serie  dei  numeri  interi,  la  percorreranno,  per  queste  equa- 
zioni, anche  x  e  X;  e  ad  ogni  coppia  (fx,  y)  corrisponderà  una 
ed    una  sola  coppia  (x,  X) ,  e  viceversa. 

La  seconda  specie  consiste  nello  stabilire  le  relazioni 

li  =  e, ,  X  -f  e, ,  X , 

delie  quali  i  coefiicienti  siano  numeri  interi   tali  che  il    deter- 
i&ìoaDle 

C=  C^^  C,^,        e,  ,  C^^ 

riesca  ±1.  Anche  queste  relazioni  soddisfanno  alle  condizioni 
enunciate.  Infatti^  se  siano  interi  x  e  X,  lo  saranno  anche  ii  e 
^\  viceversa,  essendolo  fx  e  y,  lo  saranno  anche  x  e  X,  perchè 

^  fioalmente  vi  sarà  sempre  una  sola  coppia  (x,  X)  per  una  data 
^pia  (fi,  v) ,  e  viceversa.  Come  caso  particolare  di  questa 
specie  di  trasformazione  e  da  noverarsi  quella  che  si  suol  dire 
lo  scambio  degli  indici ,  scaturiente  dal  supporre 


C| 


,1=0  ,  c,^,  =  i  ,  c,,=-i  ,  c,,  =  0. 
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Queste  sono  le  specie  di  trasformazioni  degli  indici,  ossia 
di  alterazioni  nell'ordine  dei  termini,  investigate  da  Eisenstein 
nel  lavoro  citato.  Noi  ci  contenteremo  di  seguire  Eisensteio  ìd 
ciò  che  riguarda  la  prima  specie  {*). 

Basterà  cercare  il  valore  della  variazione  (3)  ossia  (9); 
poiché  il  coeflìciente  di  z  in  questa,  preso  con  segno  contrario, 
darà  senz'  altro  il  valore  della  (4)  ossia  (iO). 

(*)  Abbiamo  già  fallo  osservare  che ,  se  ona  simile  Irasformaxioue  ,  per  quali  si  «tao 
valori  interi  di  p  e  q  (ovvero  anche  soliamo  per  le  coppie  p*==ì  e  ^  =  0,  p=Oef=l)> 
non  produca  alcun    cambiamrnlo    nel   valor    della    serie  ^    la  serie    è    dolala  dei  perto^ 
a  e  6.    Tullavia    non   è  forse   del    tulio  inopportuno    l'insblere  ancora   sa  questo   poOlA* 
Consideriamo  la  serie  (1)  ,  definita  come  limite  della  prima   delle  somme  (5)  del  %  prec^ 
dente  ,  e  di  cui  il  valore   già  indicammo  con  /*!  {z).  Facendo  su  quesla  serie  la  trufori'*' 
zione  (1!)  ,  il  termine  generale  da 

I 
X—  pa — v6 
si  cambierà  in 

f  1 


z — (x--|»)a-(X — q)b        {z-\'pa^qb) — xa — Xb  ' 
si  che,  per  esempio ,  in  luogo  del  termine  particolare 


i 


z — 7  a — 46 
comparirà  per  la  serie  trasformata  il  termine  particolare 

i 


{z-\-pa^qb) — 7  a  —  46 
Questa  serie  trnsformata  sarà  il  limite  a  cui  tende  la  somma 

X  es  n    X  =  m  I 

facendo  crescere  infinitamente  prima  m  e  poi  n;  o,  eambiando  le  lellere  »  e  X  nelle  |& 
sarà  il  limite  a  coi  lende  la  somma 

V  =  n   p  =  III  1 

y       V 


-e». 


v==-n   4^-m  {z+pa+qb)-^^yb 

Ora  evidentemente  ,  questa  somma  non  è  altro  che  la  slessa  (5)  del  §  precedente  ,  dover 
luogo  della  z  (la  cui  voriabilità  possiamo  riflettere  non  esser  punto  limitata  dalla  convergei^  ^^'^^ 


si  metta  z-\-pa-\-qb.  Il  valore  adunque  della  serie  trasformata  sarà  /ì(^4'|Ni4'^)*  ^ 
se  la  Irasformasione,  qualunque .  fossero  p  e  q,  non  alterasse  il  valor  della  sertr>  si  avrel:^ 
la  eguaglianza 

■/i(»-l-p«-h*H/'.(») , 

che  ne  alte(t«rebb«  la  do|>i>i«  perkxlieiU. 


i 
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Potrebbesi  considerare  soltanto  le   due  trasformazioni   af- 
falo particolari 

fX  =  X  ,      v==X— 1, 

delle  qnali  la  (11)  può  riguardarsi  come  composta. 

Ha  consideriamo  a  dirittura  la  (11).  Il  valore  della  (3)  è 
il  limite  della  differenza  fra  la  somma 

xl^n  -A.  z-{.-pya-(l-q)b 


e  la  somma  (5)  del  §  precedente 


«   |i  =  m 


(12)  2     2       * 


z — pia — v6 
La  prima  di  queste  somme  può  anche  esprimersi  come  segue 

(^3)  2     2 


z— f^a — vb 

L>a  differenza 

(13)-(12) 

Ptiò  semplificarsi  assai,  perchè  le  somme  (13)  e  (12)  conten- 
Sono  in  gran  parte  gli  stessi  termini.  Sono ,  cioè ,  comuni  ad 
entrambe  tutti  i  termini  pei  quali  i^,  v  sono  compresi  fra  i  limiti 

Qualora  p,  q  sieno  positivi. 

Per  le  tre  altre  possibili  combinazioni  dei  segni  di  p,  q  si 
^^DDo  tre  altri  simili  sistemi  di  limiti  che  determinano  sempre 
lo  stesso  numero  di  termini  comuni,  ritenendo  sempre  gli  stessi  i 
Moduli  di  p,q.  Ma  per  maggior  semplicità  e  chiarezza  prendiamo 
di  mira  soltanto  la  combinazione  dei  segni  positivi. 

Formiamo  dunque  la  differenza  di  quelle  sole  parti  che 
^on  sono  comuni  alle  somme  (13)   e  (12).  A  tal  fine   imagi- 
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niamo  i  termini  disposti  nella  solita   maniera,  cioè   come  sta 
espresso  nel  quadro  (5)  del  |.  42,  si  che  ogni  termine  occopi 
il  posto  determinato  dai  suoi  indici  considerati  come  coordinate 
cartesiane.  La  (12)  è  la  somma  di  tutti  i  termini  che  trovansL 
entro  e  nel  perimetro  del  rettangolo   AB  CD  (Fig.  19)  i   coi 


A 


G 
B 


E 
A 


Fig.  f9. 
I 


(i 


0 


F 


^ 


E      B 


v 


lati  hanno  le  distanze  itm  e  ±n  dagli  assi  (Ofx,Ov).    Il   p^i 
saggio  dalla  somma  (12)  alla  (13)  viene  espresso   geometrici' 
mente  dallo  scorrere  del  rettangolo  parallelamente  a  se  stasso 
nel  piano,  si  che  il  lato  CD  riesca  in  Q D^  alla  distanza tii—/^ 
da  OfA,  ed  il  lato  AD  riesca  in  A^D^  alla  distanza  n — gda  0^. 
Le  due  posizioni  ABCD  e  A^B^C^D^  del  rettangolo  hanno  co- 
mune la  parte  EBFDj^.  E  però  la  differenza  V  sarà  l'aggregato 
delle  serie  scaturienti  dalla  somma  dei    termini    contenuti  in 
Aj^BiG  E  e  BGCiF  meno  l'aggregato  delle   serie   scaturienti 
dalla  somma  dei  termini  contenuti   in  HFCD  e  AEDj^H.  Indi- 
cando coi  rettangoli  stessi  le  serie  rispettive,  potremo  scrivere 

S/=A^B^GE-\'BGC^F—HFCD—AED^H . 

Facciamo  crescere  infinitamente  m.  I  due  rettangoli  ABCD 
e  A^B^C^Dj^  si  allungano  infinitamente  secondo  Ofx  conservando 
inalterata  la  dimensione  secondo  Ov.  La  somma  dei  p(2n+0 
termini  contenuti  in  A^B^GE  e  quella  dei  p(2n-f  1)  contenoli 
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FCD  hanno  per  limile  zero,  essendosi  dimostrata  la  con- 
$Dza  delle  serie  provenienti  dal  far  crescere  m.  Le  due 
,  air  incontro  ,  corrispondenti  a  EGC^F  e  AED^H  danno 
Qna  origine  a  q  serie  ,  per  le  quali  V  indice  fx  prende 
i  valori  interi  positivi  e  negativi.  Le  q  serie  del  rettan- 
BGC^F  si  hanno  da 

2 


z—fia-{-(n+q)b 

0  a  9  i   valori   1 .  2 , . . . ,  9.  Le   q  serie   dal    rettangolo 
,tf  si  hanno  similmente  da 


i»=+" 


2 


z — uà — (n — q)b 

Ottenere  il  valore  di  V  bisogna  determinare  a  quali  limiti 
ino  le  somme  di  queste  serie  convergenti  allorché  n  va 
i6nito.  Considerando  la  prima,  la  somma  sua  per  n  finito, 
rza  della  (9)  del  |  58  dove  si  ponga  v=— n — q,  è  data  da 

z+qb+nb  i 

=+oe  .  COSTT .'P  +  T 

^    1 n  a         nt         ^ 

^    2 — M+(n4-q)b      a  z+rò+wft       a  ,       i  * 

a  ^ 

ì,  per  brevità, 

x-k-qb-^nb  z-k-qb      inb 

I1C tic  — n 

]ovremo  osservare  se ,  crescendo  n ,  cresca  positivamente 
;ativamente  la  parte  reale  di  questo  esponente;  poiché  nel 
»  caso  la  esponenziale  ^  tenderà  a  oc,  nel  secondo  a  0. 
rciò  basta  osservare  come  cresca  la  parte  reale  della 
ita 

•  7:6 


a 


n 


coefficiente  di  i  nel  rapporto  -  sarà  positivo,  sarà  nega* 
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tiva  la  parte  reale  di  — n ,  quindi  la  ^  tenderà  a  zero,  e  la 
frazione 

ni  «^ jri<p  +  l 

a  ,       i        a  <p* — 1 

Tri 

tenderà  a .  Quando  invece  il  coefficiente  di  i  nel  suddello 

a 

rapporto  sarà  negativo ,  la  ^  tenderà  a  x ,  e  la  frazione 


ni^+ì 

Tri     ^<^« 

7tl 

tenderà  a  — .  Indicando  con  £  una  quantità  che  debba  avet^ 

h 
il  valore  +1  o  — 1,  secondochè  il  coefficiente  di  •  in  -     ^^' 

positivo  0  negativo,  avremo  in  ogni  caso 

(14)  "«    2    1 =      ~. 

Similmente  si  trova 

4  eni 


(15)  Ita.    2 


z — fxa— (n — q)b  a 

,        _,  ETTI 

Dunque  V  eguaglia  la  somma  di  q  sene  di  valore  — meoc^ 

somma  di  a  serie  di  valore ,  cioè 

a 

V2 ^  =  2g— . 

r — fxa — vo  a 

Questo  risultato  vale  per  p  e  q  si  positivi  che  oegalivi  ^ 
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Esso  è  indipendente  da  z,  e,  ricordando  le  (9)  e  (IO),  som- 
oioislra 

A ?2f!!!    .    B=o. 

a 
Da  qui  si  vede  che 

(z — fxo — v6)* 

cioè  che  la  serie  (2)  è  doppiamente  periodica.  Ma  non  di- 
mentichiamo che ,  diversamente  dai  casi  nei  quali  1'  esponente 
del  denominatore  supera  il  2 ,  essa  serie  resta  soltanto  dimo- 
strata doppiamente  periodica  nella  supposizione  che  provenga 
come  si  è  dichiarato  dalla  somma  finita  (5)  del  §  precedente. 
Quanto  alla  serie  (1),  il  suo  valore  non  si  cambia  cam- 
biando z  in  2-f-pa,  poiché  in  tal  caso  q  è  zero;  essa  quindi 
ammette  il  periodo  a.  Ma  non  ammette  il  periodo  6;  pe- 
rò ,  facendo   crescere  z  di  multipli   di  b ,  essa  cresce   degli 

2«7ri    ^ 

Stessi  multipli  di  — — .  E  poi  chiaro  che,  defluendo  la  (1)  an- 

6 

torà  come  limile  della  espressione  finita  (5)  del  §  precedente, 
ma  in  cui  debba  crescere  inGnitamente  prima  n  e  poi  m,  si 
avrebbe  una  funzione  dotata  del  periodo  b,  invece  dell' a. 

Egli  è  facile,  del  resto  ,  persuadersi  che  si  può  ottenere 
la  doppia  periodicità  anche  per  una  serie  avente  per  termine 
generale  Punita  divisa  per  una  funzione  lineare  di  z,  e  definita 
come  limite  di  una  somma  analoga  alla  (5)  del  §  precedente, 
^rendendo  invece  del  tipo  (1)  il  tipo  (2)  §  57,  cioè  conside- 
rando la  serie 

^ppllcandori  la  trasfonnazioDe  di   indici  (il)  e  ragionando  co-" 
^iM  già  per  la  serie  (1),  si  trova  che  la  variazione 


V2 


v"' 


2— fXO— -6 
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eguaglia  il  limite  a  cui  tende ,  per  n  crescente   all'  infinito ,  la 
somma  delle  q  serie  (g  =  l,2, .  .  .,7) 

2    -Azl^_=(_i)"^»   2 


1*=—  2— fxa-l — 5-^6  »*= — «  z— fxfl  1     Q  t» 

meno  la  somma  delle  q 

2   -^^=^^ =(-1)-^^  2 

n— o        ^       '^  ^  n—q. 

Ora,  facendo  astrazione  dal  fattore  (— 1)*=(— 1)— *  che  è 
sempre  lo  stesso  per  tutte,  e  riflettendo  alle  (14)  e  (15)  nelle 

quali  s' imagini  -  in  luogo  di  6,  è  chiaro  che  le  prime  q  serie 

avranno  ciascuna  per  valore 

eni 

a 
e  le  seconde  q 

E  però  ,  se  q  sarà  pari ,  i  valori  delle  prime  q  serie  si  di- 
struggeranno tra  loro  nella  somma ,  e  cosi  pure  quelli  delle 
seconde  q ,  e  sarà  quindi 

f— IV 

La  serie  adunque,  non  alterandosi  se  a  2;  si  aggiunga  un  m"'' 
tiplo  qualunque  di  a  ed  un  multiplo  pari  di  - ,  possiede  i  P^ 

rìodi  a  e  6.  Moltiplicata  per  —,  questa  serie  equivale  alla  se* 
rie  semplice  considerata  nel  §  56. 
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f  M.  Nei  II  54  e  57  abbiamo  visto  la  periodicità  scaturire 
effettivamente  dalla  forma  infinita  delle  espressioni.  Tuttavia  le 
serie  che  forse  più  comunemente  s'intendono  neir  appellazione 
di  serie  periodiche  sono  le  serie  semplici  e  dotate  di  semplice 
periodicità  che  procedono  secondo  i  seni  e  i  coseni   dei   mul- 
tipli di  un'arco  x^  o,  ciò  eh' è  lo  stesso,  secondo  le  potenze 
intere  positive  e  negative  di  una  esponenziale  e^;  le  quali  sMn- 
titolano  anche  da  Fourier,  perchè  fu  questo  grande  matematico 
che  pel  primo  ne  riconobbe  pienamente  1'  alta  importanza  per 
lo  esprìmere  funzioni  arbitrarie  {Théorie  analytique  de  la  Chaleur). 
Metteremo  in  debita  luce  nelle  Sezioni  successive  di  quanto 
momento  anche  nella  teorica  delle  funzioni  di  variabili  complesse 
queste  serie  sieno  diventate;  ma  intanto  vogliamo  impiegarle  per 
ricordare  uno  dei  modi  di  conseguire  il  principale  strumento  ana- 
litico della  teorica  delle  funzioni  doppiamente  periodiche,  cioè 
)o  strumento  5;  nel  quale  però,  mentre  la  natura  già  periodica 
dei  singoli  termini  dà  luogo  ad  un  periodo,  anche  la  forma  infinita 
dà  luogo  ad   una  proprietà  che  permette  di    attuare    con  esso 
iifimao tenente  la  periodicità  doppia. 
Io  una  serie  della  forma 

"^+"  infili 


2  A 


e      ^ 


cbe  sia  convergente  per  qualunque  valor  finito  di  z ,  e  che , 
^QiQdi,  definisca  una  funzione  a  un  valore  continua  e  finita 
P^r  qualunque  valor  finito  di  2  e  dotata  del  periodo  /3  ,  non 
P^ò  aver  luogo  un  secondo  periodo  a  (•).  Bensì  può  il  secondo 
Periodo  verificarsi  in  un  quoziente  di  simili   serie.   Ed    invero 


(*)  Premettendo  che  qualunque  funzione  di  ;  a  un  valore  continua  e  finita  per  ogni  valor 
^^'^  di  «  e  dotata  del  periodo  p  può  rappresentarsi ,  in  una  sola  maniera  d*  altronde,  con 


.  della  detta  forma;  si  avrebbe  nella  proposizione  su  enunciala  un*  insigne  teorema 

^**to  al  sig.  Liouville  {Notizie,  pag.  H2).  Ma,  come  or  ora  accennammo,  non  dobbiamo 

Irare  adesso  siffatte  proposisioni  che  si  offk*iranno  affatto  spontaneamente  nelle  Sezioni 

ite.  Osserveremo  del  pari  ,  che   non  è  in  questi  paragrafi  che  si  potrebbe  adeguata- 

Bostrare  quanto  sia  naturale  la  inlrodusione  delle  funsioni  \  di  più  variabili  non  che 

,  nella  Kienia. 

CIA 
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consideriamo  la  espressione 


m 


O 


e  cerchiamo  di  determinare  Am  e  Bm  colla  condizione 

Togliendo  i  denominatori ,  questa  eguaglianza  diviene 

2  ^m  e^"  2  Bm  «»('+•>"  =  2  Bm  e**"  2  i4»  ««(*+•)- , 

in  cui  i  coefficienti  di  una  stessa  esponenziale  ^^  dovraoDO 
essere  eguali.  Ora ,  si  riconosce  tosto  che  questi  coefficieoli 
saranno  le  serie 

IH — ■[   ae  m — ^  \  oe 

m=a       -00  m=a        OC  ^ 

di  modo  che  ,  mettendo  per  un  momento  n  invece  di  m  per 
indice  nel  termine  generale  della  seconda,  si  avrà  la  segaeote 
condizione  ,  che  dovrà  essere  soddisfatta  qualunque  sia  (a, 

m —  I  oe  f|s=-4-os 

2     ^,^B„e««"'=    2     ^iv-«B,e*-(i'-"). 


01= — 00  ns=:— oe 


Potrà  sembrare  difficile  di  cavare  da  qui  le  funzioni  ioco- 
gnite  An  e  Bm  nella  massima  generalità:  e  però  ci  iimitereoo 
a  considerare  quella  soluzione  che  si  presenta  spontaneameole  e 
che  consiste  nel  soddisfare  la  condizione  precedente  eguagliando 
tra  loro  gli  stessi  due  termini  generali.  Porremo  dunque 

ed  imagineremo  che  n  sia  espresso  in  funzione  di  m,  in  ^^ 
che  queste  due   quantità   possano   rappresentare   nello  slesso 


iitz 


(*)  Scrivendo  z  invece  di    —  (il  che  vale  quanto  sapporre  p  =  iti)  la  aerìe  pf**** 

p 

mente  considerata  prende  1*  aspetto   ^A  e    '*.  Per  simili   soslitailoni    nno  àé  po^ 

m 

nna  qualsivoglia  funzione  periodica  potrà  sempre  supporsi  ridollo  a  iri. 


RIVISTA  DBLU  BSPBBfiSfOlfi  ANALITICHE  S07 

tempo  la  serie  completa  dei  numeri   interi  ;  il  che  si   otterrà 
faceDdo 

dove  k  esprima  un  numero  intero.  Con  ciò  la  eguaglianza  pre- 
cedente ,  scritta  sotto  la  forma 

A^ — m Bn 

diferrà 


i|v«-iii 


Bm+k 


Ma,  dovendosi  soddisfare  a  questa  condizione  qualunque  sia  fx, 
8i  potrà  porre 

fx  —  m  —  k  =  tn^ 

ttsendo  m^  affatto  indipendente  da  m.  Ciò  darà 

d'onde  si  vede  che  ciascun  membro  è  una  quantità  costante. 
Dunque  le  funzioni  incognite  A^  e  Bn  sono  due  soluzioni  della 
^nazione  alle  differenze  finite 

—-i^  =  Costante  , 
il  cdì  integrale  generale  è 

-iii*4-«cm 

^^e  e  dipende  dalla  costante  del  secondo  membro  e  v^  deve 
^disfare  la  condizione 

Alla  costante  e  si  può  dare,  come  si  vede,  un  valor  par- 
ticolare qualsiasi  Cq,  senza  restringere  la  generalità  del  risul- 

/»  -  /» 
lato;  bastando  di  cambiare  poi  nella  funzione  la  z  in  H~*""q^ 

per  far  ricomparire  la  e  qualunque.  Diamo  pertanto  a  e  il  va- 
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lor  zero,  ossia  prendiamo  per  A^  e  Bm  ì  valori  seguenti 

dove  Gfn  e  b^  significhino  quantità  soddisfacenti  le 
Ponendo 


'm 


«•=+ 


$(2)=     2       «'«^ 


■00 


il  quoziente  -j-r  sarà   T  espressione   di  una   funzione  doppia- 

mente  periodica  risultante  dall'analisi  che  si  è  fatta;  edorasi 
tratta  di  esaminare  più  da  vicino  queste  serie  rimarchevoli  alle 
quali  ci  troviamo  condotti  pel  numeratore  e  pel  denominatore. 
Per  le  relazioni  a^+jt  =  a^  ,  6m+*  =  &m  è  manifesto  che 
coir  intero  k  si  introducono  in  ciascuna  delle  funzioni  4>  e  ? 
k  costanti  arbitrarie.  Ritenute  queste  costanti  per  la  $  espresse 
con 

^0  »  ^i  *  ^j  *  •  •  •  »  ^* — i  > 
imaginiamo  raccolti,  come  a  formare  una  serie  separata,  tutu 
ì  termini  contenenti   Gq,  e  poi  similmente  tutti  quelli  conte- 
nenti a^ ,  ecc.  Avremo 

*  =  Oo^o  +  «i*i+  •  •  •  +«*-i**-i  > 
essendo  €>o,  *i, . .  .  ,**— 1  serie  non  contenenti  altre  quantità 
fuorché  h,  a,  z.  Sarà  quindi  anche 

Esaminiamo  una  qualsivoglia  di  queste  serie  componenti  ^ 
sia  la  $/ ,  signiGcando  t  uno  dei  numeri  0,  1,2,  .  .  .  ,fr"^'* 
Essa  consta  di  tulli  i  termini  che  si  ottengono  dal  termine  ge- 
nerale 

a 
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odo  a  m  tutti  i  valori 

;ia,  intendendo  pur  sempre  con  m  un'indice  che  deva  per- 
Tere  lutta  ia  serie  dei  numeri  interi,  la  4>f  sarà  espressa  da 

ì  possiamo  portare  fuori  dei  segno  sommatorie  il  fattore 

e        * 
crivere  4>,  come  segue 

<bi  =  e        '^    Aie 

lo  studio  di  questa  serie  potremo  mettere  una  semplice  let- 
i,  simbolo  della  variabile,  in  luogo  di  kz-\'o:t.  Imaginando 
«a  la  lettera  z,  e  messo  altresì  a  invece  di  ^a,  è  chiaro  che 
unzioni 

*o  »  *i  •  •  •  •  >  **-!  » 
Dindi  tutte  le  funzioni  somministrate  dalla  precedente   ana- 
,  riduconsi  infine  all'  unico  ente  analitico 

2  ^        • 


È  questa  la  celebre  trascendente  introdotta  da  Jacobi  nello 
io  delle  funzioni  ellittiche;  di  essa  passeremo  a  mettere  in 
To  le  proprietà  fondamentali,  designandola,  secondo  l'uso, 

Belativamente  alla  convergenza,  la  condizione  perchè  essa  nel- 
abbia  luogo  si  è  che  sia  negativa  la  parte  reale  di  a  nfl  ,  cioè 
(fa'  a. 

Infatti,  designando  con  a  la  parte  reale  di  a,  ed  x  espri- 
do  come  sempre  la  parte  reale  dì  z  ,  il  termine  generale 

Qm=e 
)er  modulo 

mod  (?».=■  e 
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e  questo  modulo  ha  per  radice  in  esima  (*)  la  qoa&tità 

i 

mod  Om'=*^*        =»c^e*j 
la  quale  al  crescere  di  m,   se  a  sia   negativa,  tende  a  zero 
qualunque  sia  il  valore  Anito  di  x. 

Questa  serie,  siccome  procedente  secondo  le  potenze  qua- 
dratiche di  e*,  pi  esenta  per  tutti  i  valori  flniti  delia  variabile 
la  convergenza  la  più  rapida ,  e  di  cui  non  si  era  per  aocbe 
dato  alcun  esempio  neir  analisi. 

Pel  teorema  del  |  49  questa  serie  rappresenta  una  funzim 
di  z  continua,  oltreché  finita  ,  per  qualunque  valor  finito  di  z. 

Il  valore  di  questa  serie  resta  invariato  se  si  cambi  nel  suo 
termine  generale ,  cioè  dire  nella  espressione  che  sta  sotto  il 
sommatorio  ,  la  lettera  i»  in  —  tw  ;  poiché  m  deve  percorrere 
tutta  la  serie  dei  numeri  interi  positivi  e  negativi.  Ma  questo 
cambiamento  equivale  al  cambiare  z  in  —z  ;  dunque  è 

(2)  ^(2)=5(-.) 

ossia  la  ^  è  funzione  pari. 

Sappiamo  già  come  questa  funzione  possegga  il  periodo  ^t'i 
cioè  la  proprietà 

(3)  B{z)  =  ^{z^ni). 

Ora  vediamo  come  si  comporti  quando  si  muti  z  in  2-^«-  A 
tal  fine  riflettasi  che  il  valore  della  (1)  non  si  altera  se  si  scriva 
m+1  (o  se  anche  si  scrivesse  m+ft,  essendo  h  numero  intero 
fisso)  invece  di  m  nel  termine  generale.  Scrivendo  m+l  e  os- 
servando che 

+  «     4-2  z  , 
e  che  il  fattore   d'esponente   «  +  22  può   scriversi  fuori  de' 
sommatorio,  si  ottiene 

2a(m+l)«+22(m+i)_    %z+a\am^+Hz+a)m 
e  '~~—'  e         ^Hc 

(*)  Per  semplicilà  è  qui  preso  di  nutra  soltanlo  il  senso  secondo  cui  1*  indice  ha  i  tii^' 
positivi;  per  1*  altro  senso  sarebbe  da  imaginarsi  eslratla  la  radice  ( — m)  esima. 
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I 

oé  la  proprietà 

Questo  risultato  mette  in   evidenza  eome  si   produca  la 

oppia  periodicità  in  un  quoziente  qual"  era  — .  Ciascuno  dei  ter- 

m  del  quoziente  ammette  il  periodo  ni,  e,  quando  si  cambia 
in  2  +  ^  »  ®^si  non  fanno  che   prendere   uno  stesso   fattore 
spooenziale  che  sparisce  per  la  divisione. 

Esprimendo  g  un'  intero  qualsiasi  ^  invece  della   (3)   pos- 
iamo scrivere  la 
5)  ^{z)  =  BÌ2  +  gm). 

li  esprimendo  h  pure  un  intero  qualsiasi ,  se  nel  termine 
[eoerale  della  (1)  si  cambia  in  in  m-f-A  e  si  osserva  che 

«fiii+*)«+22(m+fc)=am«+2(24-«A)m 

li  trova  la 

;6)  5(,)  =  e'*"^'5(z  +  «A)    , 

:he  contiene  la  (4)  come  caso  particolare.  Da  questa  formola. 
^blando  z  in  z-^gni  ed  osservando  la  precedente  ,  si  ha 

'be  può  considerarsi  come  racchiudente  in  so  le  (5)  e  (6),  os- 
iia  entrambe  le  proprietà  (3)  e  (4). 

È  facile  dimostrare  che  la  funzione  3^  si  annulla  per  tutti  i 
^ri  di  z  doli  dalla  forinola 

%\  ag  +  l    .  ,   2A-|.l 

U  invero,  osserviamo  che  il  valore  della  (1)  non  si  altera  se 
n  luogo  di  m  si  ponga  nel  termine  generale  —  (t»  +  A')  »  in- 
^Ddendo  con  A'  un  numero  intero.  La  à{z)  si  può  dunque 
^primere  anche  con 
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ed  anche  colla  semisomma  di  questa  espressione  e  della  (* 
Ora  una  espressione  come 

A     ,      B  A  B+ni 

e  -j^e   ==e    — e 

si  annulla  quando  A  differisca  da  B-^ni  di  un  multiplo  di 
0  ,  ciò  che  è  lo  stesso,  quando  A  differisca  da  B  di  un 
tiplo  dispari  di  ni.  Dunque  il  termine  ni  esimo  della  serie 
condo  membro  della  precedente  eguaglianza ,  sarà  nullo 
differenza 

[«m«+22fw]-[a(tw+A')«---22(w4-ft')]=(22--«A')(2m+A 

riesca  un  multiplo  dispari  di  ni.  E  ,  se  si   determina  la 
bile  z  in  modo  che  questa  differenza  riesca  un  multiplo  d 
di  ni  qualunque  sia  m,  allora  saranno  nulli  tutti  i  termini 
serie  e  quindi  anche  la  somma  ^{z).  Ora,  ponendo 

2z  —  cLÌi=g'n%  , 

la  detta  differenza  riducesi  a 

img'ni'ji'g'h'ni  , 

la  qua!  quantità  sarà  sempre  un  multiplo   dispari  di  ni  s 
dispari  il  prodotto 

cioè  se  siano  dispari,  ma  quali  si  vogliano  del  resto ,  gV 
g*  e  h!.  Scrivendo  2^-1-1  e  2A+1  invece  di  g'  e  ft',  la 
zione  2z—oih!^=g'ni  dà  appunto  per  z  i  valori  (8). 

Volendo  considerare  il  sohto  piano  rappresentativo  d 
lori  di  z,  se  lo  si  imagìna  diviso  in  liste  mediante  le  pa 
air  asse  reale  che  si  succedono  alla  distanza  n  l'una  dall 
la  funzione  5  prende  già  lutti  i  valori  di  cui  è  susce 
anche  in  una  sola  di  cotesto  liste.  Se  poi  si  imagìna  1 
sistema  di  parallele,  che  col  precedente  divide  il  piano  ii 
doppia  infinità  di  parallelogrammi  tutti  eguali»  di  cui  uno 


[ 
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i  vertici  nei  puDti 

0,  ITT,  a ,  t7r-|-a  , 

si  riconoscerà  che  i  punti  (8)  sono  i  centri  di    questi  paralle- 
logrammi. 

Le  formolo  (3)  e  (4),  ovvero  la  (7),  indicano  che  divenga 
la  funzione  ^  facendo  crescere  la  variabile  di  multipli  (interi) 
dei  periodi  7rt  e  <x.  Ma  giova  considerare  non  soltanto  i  risul- 
tali che  si  hanno  facendo  crescere  la  variabile  di  multipli  in- 
teri, ma  anche  di  multipli  fratti  dei  periodi.  Qui  però  ci  limi- 
teremo alle  metà.  Cambiando  dunque  la  z  successivamente  in 

1  1  11 

nella  formola  (1),  e  riflettendo  che  fattori  non  contenenti  la  m 
possoDO  sempre  portarsi  fuori  del  sommalorio  ,  avremo  tosto 

^  tre  serie  che   figurano   ìd  questi   secondi  membri  possono 
^guardarsi,  insieme  colla  (1),  come  casi  particolari  della  seguente 


•    a 


2  ^ 

SB        .08 

^>oé  quei  casi  che  si  hanno  supponendo  e  e  e  eguali  a  0  e 
^  1.  Questa  serie^  simile  alla  (1),  può  essere  opportunamente 
designata  applicando  alla  stessa  lettera  3-  il  sistema  delle  quan- 
'ila  e  e  e';  sistema  che,  seguendo  il  sig.  Riemann,  chiameremo 
'^  cartuteristica  della  funzione  5 ,  siccome  contenente  gli  ele- 
i  che  (dato  essendo  <x)   individuano  a  pieno  cotesta   fun- 
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zione.  Porremo  dunque 

(9)       ^[:,](.)=s.''("^H"T")("n) 

Con  questa  notazione  (*)  le  tre  precedenti  eguaglianze  insieics 
con  la  (1)  danno 


('+r)= 


1 

— ^jr—    a 


e        *  ^\i]{z)    , 


i      .      I 


ovvero  ,  in  compendio  , 


(10)      .  ^[^  +  ^^i+^-)=^\\]{^)    . 

le  quali  ricordano  come  i  quattro  valori  considerati  delia  ^  ri- 
ducansi  alle  funzioni 

(41)  ^[o](^),    ^[?](^),    5[i](z),    5[i](z), 

e  come  ,  viceversa,  queste  funzioni  riducansi,  con  un  fattore 
esponenziale  se  occorra ,  alla  sola  3-  primieramente  consi- 
derata. 

Tenendo  le  e, e  limitate  a  valori  numerici  interi,  dalla (9) 
non  possono  scaturire  altre  funzioni  fuorché  le  (11)  col  segoo 
proprio  0  cambiato.  Infatti,  il  cambiare  e  in  e ±2  nel  termìDO 
generale  della  (9)  equivale  al  cambiarvi  m  in  fitd:!»  il  ^1^^ 
sappiamo  non  alterare  il  valore  della  serie  ;  dunque  è 

(12)  ^[•t'](2)==^W(z). 

(*)  È  però  più  asaU  e  più  comoda  Del  caso  attuale  la  )  r  (s).  Ma  adottiaao  sia  d'^ 
la  Dotazione  del  sig.  Riemann  affinchè  sia  già  famigliare  quando ,  fra  breve ,  la  vnt^ 
per  funzioni  b  di  più  variabili. 
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cambiare  poi  e'   in  e'd:  3   produce  neir  esponente   V  incre- 
tento  ±27rif  m-}--j.  Ma 

sb2iri|«i+^|  ±:irit  e 

e      V    »/=c      =(-1); 

aindi 

13)  ^[.':iJ(^)=(-iy5[M(z). 

dunque,  per  avere  dalla  (9)  tutte  le  possibili  funzioni  distinte 
orrispondenti  a  valori  interi  di  e  e  e,  basta  attribuire  a  quo- 
te quantità  i  valori  0  e  1. 

Ponendo  q=e^  t  scrivendo  ix  in  luogo  di  z,  ed  introdu- 
;endo  le  funzioni  circolari  invece  della  esponenziale,  le  espres- 
sioni delle  (11)  divengono 

5  [o]  {ix)  =  1  -|-  2  { qf  cos2a;+qf*cos4a>4V  cos&i>-f- . . .  ]  , 

à[i](fiij)=*l  — 2  I  q  cos2x— qf*cos4a>-f-9*  cos6a?—  •  . .  j  , 

1  9  ss 

5[oJ(ix)  =        2  [  qf*cos  a>-f^cos3a?-|-9*  cos5iP+  •  •  •  ]  » 

1  9  S5 

^[i](m?)  =  —  2  [  g^en  aj-^en3aj+qf^sen5x—  . . .  |  (*). 

Cerchiamo  per  la  5  \lf\  (z) ,  nel  supposto  di  e  e  e'  numeri 
interi,  le   eguaglianze   analoghe   alle  (2)»  (3),  (4).  Come  già 


D  JtcobI  designa?!  queste  quattro  faoiioni  nel  Fimd,  Nov,  mediante  le  lettere  6  e  Hy 
*Pi^ tardi  nediante  ^y^i^^t^f  Riteoato  •» ,  cioè  identici  i  due  9,  si  ha 

A 

^[J](.-.)=    H(?r'[.+  ^ì)-  M.). 
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per  ottenere  la  (2),  anche  ^ui  osserviamo  che  nel  termine  ge- 
nerale della  (9)  si  può  cambiare  w+a  ^^  ""  (♦'*  +  q)»P^'' 

che  questa  quantità  non  fa  che  percorrere  in  senso  contrario  gli 
stessi  valori  dell'  altra.  Ma  siffatto  cambiamento  equivale  al 
cambiare  z  in  —z  e  moltiplicare  per 

e     *      ^      ^^=e        =(-1)     ; 
dunque  sarà 

(44)  ^[M(2)=X-i)'"-*W(-^)- 

È  evidente  la 

5M(-.)=5[=M(z). 

La  (14)  mostra  ,  ciò  che  del  resto  era  già  evidente  pei  pre- 
cedenti sviluppi,  che,  delle  funzioni  (11) ,  le  tre  colle  carat- 
teristiche 

[8].[!],ra       ("-0 

sono  pari ,  e  la  quarta  colla  caratteristica 

[!]  (.  e'  =  1 

ò  dispari. 

Come  analoga  della  (3) ,  cambiando  nella  (9)  z  in  2-f--^> 
cambiamento  che  equivale  a  quello  di  e'  in  e'-|-  2  ,  si  ha 

(15)       ^[:'](2)=r-i)'-*[:'](2+«o. 

Come  analoga  della  (4) ,  cambiando  nel  termine  generalo 
della  (9)  m  in  m  + 1  ed  osservando  che 

«(«»+l  +  ^)V2(2H-^iri)  (»»H-i+0 

==«  («M  +  0 +2  (3-H+ ^  W»)  (»»+ 0 

+  «  +  2Z  +  «'TTt    , 

si  ha 

(16)  5  [:,](z)=  (-!)•'  c'*+-  5  W(2+«)  . 
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Analoga  della  (7)  è  la 

Circa  l'annullarsi  delle  funzioni  (11)  osserveremo  che  per 

le  (8)  e  (10)  la  •3^[!'](2)  sarà  manifestamente  nulla  ogni  qual- 
volta z  prenda  un  valore  compreso  nella  formola 

I  rapporti  di  tre  funzioni  (11)  alla  quarta  somministrano 
Ire  funzioni  doppiamente  periodiche  (J). 

f  •!.  Passiamo  a  considerare  una  serie  5  pupla.  Il  lo- 
garìimo  del  termine  generale  nella  3-  semplice  vedemmo  essere 
una  funzione  intera  di  secondo  grado  dell'indice  m.  Per  serie 
^  pupla  inteudesi  una  serie  p  volte  infinita  in  cui  il  logaritmo 
del  termine  generale  sia  una  funzione  intera  di  secondo  grado 
dei  p  indici. 


Indicando 

con 

o« 

«« 

Oh 

• 

• 

«M 

a» 

OjJ 

• 

• 

«rt 

OjS 

• 

• 

Op» 

e 


^m» 


to^»w^sW^,  •     •  ,  Wj 


p 


P(P+I) 

5 hP  quantità  indipendenti  dagli  indici,  il  detto  logarit- 

^^  (aslrazion  fatta   da  un    termino  non  contenente  gli  indici  , 


t  /  SoQo  |(  ife  funziooi  elliuiche.  Alle  forinole  della  nota  precedente  vanno  congiunte  le 

-,  eoa  am  —  x=  1  /  r — — ,  A  am  —  x^yV 


!f   _|/^_J:?il 


—r  -  -^_ ,  eoa  am  —  x=  ■  /  ; — — ,  ^  am  —  x^ytr     -^_     ■ 
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il  quale  produrrebbe  un   fattor  comune  a  tutti  i  termini  d 
serie)  potrà  esprimersi  con 

2    2  ^V'^^v-  ^^  +2  2  ^v  ^V' 


ovvero  con 


ritenuto 


2    2  ^»**  tWpi  tWv  =»  y  (ifii  9  •  •  #  9  nip  )  , 

vani      p^=ti 

e  supponendosi ,  qualunque  siano  |x  e  v  , 
E  la  serie  potrà  esprimersi  con 


2  ...  2   e    V+^r**"»* 


p 


Le  quantità  a,iv  saranno  da  riguardarsi,  come  già  a  nel  §  pro- 
cedente, quali  costanti;  e  le  f^|i ,  come  già  z,  quali  argomenti 
ossia  variabili  della  serie.  E  perciò  questa  verrà  designata  eoo 

Per  brevità ,  allorché  le  espressioni  dei  p  argomenti  delb 
^  ed,  in  generale,  di  p  quantità,  d'onde  dipenda  una  qualsia 
formola  o  funzione,  differiranno  tra  loro  soltanto  per  l' iodica 
(1, .  . . ,  p),  chiuderemo  sotto  il  segno  della  funzione,  però  io 
doppia  parentesi ,  soltanto  la  espressione  generale  delle  dette 
quantità,  ommettendo  V  indice  se  non  sia  necessario,  o  altri- 
menti designandolo  di  regola  con  r.  Sarà  dunque  da  ritenersi 

y  (m^ ,  .  .  . ,  Wp)  =  9  ([m))  =  (f((mr)) , 

(1)  Htv,.....wp)=^w))^^wr))=(2y    ' 
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Per  facilità  e  chiarezza  daremo  in  disteso  parte  delle  for- 
inole pel  caso  particolare  p=«2  (*).  Per  questo  caso  è 

Relativamente  al/a  convergenza ,  la  condizione  perchè  essa 
abbia  luogo  si  è  cA^  ia  parte  reale  della  forma  quadratica  9  ((m)) 
9ia  negativa  per  qualunque  coppia  di  valori  degli  indici  m  (**). 

Soddisfatta  questa  condizione  la  serie  ^({w)j  può  riguar- 
darsi come  funzione  di  ciascuna  separatamente  e  quindi  di  tutte 
insieme  le  variabili  w  ,  ad  un  valore  e  continua  e  finita  per  ttttti 
i  valori  finiti  delle  medesime. 

Se  si  cambiano  mj^  e  m^  in  — m^  e  — m^  nel  termine  ge- 
nerale della  serie  (!)',  il  valore  della  serie  non  subisce  alte- 
razione ,  e ,  siccome  questo  cambiamento  equivale  al  cambiare 
w^  e  w^  in  —Wi  e  — u?j ,  cosi  si  ha 

cioè  la  ^(w^s  w^  è  funzione  pari. 
Analogamente  si  ha 

(2)  5(H)-5((-u.)). 

Di  conformità  alle  (3)  e  (4)  del  §  precedente,  ]sL^tVj^,w^) 
ba  la  proprietà  che  sonovi  mtemi  di  simultanee  variazioni  degli 
(argomenti  w^,w^  pei  quali  il  logaritmo  di  5  varia  soltanto  di 
t<Aa  funzione  lineare  di  essi  argomenti  ;  e  propriamente  ,  che  so- 
«ODI  2. 2 <» 4  sistemi  di  questa  sorta  indipendenti   tra  loro.  Due 


n  U  formoie  tntloghe  del  pastaio  e  del  presente  paragrafo  si  lro?eranoo  in  oJtre  de* 
*P*^  cogli  slessi  numeri. 

('*)  Indicando  con  a'      la  parie  reale  di  a    ,  la  parie  reale  di  9((in))  è  22  *'««  "•u  *"»  • 

'^  tu»  ]M=3,  ottcnraodo  lo  idenliti 


*  ^Mro  che  la  della  condizione  della  convergenza  iraducesi  nelle  due 

•^u<0  ,    «'««'m— «'«•<0  , 
*^  fMU  è  iMkioM  la  a'M<0. 


«   , 
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SODO  i  seguenti 

Tri  ,  0   , 

0    ,    TTt   , 

che  danno  luogo  alle 

3-  (m?|  ,  tt'i)  =  3-  {tv^ ,  u?j  -j"  ^)  • 
Gli  allri  due  sono 

che  danno  luogo  alle 
(4)'       j 

La  prima  di  queste  si  ottiene  cambiando  nel  termine  generale 
della  (ly  fW|  in  Wi  +  l,  il  che  non  altera  il  valore  della  serie, 
ed  osservando  la  identità 

La  seconda  si  ottiene  cambiando  m^  in  fr^+l. 
Analogamente  si  hanno 

(3)  ^{{w))=^^{Wi , . . ,  Wv  +  TTt , . . ,  «;p)  , 

(4)  ^((tt;))  =  e*"v+^v^((e^^  +  a,,))    ; 

questa  seconda  col  cambiare  nel  termine  generale  della  C 
niv  in  rwv  +  1. 

Esprimendo  g^  e  ^^  numeri  interi  qualsiansi ,  invece  de 
(3)'  possiamo  scrivere  la 

ed  invece  della  (3)  la 

(5)  ^m)-^{{^  +  9^i))  ' 

Esprimendo   A^  e  ^  pure  due   interi  qualsiansi ,  invece 
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delle  (4)'  possiamo  scrivere  la  seguente^  che  le  contieDe  come 
casi  particolari , 

e  la  quale  ottiensi  cambiando  nel  termine  generale  della  (1)' 
«1  e  tii)  in  m^-j-A^  e  t»,-}-^,  ed  osservando  la  identità 

+2[  t^i(w^+Ai)-h^5(M-A3)] 

Cosi  pure  cambiando  nel  termine  generale  della  (1)  ogni  in- 
dice m  in  m-j-A  ed  osservando  la  identità 

^  avrà  invece  delia  (4)  la  seguente 

•ambiando  nella  (6)'  le  dne  quantità  w^  e  «f?^  nelle  Wì-^^OìT^ 
'  tt'j+JjTri;  e  nella  (6)  le  p  quantità  w  nelle  w-j-j/tti  si 
uuino  le 

he  comprendoDO  iu  sé  entrambi  i  sistemi  Ui  proprietà  (3)  e  (4). 

2i 
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A  riguardo  di  queste  proprietà  faremo  qui  notare  la  se- 
guente proposizione  sebbene  appartenente,  come  già  dichiaram- 
mo, a  genere  di  considerazioni  riservato  per  le  Sezioni  succes- 
sive. Le  (3)  e  (4),  insieme  colle  condizioni  di  essere  funzione  m- 
nodroma  continua  e  finita  per  tutti  i  valori  finiti  delle  varicMw, 
determinano  la  ^  sino  cui  un  fattore  costante. 

Infatti ,  primieramente  ,  per  forza  delle  dette  condizioni  e 
delle  (3),  la  ^  si  potrà  esprimere  con  una  serie  pupla  proce- 
dente secondo  le  potenze  intere  positive  e  negative  delle  quan- 
tità e^"^ .  Ecf  invero,  considerando  la  5  come  dipendente  dalla 
w^ ,  essa  è  funzione  di  w^  monodroma  continua  e  finita  per 
ogni  valor  finito  di  w^  e  dolala  del  periodo  m  ;  dunque  poò 
rappresentarsi  colla  serie 

2      o»,  e*"»"*        (*). 


I 


Wlj' — '     -OB 


Ora  considerando  i  coefficienti  am^  nella  loro  dipendenza  da  Wp 
essi  sono  sviluppabili  in  serie  procedente  secondo  le  potenze 
intere  positive  e  negative  di  e^«*'«.  I  coefficienti  di  queste  noow 
serie  sono  sviluppabili  secondo  le  potenze  di  é^^»;  ecc.  Dunque 
infine  si  avrà 


=(i) 


A  .*"'■  "> 

Ami  m  •  •  m   e 

*  P 


i^w^  1. 


dove  i  coefficienti  Amf-  mp  non  dipendono  dalle  w.  A  deter- 
minare questi  coefficienti  servono  le  (4).  Cambiando  infetti 
nel  termine  generale  dell'  ora  ottenuta  serie  V  indice  m*  ifl 
m»  -|- 1  e  confrontando  il  risultato  coi  secondo  membro  deli* 
(4),  si  ha 


( 


CI) 


'  V  p 


(*)  Si  è  già  avvertilo  a  pie*  della  pag.  305  die  questa  proposiiioue^  del  resto  hea(^ 
nosc'iula^  uscirà  dimostrala  più  tardi. 
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La  identità  di  queste  due  serie  richiede  che  siano  identici  tra 
loro  i  coefficienti  dei  termini  formati  con  le  stesse  potenze 
delle  e^;  quindi  si  ha  la  relazione  generale 

p 


(:p)  «,,v«j.  «v  _  ^(W) 


A  ,  ,        =A  e 

Mj  •  •  fpi_.  -*-  1  •  •  fli  flit  •  •  IH     •  •  m 

*         V     •  p  *  V  p 

io  virtù  della  quale  tutti  i  coefficienti  A  restano  determinati  sino 
ad  an  fattor  comune  C.  A  questa  relazione  soddisfa  la  espressione 

la     m.,  m 

=  e 
e  però  sarà 

9((««)) 

A  =Ce 

Mj .  •  •  IH 
P 

C.  D,  D. 

Le  sunnominate  proprietà  della  funzione  ^  potranno  dun- 
ÌQe  assumersi  come  definizione  della  medesima  invece  della 
^pressione  analitica. 

Ora  dimostreremo  ,  come  già  per  la  ^  semplice ,  che  la 
^  {%  y  ^(^\)  si  annulla  per  tutti  i  valori  di  Wi ,  w^  dati  dalle  due 
^ormole 

I  i 

l^i  =  2  (?'i  ^  «' + *'i  ««  +  ^'j  ««) 

8)j  con   9>'i+^'jA',  =  0(mod2) 

[^i^'^(sf^^i'\'h\a^^-^h\a^) 

**^^  9i  >  Qty  h\,h'^  numeri  interi;  e  che   la  ^W  si  annulla 
^  tutti  i  valori  delle  w  dati  dalle  p  formole 

8)  «,=!(,' ..•+^^)  con  2,V/»V=i  (oìodS), 

'*  h'  esprimendo  2p  numeri  interi. 

Considerando  a  dirittura  il  caso  generale ,  osserviamo  che 
'  valore  della  (1)  non   si    altera   se  nel    termine   generale   si 
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cambino  gli  indici  w  nei  — (m+A').  Sommando  la  (i)  cos 
modificata  colla  (i)  stessa  si  avrà 

Una  espressione  come  e  -{-  6  si  annulla  quando  X  differisc 
da  B  d'un  multiplo  dispari  di  m.  Quindi  la  funzione  ^  rio 
scirà  certamente  nulla  se  la  differenza 

[?((m))+22tt;^  w»,  ]  — [f  ((m+A'))  -22 w,.  (tw^,  +*',  )] 

sarà  nulla  per  tutti  i  sistemi  di  valori  degli  indici  m.  Quesl 
differenza,  osservando  la 

9  ((m+A))  ==  9  ((A'))  4-  2  tn,  -^|^  9  ((m) 

riducesi  alla  quantità 

e  determinando  le  w  com'  è  espresso  dalle  p  seguenti  eqnazion 

2    9  A'         ^ 
ed  osservando  che  è 

riducesi  a  quest'  altra 

2 2  f/?|ji  gf'ji  7r t  -|"  ^  ffV  ftV  ^*  • 
Essendo  2  2  tw^i  (/V  numero  pari ,  la  differenza  riuscirà  dun^ 
un  multiplo  disparì  di  7rt,  qualunque  sieno  gli  indici  m,  ^ 
2p  interi  9',  A'  renderanno 

2  ^V  /^V  =  *  (inocì  2). 
C.  D.  D. 

Consideriamo  ora  i  risultali  che  si  hanno  facendo  cresta 
nella  ;&(^)  le  variabili  di  multipli  fratti  dei  periodi,  limi^ 
dori  però  al  caso  del  denominatore  2.    E  precisamente   di^ 
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le  variabili  incrementi  quali  vedonsi  nel  secondo  membro  della 
),  ponendo  però  in  luogo  degli  interi 

9i  f  '  *  '  f  9p  5  '•i  1  •  •  •  »  '•>) 
frazioni 

li  !ì:  .  fi  ^JL 

ve  le  e' ,  £  significano   numeri   interi  :  cioè  cambiamo   nella 
)  le  quantità  w  nelle 

•°+ì"+ì—^- 


'ì 


remo 


-rt-|-  — 


1     '■^^2'^      _  /+^  Y  »t("»+*^  ("h.  +  "^  "•■+!■  ~7— )",! 


2      '2      »e  N— ^  '  i 

Itiplicando  ambo  i  membri  per 

ifleltendo  alla  identità 

2 


emo 


e  ^{{fo^-ni+- )) 

^1 


=0:) 
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Queslo  secondo  membro  è  una  serie  3-  il  cui  termine  generale 
si  ottiene  dal  termine  generale  della   (1)  cambiando   gli  mdici 

m  negli  rw  +  -  e  gli  argomenti  w  negli  w  +-7rt.  Perciò  lo  in- 

dicheremo  con  la  scrittura  S-f'J  *"/»](H)  ovvero,   se   non  sia 

necessario  di   mettere  in    evidenza  i  singoli  valori  delle  e ,  e'  > 
anche  più  brevemente  con  S-CsKl^)),  cioè  riterremo 

(9)  ^[;r*/]w='^ww 

e  chiameremo 

D,  :  :  :  /] = w 

la  caratteristica  della  funzione  ^.  Ciò  premesso,  la  eguaglianza 
sopra  ottenuta  sarà 

(10)  e  Biu>^..„i^    =-))=S[^]lhe. 

Nel  caso  di  p=l  abbiamo  visto  che  dalla  (9),  per  valori 
interi  di  e  e  e' ,  non  scaturiscono  fuorché  quattro   funzioni  di- 
stinte. Ora,  analogamente,  osserviamo  che  nel  caso  generale  non 
scaturiscono  fuorché  i^  funzioni  distinte,  bastando  di  dare  alle 
2p  quantità  e,e   i  valori  0,1.  Infatli  il  cambiare  6y   in  ev±3 
nel  termine  generale  della  (9)  equivale  al  cambiare  my  in  w*  ±^ 
il  che  non  altera  il  valore  della  serie.  Dunque  è 

(*2)  ^  c.  :  :  'j  *'  :  :  >]  (h  =  ^  d.  ;  ;  ;  •  ;  ir]m. 

"V  p  •  w  p 

Il  cambiare  poi  e'v  in  e'v  ±  2  produce  neir  esponente  T  incre- 
mento ifc27rtf  fWy  +  -^  y  e  quindi  in  ogni  termine  il  blior^ 
(—1)*»'  :  dunque 
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3S7 


(«3)  ^  D.  :  :  l^.  :  :  >]  w = (-*)'*  ^  D.  :  :  ;-:  :  :  >]  m. 

■  y  «  •  V  p 

Cerchiamo  per  le  ^[e]{{w))  le   eguaglianze   analoghe   alle 
(2)>(3)»(4).  Osservando  che  senza  alterare  il  valore  della  (9) 

»  possono  cambiare  nel  suo  termine  generale  gli  m-\--  negli 

—  Im-|-— V  e  che  questo  cambiamento  equivale  al  cambiare 
>  «  oei  —  w  e  moltiplicare  per 


Si  ba 


(-*) 


2'„« 


5[e](H)=:C  ,"   "^Mll-W)). 


(i4) 

E  ovvia  la 

^D.:::>]w  =  ^K::::>](H. 

p  p 

La  ({4)  mostra  che  le  funzioni  5  sono  o  pari  o  dispari. 
Sodo  pari  quelle  per  le  quali  le  e  sia  numero  pari  ;  dispari  le 
^Ire.  Designando  con  Pp  il  numero  delle  pari  e  con  Dp  quel- 
lo delle  dispari,  determiniamo  questi  due  numeri.  Riflettendo 
^6  le  2^  caratteristiche  del  caso  p  possono  ottenersi  unendo 
tQccessivamente  ad  ognuna  delle  2^—0  caratteristiche  del 
^^  p — 1  ciascuna  delle  coppie 


0 
0 


0 

I 


i 

0 


^  riflettendo  come  si  modiflchi  con  questa   giunta   il  valore  di 
^««'>  si  trovano  subito  le 


da 


Pp  =  3Pp-i+l>p-i  ,  /)p  =  Pp-i  +  3  Dp^i  , 


cui 


P,  +  Dp  =  4(P;,-i  +  Z)p-i)  ,  Pp  -  Dp  =  2  (Pp-i  -  Dp-i). 
Queste  somministrano 

P^  +  Dp  =  4p-*(P,  +  Z),)  =  4^  =  2«P  , 
Pp-Dp  =  2P-*(P^-Z),)  =  2^  , 
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da  dove 

Pp=  1  (2«p 4- 2")  =  2p-«  (r  +  i)  , 

1 

Dp=  -  (2*'  —  2'')  =  2P-»  (2'  —  1  )  . 

Nel  caso  p  =  2,  si   ha  P5  =  10   e  1)5  =  6.   Le    caralterisliche 
delle  dieci  funzioni  pari  sono 

LooJ,LoiJ,uoJ»U«J'W>UoJ»LooJ,Lou»W 
quelle  delle  disparì  sono 

[01], [il], [io], [li], [01], [io]  . 

La  eguaglianza  analoga  della  (3) ,  cambiando  nella  (9}    '^ 
t/;v  in  w^  +  TTt ,  si  vede  essere 


(15)      ^ [e] ({!(;))==(—*)''  ^[s](«^i, ..  ,tt;v  +  ^»  *  •  •  >«^p)  • 

Come  analoga  della  (4) ,   cambiando  nel  termine  gene 
della  (9)  rwv  in  Wv  +  1  ed  osservando  che 


? 


N»i+y,.., 


) 


^«'"+1»+^ TV  +  T 


(»"v  +  ^) 


(«.v  +  0 


=  ?  ((»»  +-^))+  +  2  2mO/»v  («»/u  +  y  )  +  ""•  ' 


si  ha 

(16) 


»WW==(-i)^ 

Mediante  1'  identità 


•  V  V  vv 


^  [0  ((tt'i  +  0"))  . 


le 


rt».  +  »  +  l»=,«»,  +  f))  +  2(™,+  'f).?|M+,<?C'« 
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0,  più  compiutamente,  mediante  la 

=*+;»    +^s(".+^"+-r^)("'^+'i) 

si  ha  tosto  r  eguaglianza   analoga   della  (6) ,    e   quindi ,  come 
analoga  della  (7) ,  la 

V  (a     t    Mh     t'     )  ilh     IO     4-  (?  (ih)) 

(17)       ^WW^C-i)""   "'*«'"'         X 

Osservando  le  (8)  e  (10)  si   vede  che   per  tutti  i   valori 
degli  argomenti  tv  ricavabili  dalle  p  eguaglianze 

(18)  „+i,,+i!!Ì!_ic^.i+'iì<P) 

^2      ^2      ^  €  2  V  2     9*'/ 

^2 
con  2 »'/«**'/•=*  (moda)  , 
'^  ^[OM  s>  annulla. 

Un  quoziente  di  due  funzioni  ^[s]{{w))  rappresenta  una 
funzione  delle  n  variabili  w  ad  un  solo  valore  e  continua  per 
^uiii  i  sistemi  di  valori  finiti  delle  variabili  e  dotata  dei  2n  si- 
atemi di  periodi  o  semiperiodi  {*)  simultanei 

(*)  La  ^15)  avverte  che  per  un  quoziente  come 

['i    •  •  •  1.1 

i-tj|    .  .  .  t)    -1 


^  l'Ai  ((»)) 

^  I     f  ^ 

V 


'^^^  perìodo  relativamente  alla  variabile  w    se  sarà  f    ^  v)     (mod  2);  non  verificandosi 


^*^*U  eondiiione  il  periodo  sarà  Siri.  Analogamente  la  (16)  avverte  che 


«Iv  '  «2V  '  •  •  •  '  V 


^  ^  Bo  sistema  di  periodi  simultanei  se  sarà  t'^  ^  ti'^  (mod  2)  ;   un  sistema  di    semi-pe- 
"^^  nel  easo  contrario. 
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Wl 

Wi 

Wy 

Tri 

0        .      . 

0 

0 

ni 

0 

0         0        .       .        Tri 


Riguardo  ai  periodi  ni  i  quozienti,  come  le  Jd  stesse, 
anche  dirsi  periodici  rispetto  a  ciascuna  variabile  separat 

Nel  caso  p  =  2  le  sedici  funzioni  jj  [J/,  |f J  (t(?^ ,  w^ 

luogo  a  quindici  quozienti  che  riconosceremo  siccome  le 

sioni  delle  funzioni  iperellitiche  del  primo  ordine  date  d 

e  dal  sig.  Rosenhain  {Notizie ,  pag.  54-55).  Per  p  qua 

colle  ^  si  ponno  ancora  analogamente   formare  le   esp 

delle  funzioni  iperellitiche  di  un  ordine  qualunque  ,  e , 

generale ,  le  espressioni  di  funzioni  abeliane  qualsìansi 

se  p  supera  3,  s'impiegherà  una  particolare  specie  di  I 

j^  ;  cioè  funzioni  d  per  le  quali  hanno  luogo  speciali  r 

p(p  +  l) 
fra  le^-^^-^ — ^quantità  Qj^tv- 
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CAPITOLO  TERZO 


ProdoMI  InllBia. 


^.  69.  Riservando  la  considerazione  degli  integrali  per 
I'  Qllimo  capitolo  della  corrente  Sezione,  prendiamo  ora  ad  esa- 
minare i  prodotti  infiiiili. 

Come  per  una  somma  semplicemente  infinita 

0i  +  0,+  08+  ecc. 
la  convergenza  ed  il  valore   si  desumono   dalla  somma   di  un 
numero  finito  crescente  di  primi  termini,  cosi  per  un  prodotto 
semplicemente  infinito 

Ol  .  (?8  .  (?3  •  ecc.  , 

la  convergenza  ed  il  valore  si  desumono  dalla  considerazione 
del  prodotto  di  un  numero  finito  crescente  di  primi  fattori.  Il 
prodotto  dei  primi  m  fattori  sìa  espresso  con 

*tn  =  Vi  •  V j  •   •    •    •  Um  • 

Come  si  è  già  delto  in  generale  (|  46)  al  crescere  di  m  pos- 
sono presentarsi  tre  casi:  1.  P^  tendere  ad  un  limite  finito  P, 
i^el  qua!  caso  il   prodotto   dicesi   convergente    e  di   valore  P  ; 
^-  P»  prendere   valori   finiti-  ma  diversi  a  seconda  del  valore 
di  m ,  nel  qual  caso    il  prodotto  dicesi   indeterminato  ;  3.   P^ 
crescere  infinitamente,  nel  qual  caso  il  prodotto  dìcesi  divergente. 
Uoa  condizione   necessaria  ,  non  però  sufficiente  ,  per   la 
^^nvergenza  si  è  che  Om  tenda   a  1  al    crescere  di  tu.  Se  ciò 
^on  avvenisse ,  V  aggiunta  di  ogni  nuovo  fattore  altererebbe  di 
nna  quantità  finita  il  risultato  della   moltiplicazione   dei  fattori 
precedenti,  e  non  potrebbe  esservi  un  limite  determinato.  Per- 
^»4  potremo  porre 

0«  =  l  +  ««, 
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essendo  Q^  una  quantità  che  tende  a  zero  col  crescere  di  tn, 
e  considerare  i  prodotti  sotto  la  forma 

P={i  +  Qi)  ..-(*  +  ««)... 

La  investigazione  della  convergenza  ed  altre  ricerche  sai 
prodotti  infiniti  si  possono  far  dipendere  da  analoghe  ricerche 
relative  a  serie. 

Supponendo,  in  prima,  le  quantità  Q  tutte  reali  e  dello 
stesso  segno  ,  e  prendendo  i  logaritmi  naturali  reali  dei  due 
membri  della 

Pm=(\+Qi) (*+««), 

si  può  scrivere  la  eguaglianza 

*  ^m—  ^1  — ^T h  •  •  •  +  !|m ;ir , 

Vi  v» 

della  quale  il  secondo  membro  dà    una  serie   convergente  in* 

sieme  colla 

Vi  "l      •    •    '    •    +  ^m  "r    •    •    •    > 

perchè  i  moltiplicatori  dei  termini  Q  cioè  le  quantità 

tendono,  in  forza  della  lim  Q„=0,  all'  unità.  Perciò  dalla  con- 
vergenza della  serie 

si  desumerà  la  convergenza  di  IP^  ossia  del  prodotto  Pm» 
Per  esempio  il  prodotto 

0-?.)-('-5)-- 

è  convergente,  qualunque  sia  il  valor  finito  della  variabile  re^'^ 
X ,  perchè  tale  è  la  serie 


ossia  la 


a;» 

3? 

~T* 

•   •  ~  «1« 

•     • 
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ln?ece  il  prodotto 

O-f) o-a-- 

è  divergente  per  x  negativa  e  zero  per  x  positiva,  essendo  di- 
vergente la  serie 

1  in 

Ma  passiamo  a  dirittura  al  caso  di  prodotti  infiniti  com- 
plessi ,  cioè  dire  di  prodotti  in  cui  le  quantità  Q  sicno  com- 
plesse. È  facile  riconoscere  che ,  se  il  prodotto  reale 

(1  +modQ,) (1  +mod  Q«)  .  .  . 

è  convergente  o,  ciò  che  torna  lo  slesso,  se  è  convergente  la 

serie 

mod  Qi  +  •  •  •  +  inod  Qm+  •  •  •  » 
è  pure  convergente  il  prodotto 

Se  il  prodotto  fosse  della  forma 

'^  esposta  proposizione  darebbe  certezza  che  il  prodotto  sarebbe 
convergente  ove  fosse  convergente  la  serie 

mod [-.,..-)-  mod [-  .  .  . 

Ma  vogliamo  penetrare  un  po'  più  addentro  nelle  condi- 
^'^ni  (Ji  convergenza  di  simili  prodotti,  in  modo  da  poter  tal- 
^o'ta  avere  certezza  che  la  medesima  abbia  luogo,  senza  sapere 
1^^  converga  od  anche  sapendo  che  diverga  la  precedente  serie 
*  moduli, 
■^erò,  invece  di  persistere  nella  esclusiva  contemplazione  di 
^  prodotto,   come   il  precedente,   semplicemente  infinito   ed 
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eslendentesì  in  un  solo  senso ,  abbraccieremo  qualsia  prodotto 

z 
di  fattori  della  forma  ì ,  che  designeremo  con 

Questi  prodotti ,  che ,  ove  il   numero   dei  fattori  fosse   finito , 
esprimerebbero  funzioni  di  z  razionali    intere    decomposte  nei 
propri  fattori  lineari ,  sono  della  massima  importanza. 
Designiamo  con 

(^)  n  (<  -  ;^) 

il  prodotto  finito ,  composto  di  N  fattori  (|  46) ,  dal  quale  il 
prodotto  (1)  vuol  supporsi  proveniente.  Prendendo  un  logaritmo 
di  ogni  fattore  ,  la  somma  di  questi  N  logaritmi  è  certamente 
un  logaritmo  del  prodotto  (*).  Prenderemo  i  logaritmi  fmd- 
pali  dei  fattori  (**)  e,  abbiasi  o  no  nella  loro  somma  il  princi- 
pale tra  i  logaritmi  del  prodotto  ,  scriveremo 

(3)        'n(<-^)4<'-;^). 


(*)  Pel  dello  a  pagg*  162-163  e  pel  convenuto    nel  js.  Ì5  circa  il   valore  da    prenci' 
coslanleroente  come  argomento  della  base  nella  espressione  di  un  logaritmo  naturale ,  ^ 
fallo  chiaro  sussistere  perfeltamenle,  nel  senso  dichiaralo  per  la  $=q'    nelle    pagincr 
citale,  una  eguaglianza  come 

(**)  Adottando  V  epiteto  del  sig.  Bjòriing,  per  logaritmo  (naturale)  princtpaU  di  i 
quantità  intendiamo  con  Gauchy  (vedi  la  nota  a  pag.  165)  quello  pel  quale  il  coefficiei 
di  t  è   r  argomento   principale  della  quantità  ,  cioè  V  argomento  compreso  fra  —  n  e  -{- 

Nel  caso  di  una  quantità  della  forma  1  +  Q;  ove  sia  mod  Q<ly  il  logaritmo  princip 

può  esprimersi  (§.  73)  colla  serie  Q —  *o"  + "t ^^^' *  ^**®    ^*  annulla   con  Q  appai 

come  il  logaritmo  principale. 

Infine  possiamo  anche  notare  che,  riuscendo  mod[(l  +Qi)(i-fQi)«  •O+ftJ — 0' 
per  r=  1  ,  2  ^  .  .  .'  ,  m,  la  somma  dei  logaritmi  principali  dei  fattori  del  prodotto  (l-f-fl 
^1  -j-Qi)  •  •  •  ('4~Q    )  ^"''^  ''  logaritmo  principale  di  esso  prodotto. 
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Consideriamo  ora  il  termine  qualunque  /fi ì  della  som- 
ma formante  il  secondo  membro.  Se  si  suppone  mod— <l,si 
può  sviluppare  questo  logaritmo,  essendo  principale >  nella  serie 


,A_f^ — t 


Z^  7^  2* 


2t;T«         3t3»         4t3* 

convergente  anche   riducendone   i   termini  ai  moduli    rispettivi. 
Raccogliendo  —  si  ha 

\l\ — )= —^ — .(++...  ). 

Ma,  poiché  il  modulo  di  una  somma  è  minore  od  al  più  eguale 
alla  somma  dei  moduli ,  si  ha 

, /l  ,   1  z   ,        \       1.1  mod  z  ,    1  /mod  cV  . 


1  r        mod  2;      /mod  ^y^^       1 1         1 

3l        modfn"'"\modtn/    *   '  '  J       3        moda; 

1  "-" 


modt3 
z 

Vi 


Se  ora  si  suppone  non  soltanto  mod- <1  ossia  mod  ©>  mod  2, 
ma 

(^)  5  mod  w>  mod  z  , 


SI 


avrà 


1         1  ^ 

3         mod  z 
1  -^ 


modf7 


^  quindi 

^^ve  fi  significa  un  numero  complesso  a  modulo  minore  del- 
^  ^nità,  del  cui  valore,  dipendente  da  z  e  da  ts,  pel  nostro  scopo 
^on  occorre  ulteriore  determinazione. 
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Al  fìne  di  poter  usare  per  lulli  i  fattori  del  prodotto  infinito  di 
questa  utile  trasformazione,  escluderemo  d'ora  innanzi  da  esso 
prodotto  tutti  quei  fattori  pei  quali  non  fosse  soddisfatta  la  condi- 
zione (4),  ed  indicheremo  il  nuovo  prodotto  che  se  ne  ha  con 

(.)■  n'(<-0 

ed  il  prodotto  finito  che  si  ha  invece  del  {'2)  con 

(2)'  n'('-0- 

Investigare  la  convergenza  del  prodotto  (1)  torna  lo  stesso  che 

investigare  la  convergenza  del  prodotto  (1)',  se  il  numero  dei 

fattori  esclusi  sia  finito.  Ora,  questo  numero,  se  z  sia  finita  e  le 

quantità   w   rappresentate  (nella  solita  maniera   sul  piano)  da 

punti   a  distanze  non  infinitesime  tra  loro  ,  sarà  infatti   finito;    < 

3 
imperocché,  entro  il  cerchio  di  centro  0  e  di  raggio  ^mod^  non 

potrà  mai  trovarsi  una  infinità  di  punti  cr.  Ammesso  pertanto 
che  le  distanze  tra  i  punti  fs  non  siano  infinitesime,  invece  della 
(3)  considereremo  la 

(3y         .nO-:)-sX'-0 

ed ,  applicando  ad  ogni  termine  del  secondo  membro  la  trasfor- 
mazione (5),  otterremo  la  eguaglianza 

in  cui  r  ordine  col  quale  al  crescere  di  N  intendonsi  somiCi^^" 
ì  termini  di  ciascuna  delle  tre  serie  del  secondo  membro  è  '^ 
stesso  di  quello  col  quale  intendonsi  moltiplicati  i  corrisponda  ^^ 
fattori  del  prodotto.  Da  qui  emerge  che  :  se  le  serie 

saranno  tulle  tre  convergenti  ,  sarà  convergente  anche  il   p^^ 
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Otto  infinito;  se  qualcuna  di  esse  sarà  inrielerminata ,  sarà 
ore  indeterminato  il  prodotto;  se  qualcuna  sarà  divergente,  il 
rodolto  sarà  divergente  o  nullo.  E  però  ,  la  convergenza  di 
itte  tre  le  serre  (7)  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  per- 
le, qualunque  sia  il  valor  finito  di  2,  il  prodotto  (1)'   riesca 

)Dvergente  e  diverso  da  zero. 

z 
Se  sì  riflette  che,  stante  la  condizione  mod-  <  1    ed   a 

ra 

laggior  ragione  stante  la  (4),  ogni  termine  ili j    della 

3rie  fornita  dal  secondo  membro  della  (3)'  si  comporta  qual 
inzione  monodroma  continua  e  finita  di  z,  si  conchiuderà,  per 
asserzione  1  del  teorema  del  |  49^  che  similmente  comportasi 
i  somma  della  serie ,  cioè  dire  il  logaritmo  del  prodotto  (1)', 
quindi  il  prodotto  stesso. 
Moltiplicando  il  prodotto  (1)'   pel  numero  limitato  di  fat- 

z 

»rì  lineari  1 esclusi ,  non  cessano  di  sussistere  le  notate 

ra 

roprietà  ;  però  il  prodotto  riuscirà    nullo  ,  se  sia  nullo  qual- 

ino  di  questi  fattori ,  cioè  se  z  prenda  come   valore  partico- 

re  uno  dei  numeri  vt.  Possiamo  riassumere    il  sin  qui   detto 

r^ca  il  prodotto  (1)  enunciando  il  seguente 

Teorema.  Se  le  serie  (7)  sono  convergenti ,  il  prodotto  (1) 
>nW  una  funzione  di  z  aun  valore  e  continua  e  finita  per  ogni 
'or  finito  di  z  e  nulla  per  tutti  e  soli  i  vabri  di  z  dati  dalla 
Imola  z=w. 

Potremo  pertanto  asserire  talvolta  la  convergenza  del  prò- 
Uo  (1)  anche  non  essendo  convergente  la  serie  dei   moduli 

li  M 

Ile  quantità  -  ,  bastando  che  converga  la  serie  delle  quantità 

tST 

ìsse  insieme  colle  altre  due  serie  (7). 

Se  le  serie  (7)  saranno  convergenti  anche    riducendone  i 
^ini  ai  moduli  rispettivi,  ossia,  se  la  convergenza  ed  il  va- 
re loro  saranno  indipendenti  dair  ordine   dei  termini  ,  anche 
convergenza  ed  il  valore  del  prodotto  (1)  saranno   indipen- 

22 
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denti  dair  ordine  dei  fattori.  Se,  per  contrario,  qualcuna  delle 
serie  non  riuscirà  convergente  che  sommando  i  termini  in  or- 
dine opportuno ,  e  cambierà  di  valore  al  cambiare  di  quesl'or- 
dine,  anche  il  prodotto  non  riuscirà  convergente  che  moltipli- 
cando i  fattori  in  ordine  opportuno  ,  e  cambierà  di  valore  al 
cambiare  dell'  ordine  di  moltiplicazione  dei  medesimi. 

0.  63.  Nel  I  precedente  abbiamo  ammesso  che  le  quantità 
fa,  finché  finite ,  fossero  rappresentate  da  punti  a  distanze  non 
infinitesime  tra  loro  ;  ora  vogliamo  altresì  ammettere  che  di 
tutte  le  distanze  fra  i  punti  xs  si  possa  assegnare  un  comune 
limite  inferiore  e  più  grande  di  zero  ;  e  ,  richiamando  quanto 
abbiamo  detto  nel  |.  13  circa  i  possibili  gradi  di  infinità  di  coi 
sifi^atti  sistemi  di  quantità  sono  suscettibili  ,  vogliamo  da  qoi 
innanzi  considerare  separatamente  il  caso  di  una  infinità  sen» 
plice  da  quello  di  una  infinità  doppia. 

Supponiamo  dunque,  in  primo  luogo  ,  che  si  tratti  dina 
sistema  semplicemente  infinito  di  quantità  ts ,  cioè  dire  di  qd 
prodotto 

semplicemente  infinito.  In  tal  caso  il  teorema  della  pag.  277 
dichiara,  senz'  altro,  che  la  seconda  e  la  terza  delle  serie (7) 
del  I  precedente  sono  convergenti  anche  riducendone  i  termini 
ai  moduli  rispettivi  (*).  La  convergenza  del  prodotto  sarà  don- 
qué  a  desumersi  puramente  dalla  convergenza  della  serie 

Se  questa  serie  per  opportuno  ordinamento  dei  tennioi 
riuscisse  convergente ,  e  poi  per  un'  alterazione  nel  medesifflO, 
pur  restando  convergente  ,  crescesse  della  quantità  A  nel  pro- 
prio valore;  il  prodotto,  convergente  sì  prima  che  poi,  pre^- 


(*)  Quanto  alla  terza  ,  il  teorema  propriamente    dichiara    la  coDvergeota   delh  ^ 

— - — -  .  Ma  a  maggior  ragione  sarà  convergente  la  T  '■ — -—-;  ,  poiché  modx^'* 
modt7  modt3* 
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derebbe ,  per  effetto  della  alterazione ,  come  emerge  dalla  (6) 
del  §  precedente,  il  fattore  avente  per  logaritmo  naturale  — zA. 
E  però  possiamo  enunciare  il  seguente 

Teorema.  Moltiplicando  un  significato  particolare  (jdoè  corri- 
tpondente  ad  un  particolare  ordinamento  di  fattori)  di  un  prodotto 
tmpìicemefite  infinito  della  forma  (1)  pel  fattore  esponenzicde 

e       , 

mendo  A  rispetto  a  z  una  costante  arbitraria,  si  ottiene  una  for- 
mìa  che  comprende  in  se  tutti  quanti  i  significati  che  il  prodotto 
ittm  può  assumere  per  alterazioni  neW  ordine  dei  fattori. 

Se  le  quantità  ra  saranno  a  due  a  due  di  contrario  valore, 
ossia,  se  i  punti  ra  saranno  a  due  a  due  disposti  simmetricamente 
rispetto  al  punto  0  ,  la  serie  (2)  riuscirà  convergente  ed  avrà 

lero  per  valore  ove  ad  ogni  termine  —  si  faccia  tosto   seguire 

1         ® 

il  termine  di  contrario  valore •  E  però  abbiamo  il  seguente 

—— fij 

Teorema.  Dato  un  sistema  semplicemente  infinito  di  quantità 
«I  0  due  a  due  di  valor  contrario,  si  può  sempre  formare  un  prò- 

doUo  infinito  con  i  soli  fattori  lineari  1 ,che  esprima  una  fun- 

tST 

^e  di  z  a  un  valore  e  continua  e  finita  per  qualunque  valor 
hito  di  z  e  nulla  per  tutti  e  soli  i  valori  di  z  dati  dalla  formo- 
lax=ra. 

Se  le  quantità  ts  avessero  a  due  a  due  per  somma  non  0 
^^  ic  j  ossia  y  se  i  punti  cr  fossero  nel  piano  z  a  due  a  due 
disposti  simmetricamente  rispetto  al  punto  e,  trasportando  la 
<^rìgine  in  questo  punto  ,  ritorneremo  nelle  condizioni  del  teo- 
rema ora  enunciato  ;  laonde  saremmo  certi  della  convergenza 
del  prodotto 

i-i 


nO-^)=ii;7f- 


ra 
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Ma  è  anche  facile  persuadersi  che,  succedendo  ad  ogni  termioe 

1  1 

come  -  un  termine  come ,   la   serie   (2)  riesce  ancora 

convergente  (*);  dunque  riesce  pure  ancora  convergente  il  pro- 
dotto formato  con   i  soli  fattori    1 ,  cioè  la  espressione 


n('-:> 


Non  volendo  supporre  nulla  di  particolare  in  un  dato  si- 
stema semplicemente  infinito  di  quantità  fs,  non  possiamo  dire 
nulla  di  preciso  circa  i'  ordine  in  cui  sarebbero  da   imaginarsi 

z 
moltiplicati  i  fattori  1 per  avere  un  prodotto  convergente. 

Però ,  accontentandoci   di    formare  un   prodotto   non   coi  puri 

z 
fattori  1 ,  ma  con  questi  e  con    fattori  esponenziali  della 

forma  e""*  ,  i  quali   del   resto  non  si   annullano  ne   diventano 
infiniti  per  nessun  valore  finito  di  z  ,  abbiamo  il 

Teorema.  Dato  un  sistema  semplicemente  infinito  di  qmnlità 

(*)  Rianendo  i  termini  a  due  a  due  in  un  solo,  come  termine  generale  della  serie  si  >^ 

i         t     ^  -ic;    1 

Escludendo  dalla  serie  I  termini  corrispondenti  a  quantità  f*f  di  modulo   minore  d' no  b"' 
mero  fisso  R,  che  per  R  finito  sono  in  numero  finito ,  si  avrà 

mod  1 1 I  >  *  —  mod  —  >  i —  . 

\      «-/  ©•  R 

Dunque  la  serie 

2  mod  I — J 1=  2  r —  mod  —7 

mod 


{'-%) 


avrà  I  suoi  termini  rispettivamente  minori  dei  termini  della 

„    mod  2  e  ,    I  mod  2  e      ^  1 

2, mod  — -  =  r—  2.  mod  — -  , 

mod  2c  «Br'       .      mod  2c  fj» 

' — ir  ' — H- 

che  sappiamo  essere  convergente. 
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»  si  può  sempre  formare  un  prodotto  infinito  coi  fattori  lineari 

—  e  cfÀ  fattori  esponenziali  e  {dove  i  logaritmi  sot- 

ìtendonsi  principali),  che  esprima  una  funzione  di  z  aun  valore 
continua  e  finita  per  qualunque  valor  finito  di  z  e  nuUa  per  tutti 
soli  i  valori  di  z  dati  dalla  formola  2=©. 
Infatti  il  prodotto 

irà  convergente  se  sia  convergente  il   secondo  membro   della 

<•■  m  VI  7  1  Yì 

I  coi  >?'  significa  rispetto  a  ì  M  +  -  ì  ciò   che   yj   rispetto   a 

1 ) .  Ora  ciascuna  delle  quattro  parti  del  secondo  mem- 

^      ©/ 

"0  è  serie  convergente  ,  come  sappiamo ,  anche   riducendone 

termini  ai  moduli  rispettivi. 

i.  94.  Supponiamo^  ora,  che  si  tratti  di  un  sistema  dop- 

«^mente  infinito  di  quantità  ts ,  cioè  dire  di  un  prodotto 

>  nO-^) 

>ppiamcnte  infinito.  In  questo  caso  il  teorema  della  pag.  284 
chiara  che  la  terza  delle  serie  (7)  del  |.  62  è  convergente 
'Che  riducendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi  ;  per  cui  la 
nvergen/.a  del  prodotto  sarà  da  desumersi  soltanto  dalla  con- 
l'geDza  delle  prime  due 

Se  queste  serie   per   un  ordinamento  dei  termini  riuscis- 
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sero  convergenti,  e  per  un  altro  ordinamento  riuscendo  ancora 
convergenti  variassero  però  di  ^4  e  fi  nei  rispettivi  valori  ;  il 
prodotto  prenderebbe  nel  secondo  ordinamento  in  confronto  del 
primo  il  fattore  avente  per  logaritmo  naturale 

E  però  possiamo  enunciare  il  seguente 

Teorema.  Moltiplicando  un  significato  particolare  di  un  fro- 
dotto  doppiamente  infinito  della  forma  (1)  pel  fattore  esponenziak 

e  , 

essendo  A  e  B  rispetto  a  z  costanti  arbitrarie,  si  ottiene  una  {or- 
mola  che  comprende  in  se  tutti  quanti  i  significati  che  il  prudono 
stesso  può  assumere  per  alterazioni  neW  ordine  dei  fattori. 

Abbiamo  anche  i  teoremi  analoghi  al  secondo  e  al  terzo 
esposti  pei  prodotti  semplicemente  infiniti  (*).  Eccoli  : 

Teorema.  Dato  un  sistema  doppiamente  infinito  di  quantità  «i 
rappresentato  da  punti  disposti  a  qucutro  a  quattro  nei  vertici  di 
quadrati  aventi  il  centro   nel  punto   0 ,   si  può  sempre  formare 

z 
un  prodotto  infinito  con  %  soli  fattori  ì yche  esprima  una  p^' 

2Ìone  di  z  a  un  valore  e  continua  e  finita  per  qualunque  valor  fif^ 

di  z  e  nulla  per  tutti  e  soli  i  vcdori  di  z  dati  dalla  formala  z^==^' 

Infatti ,  giusta  la  supposta   distribuzione  ,  per  ogni  valore 

di  rs  esprimibile  con  Ar^*  ve  ne  saranno  tre  esprimibili  con 

—ne    ,  ne  ,    — Be  ; 

e  per  ogni  valore  di  tn*  esprimibile  con    fl*e*^^'  ve  ne  saran^ 
tre  esprimibili  con 

nS     2U1  jA    %i^i  nS     21^1 

n  e        ,    — R  e        ,    — /(  e 

(*)  Questi  due  (coreniii  non  che  i  loro  auilogiii,  sono  duU  nella  citata  (pag.  139^     ' 
rio*  delle  funzioni  ellitUche  del  sig.  Delti. 
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Se  doDqae  nel  prodotto  i  fattori   si  imaginano   presi  io   modo 
che  si  succedono  sempre  i  valori  di  tv  delle  quattro  forme 

0  Stesso  avverrà  pei  termÌDi  delle  serie    (2) ,  le  quali   perciò 
iosciranno  convergenti  e  di  valore  nullo.  C.  D.  D. 

Se  il  centro  dei  quadrati  su  nominati  fosse ,  non  nel 
)QDto  0 ,  ma  nel  punto  e ,  dal  teorema  discenderebbe  subito 
a  convergenza  del  prodotto 


n('-^:)=n 


i-i 

e 


h  è  anche  tosto  riconosciulo  ,  mediante  la  convergenza  della 
Jraod  — ,  che  le  (2)  convergono  anche  in  questa  nuova  sup- 
)0$ìzioDe  :  dunque  riesce  pure  ancora  convergente  il  prodotto 
onnato  con  i  soli  fattori  1 ,  cioè  la  espressione 


nO-D- 


Teorema.  Dato  un  sistema  doppiamente  infinito  di  quantità 
»  si  ptw  sempre  formare  un  prodotto  infinito  coi  fattori  lineari 

—  e  coi  fattori  esponenziali  e 

^ote  i  logaritmi  sottintendonsi  principali  ) ,  che  esprima  una  fun^ 
^ne  di  z  a  un  valore  e  continua  e  finita  per  qualunque  valore  finito 
z  e  nulla  per  tutti  e  soli  i  vcUori  di  z  dati  dalla  formola  z==^zs. 
Infatti  il  prodotto 


n('-0' 


"[('-;)('+.4;)>-0+.-4i) 


i^à  convergente  se  sia  convergente  il  secondo  membro  della 


3U 
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8-^isr«      8^^^  8 


in  cui  Yi   e  >?"  significano  rispetto  a  if  1  +~j  e  /  (*  +  ti) 


ciò  che  >?  rispetto  a  / 


(-:)- 


ra  ciascuna  delle  sei  parti 


del  secondo  membro  è  serie  convergente,  come  sappiamo,  anche 
riducendone  i  termini  ai  moduli  rispettivi. 

$.  65.  Anche  fra  i  prodotti  infiniti  vogliamo  fermarci  a 
considerare  quelli  pei  quali  riesce  attuata  ed  in  evidenza  la 
periodicità.  Ciò  che  si  è  visto  a  riguardo  delle  serie  sugi^erisce 
tosto,  come  il  più  semplice  da  considerarsi  fra  i  prodotti  sem- 
plicemente infiniti ,  il  tipo 

e  fra  i  prodotti  doppiamente  infiniti,  il  tipo 

li         li     0(3-f^a-v6), 

V= —  oe         Jjt= —  oe 

/x  e  V  esprimendo  indici  che  debbano  percorrere  tutta  la  sen^ 
dei  numeri  interi. 

Nel  primo  tipo 
(1)    ...  (?(z  +  2a)0(2  +  a)0(2)0(r-a)0(2-2a)..  ;  \ 
cambiando  z  \n  z-^a^  i\  produce  lo  stesso   effetto  che  sp*^ 
gendo  innanzi  di  un  posto  verso  sinistra  ciascun  fattore.  Si^ 

n  o(^-f^«) 

il  prodotto  finito  dal  quale,  col  crescere  di  m  e  w',  si  inlei:^  ^  ^ 
scaturire  il  prodotto  infinito.  Il  cambiarvi  z  in  z-^a  vale  co 
moltiplicarlo  pel  quoziente 

(J{z  —  ma) 


11 

Ai 

I 

.1  (. 


■.  jU 


e 
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Se  i  singoli  fatlori  Q  tendessero  all'  unità  si  verso  destra  che 
Terso  sinistra»  il  limite  di  questo  quoziente  sarebbe  l'unità,  ed 
il  prodotto  infinito  ammetterebbe  il  periodo  a.  Però  in  un  pro- 
dottOy  quale  r(l)»  estendentesi  nei  due  sensi,  la  convergenza 
000  esige  necessariamente  che  ì  singoli  fattori  tendano  all'unità, 
come  quando  il  prodotto  si  estende  soltanto  verso  destra  o 
Terso  sinistra  ;  e  per  la  periodicità  basta  che  sia  1  il  limite 
del  quoziente,  comunque  si  comportino  il  numeratore  ed  il  de- 
oominatore. 

Il  secondo  tipo  serve  per  la  doppia  periodicità  ;  la  quale 
Iroverebbesi  attuata ,  ma  non  in  totale  evidenza ,  anche  in  un 
prodotto  semplicemente  infinito  giusta  il  primo  tipo  ,  ove  la 
fonzione  Q  (2)  ammettesse  già  essa  un  periodo  6. 

Ma  abbandoniamo  le  generalità  e  scendiamo  ai  casi  parti- 
colari che  si  hanno  supponendo  ai  fattori  del  prodotto  la  forma 
dei  fattori  semplici  delle  funzioni  razionali.  Ponendo 

0(z)=2;  — e    ovvero     Q{z)=^i 

e 

non  otterremmo  un  prodotto  convergente  ,  perchè  i  fattori 

z  —  fia  —  e    ovvero     i — 

e 

tenderebbero  all'  influito  con  u.  si  a  destra  che  a  sinistra.  Per- 

^10,  deviando  un  poco  dal  tipo  (1),  prenderemo  come  fattore 

generale  la  quantità 

z  —  ^la  —  e  z 


^^^©  al  crescere  di  fx  tende  a  1. 
Però  invece  del  prodotto 

(«)  nO ?r-) 

possiamo  anche  soltanto   considerare  quello   che  corrisponde  a 
^•*=»0,  cioè 

'^nO~)=-0+.^)0+0<'-00-r«)- 
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(dove ,  come  sì  vede>  per  fx  =  0  s' imagina  il  faltore  z  invece 

z 
del  simbolo  1  —  -);  imperocchò  la  determioazione  della  cooTer- 

genza  e  del  valore  del  prodotto  (2)  può  farsi  dipendere  dalla 
stessa  determinazione  pel  prodotto  (3). 

Ed  invero,  mentre  non  potrebbesi  separare  Tuno  dair al- 
tro i  termini  del  quoziente 

lia  +  e  —  z 
lia  +  c 

per  «costituire  i  fattori  generali  di  due  prodotti,  ben  lo  si  può, 
se  prima  si  dividano  entrambi  per  fxa.  Dalla  identità 


4  — 


r 

— 

2— C 

(la 

i 

—  e 

fxa-j-c 

fxa 
e,  per  (x  =  0 ,  dalla 

z z  —  e 

e         —e 

si  deduce,  finché  m  e  m'  restano  finiti, 

n  0-—) 

Ora  questi  tre  prodotti  ,  al  crescere  di  m  e  m' ,  riescono  ^^ 
sieme  convergenti  o  no.  Infatti  ,  prendendo  i  logaritmi  ,  f\C^ 
dando  la  (6)  del  |.  62,  e  riflettendo  che  le  serie 

sono  convergenti  anche  riducendone  i  termini  ai  moduli  risp^ 

('}  Già  8*  intende  che  in  queste  due  ultime  srrie  non  si  contengono  i  termini  corrl»^ 
denti  a  ()is=o. 
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ri,  si  vede  che  la  convergenza  dei  suddetti  prodotti   dipende 
Illa  convergenza  delle  due  serie 

^fxa  +  c        ^fxo 

quali  appunto  riescono   insieme   convergenti   o  no.   E  però 

ira 

Prendiamo  dunque  in  considerazione  il  prodotto  (3).  Le 
lantità  ti  a  sono  a  due  a  due  di  valor  contrario  ;  quindi ,  se 
prodotto  si  riguarda  come  limite  del  prodotto  finito 

)        n  0--J-nO-;5p). 

0  riesce  convergente,  convergente  in  tale  supposizione  riu- 

—  •  Questo  caso  ò  compreso  nel  teorema  se- 
ido  del  §.  63. 

Ma  abbiamo  visto  che  la  serie  5 — ,  caso  particolare  (z==0) 
la  2 ,  riesce  ancora  convergente  considerandola  come 

ite  della  somma 

2   - 


li  qualvolta  m!  e  m  crescono    all'  inGnito  in    rapporto   finito 

loro;  e  che,  designato  con  j  questo  rapporto,  il  valor  della 

1 

ie  si  ha  aggiungendo  -  Ij  al  valore  eh'  essa  prende  nella  sup- 

bilione  di  prima,  cioè  di  j  =  ì.  Riuscirà  dunque   pure   con- 
i^gente  il  prodotto  (3)  considerato   come  limite  del  prodotto 


M**»t •\^ 


ed  il  suo  valore  si  avrà  moltiplicando  il  valore  eh*  esso  prende 
nella  supposizione  j  =  1  per 


Esaminiamo  ora  come  il  prodotto  si  comporti  cambiando 
;:  in  z-|-a.  Con  questo  cambiamento  non  si  produce  precisa- 
mente r  effetto  di  cambiare  ogni  fattore  nel  successivo ,  ma  si 
dà  origine  a  fattori  diversi  da  quei  di  prima.  Il  fattore 


si  cambia  in 


z   (xa  —  z 


(li —  ì)a  —  z 


fia 


Ritengasi,  per  brevità. 


Cambiando  2;  io  z-|-a,  si  ottiene 

ma  —  z 


—i  — 


z-\-a 


4  — 


ma      m 

2  Wl 

ma 


quindi ,  al  limite  , 

P{z  +  a)  =  ^jP(z). 

Non  potendo  j  essere  negativo  ,  e  però  non  — i  =  l  »  questa 
eguaglianza  mostra  che  il  prodotto  (3),  comunque  facciansi  cre- 
scere simultaneamente  m  e  m',  non  ammette  il  periodo  a.  Per2>^ 
esprimendo  h  un  numero  intero  ,  si  ha 

P{z  +  ha)  =  {-jfP{z), 

ed  il  prodotto  ammetterà  il  periodo  A  a  se  sia  ( — /)*=<•  P^*" 


*t  * 


.:»re 


taJ 


ODI: 
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quesU  eguaglianza  h  dev'essere  pari  e  j=l.  Dunque  per  avere 
in  (3)  un  prodotto  periodico,  non  secondo  a  eh'  è  impossibile, 
ma  secondo  un  multiplo  di  a  ,  bisogna  riguardarlo  come  pro- 
veDieDte  dalla  espressione  finita  (4).  Ed  in  tal  caso  si  ha 

P{z  +  a)=—P{z)  ,  P{z+2a)  =  P{z). 

il  valore  di  questo  prodotto  sì  può  dedurre  da  quello  della  serie 

TT  z 

dlsen — 

2      1           TT     ^Ttz                 a 
=  -  cot  —  =  — , 
z — (xa      a        a            dz 

riflettendo  che  la  derivazione  della 


IP 

somministra 


H^-h) 


MP     i 


dz        ^  z  —  {xa 

^^  integrando  questa  eguaglianza,  e  determinando  la   costante 
J' integrazione  colla 


nZ 

n  f  \  sen  — 


a 
ritiene 

lim    "" 

in  generale 


i. 


n    (^ )  =-sen  — , 


/         z  \        — -za       Tt z 
lira    IT    (^ )  =c    *    -sen —  . 

^.  86.  Passiamo  ora  a  considerare  il  prodotto  doppiamente 
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Per  riconoscerne  le   condizioni  di   convergenza  risaliremo 
alla  (6)  del  §.  62 ,  cioè  alla 

(2)    l n(^  ^ •~fM,_^„6  j^c/-^^ i^a-{-vb'\'c'~  2  ^(Mo+vft+cf 

— 2»2 


la  quale  avverte  che,  essendo  la  terza  delle  serie  del  secondo 
membro  convergente  anche  se  riducansi  i  termini  ai  moduli  ri* 
spettivi,  il  nostro  prodotto  riuscirà  convergente  ogni  qualvolta 
riusciranno  tali  le  serie  « 

(3)  2  .., ,  V  . .  .  2         * 


Di  queste  serie  conosciamo  ,  in  virtù  dei  §§.  58  e  59 , 
alcuni  casi  di  convergenza  e  le  alterazioni  di  valore  prodotte  da. 
alcune  alterazioni  neir  ordine  dei  termini.  Ritenendole  coma 
provenienti  dalle  (5)  del  |.  58  cioè  dalle 


col  far  crescere  inGnilamente  prima  in  e  poi  n,  esse  riescono 
convergenti;  quindi  riesce  convergente  il  prodotto  (1)  definito 
come  scaturiente  dal  prodotto  finito 

col  far  crescere  air  infinito  prima  m  e  poi  n.  Considerando 
per  ora  anche  e  come  quantità  variabile ,  indicheremo  il  p^^' 
dotto  (1)  cosi  definito  con  <b{ZfC). 

Cambiando  V  ordine  di  moltiplicazione  dei   fattori ,  que^^^ 
prodotto  varierà  di  un  fattore  esponenziale  della  forma 

dove  A  e  B  si  intendono  ancora  definite   dalie  (8)  del 


RIVISTA  DELLE  B8PRBS810RI   ANALITICBE  551 

Dcbè  dalla  (9)  dello  stesso  §  si  ha 

subito  visto  come  si  comporti  il  prodotto  ^{z,c)  fa- 
crescere  e  di  multipli  di  a  e  6.  Infatti,  imaginando  ope- 
Ila  (2)  quella  alterazione  neir  ordine  dei  termini  che 
s  al  cambiare  e  in  e  +  pa-\-qb,  il  coefficiente  di  —2 

come  abbiamo  trovato,  V  incremento  — 2? —  ,   mentre 

a 

iciente  di  —  -— ,  come  quello  di  — ^,  non  subisce  va- 

z 

3.  E  però  il  prodotto,  di  cui  nella  (2)  si  ha  un  logarit- 

deliri' 

enderà  il  fattore  e  '      .  Dunque  avremo 

ialiti' 

eguaglianza  mostra  che,  rispetto  alla  variabile  e,  il  prò- 

>  è  periodico  secondo  a,  ma  non  secondo  6. 

ir  opportuni  valori  particolari  di  z  può  aver  luogo  però 
la  periodicità  secondo  un  multiplo  di  6.  Basta  che  sia 

odicando  con  e  un  intero  qualsivoglia ,  basta  che  sia 
=27rtc ,  d'  onde  z  =  -Ea.  Per  questo  valore  di  z  il  pro- 

>  possiederà  ,  rispetto  a  r ,  i  periodi  a  e  qh.  Se  però 
desse  g=l  ,  4>  si  ridurrebbe  a  ±  1  ,  come  si  farà  evi- 
)er  la  (9)  e  per  la  H^^(z+a)=— ^(z). 

i  passiamo  ormai  ad  esaminare   la  periodicità  nel   prò- 

>  rispetto  alla  variabile  z  ,  che  deve  essere  per  noi  la 
inabile,  siccome  quella  riguardo  a  cui  4>  è  veramente 
dotto  di  fattori  lineari  interi.  Questo  esame»  che  potrebbe 
irettadfiente ,  lo  faremo  mediante  la  già  trovala  prò- 
(5). 
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Perciò  riflettiamo  che  la  espressione  (i)  conlenente  due 
elementi  variabili  z  e  e  (ovvero  quattro  se  vogliansi  riguardare 
come  tali  anche  a  e  b)  può  farsi  dipendere»  come  già  il  pro- 
dotto (i)  del  paragrafo  precedente,  dalla  espressione 

w  n(<-i:^)- 

Infatti  f  primieramente ,  la  identità 


1- 


1  — 


z — e 


fxa-j-vft 


fjta-|-v6+c 


1  — 


fxa+v6 


e,  per  fx=0  e  v=0,  quest'altra 


_  z z—c 

e        —e 

fanno  vedere  che  per  un  numero  finito  di  fattori  sussiste  ideO' 
ticamente  la 


(7) 


n(^- 


fxa-|->6+c 


)= 


fAfl-l-vÒ 


) 


n(<- 


—  e 


fxa4-  v6 


) 


dove  già  si  intende  che  in  luogo  di  i —e  I sian 

z — e  e  — e.  Ora   questa    relazione  sussiste   anche    quando  i' 
numero  dei  fattori  cresce  all' infinito;  imperocché  i  prodotti  (l  3 
e  (6)  riescono  sempre   insieme   convergenti    o  no.  Ed   invero 
r(l)  riesce  convergente  insieme  colle  serie  (3),  ed  il  (6)  con- 
vergente insieme  colle  serie 

1  1 

le  quali  appunto  convergono  o  no  insieme   colle  (3),  come  s» 
è  visto  per  le  eguaglianze  (6)  e  (7)  del  |.  59.    • 

Indicando  con  ^'  (2)    il  valore  del   prodotto    (6)   definii^ 
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me  limite  a  cui  tende  il  prodotto  finito 

yes      II     ||^BS      »      ^  ^ 


I  far  crescere  infinitamente  prima  m  e  poi  n ,  si  avrà 

Il  prodotto  W{z)  ha  la  proprietà 

W{-z) W{z); 

ichè,  cambiando  z  in  —z,  i  fattori  di  (8)  non  fanno  che  scam- 
irsi  a  due  a  due  fra  loro  ,  tranne  il  fattore  z  che  cambia 
segno.  Questa  proprietà  di  W  traducesi  per  0  nella  seguente 

*(— z,  —e)  =  0(2, e) . 

Quanto  alla  periodicità  ,  il  prodotto   4>  sarà  periodico   ri- 
!lto  a  2  se  sia  tale  il  prodotto  W.  Per  riconoscere  se  questo 
periodico  sostituiremo   nella  (5)    la   espressione  (9)  di  <^. 
*emo 

SCIITI 

W(z—c—pa-qb)        -T"^y(z— e) 
W{^c—pa^qb)  ^  ^        V  (-e)  ' 

ero,  ponendo  e  —  2  in  luogo  di  2,  ed  essendo  W  funzione 
tari  di  z ,  avremo 

satiri ,        . 

W{z+pa+qb)  _  —  ^"'^  y  jz) 


Sauri 


essendo  costante  rispetto    a  z.  Per   determinare   il  valore 
y,q  facciamo  in  questa  eguaglianza 

z-f-pa+qb^—z    cioè    z= — ^— r — . 

2 

^ori  di  W  nei  due  membri  riusciranno  tra  loro   contrari , 

23 
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e ,  dividendo  per  Y  udo  di  essi ,  si  avrà 


da  cui 


(— 1)  éJ 


Quindi 

In  questa  determinazione  di  Cp,q  si  è  tacitamente  supposto 
che  p  e  9  non  fossero  entrambi  pari,  altrimenti  non  si  sarebbe 

potuto  dividere  per  V  (      o      )  ^^®  avrebbe  avuto  il  valor  0. 

Ma  è  subilo  visto  come  debbasi  modiGcare  la  precedente  rela- 
zione affinchè  valga  anche  per  p  e  9  entrambi  pari.  Ponendoli 
p={  e  9=0  si  ha  ^(2-|-o)== — ^^(2).  Ora,  supposto  p  pari, 
qualunque  sia  q  possiamo  stabilire  la  precedente  relazione  per 
^(^"Hp— *]«+9&)  >  e  cambiare  poi  in  essa  z  in  Z'\-a  e  so- 
stituire — ^(2;)  a  ^(2;-|-«)-  Ciò  facendo  si  trova  che  per  p  pari 

compare  (—i)*""^'  invece  di  ( — 1/  .  Si  può  dunque  abbrac- 
ciare ogni  caso  scrivendo 

6  X 

(10)      ^(2+pa+96)=(-1)      e^     «     ^      -V(2). 
La  (9)  darà  quindi  per  <b 

b                X — e 
P+7   — flr*lirt  -  — i  f  •  Iti ,        ^ 

(H)    <»(H-po+9&.c)=(-*)      e         "  "  ^(^'C). 

Ponendo  p=l  e  g=0 ,  p=0  e  q={ ,  si  ha 

(12)  *(a+o,c)=— *(2,c)  , 

.     .  ^  — tiri ^x«iri 

(13)  <l)(2-|-6,c)=-e        «  »  0(2,  e)  , 

le  quali  mostrano  che  2a  è  periodo  di  * ,  ma  che  non  lo 
alcun  multiplo  di  6. 

Però  ,  sebbene  il  prodotto  *  non    possegga  esso  la  dop- 
pia periodicità ,  si   riconosce ,  per  la  semplice   comparsa  de 
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lUore  esponenziale  nella  seconda  eguaglianza  ,  che  in  esso  si 
a  OD  elemento  analitico  col  quale  la  doppia  periodicità  può 
>sto  attuarsi.  Basta  prendere  un  quoziente  di  due  prodotti  <!> 
)rrispondenti  a  due  valori  di  e  opportunamente  diversi ,  mol- 
plicato ,  se  vuoisi ,  per  un  fattore  esponenziale. 

Ha  ogni  ulteriore  particolare  circa  questo  punto  si  troverà 
iperfluo  se  si  riconosca  che  questi  prodotti  equivalgono  alle 
rie  Sì  semplici,  colle  quali  già  vedemmo  in  particolare  costi- 
ile  le  funzioni  doppiamente  periodiche  $n2,cnz,dnz.  Per  ri- 
iDoscere  la  della  equivalenza ,  senza  dover  trasformare  i  pro- 
)Ui  in  serie  o  viceversa,  basta  ricordare  (pag.  322)  che  la 
Diiooe  ^{z,  a)  resta  determinata  sino  ad  un  fattore  costante 
ediaote  le  proprietà 

4)  »{z)=^{z  +  ni)  , 

5)  ^W  =  e'^+"^(2+«), 

ingiunte  alle  condizioni  di  essere  monodroma,  continua  e  finita 
sr  tatti  i  valori  finiti  di  z.  Ora,  le  eguaglianze  (12)  e  (13), 

Jubiandovi  z  in— .2  e  ponendo 

TTt 

DQO 

e    ^    «        "7(^)=e  f{z+a). 

lest' ultima  relazione  si  riduce  precisamente  alla 
7)  ^(,)_,«'+-^(,  +  «) 

nendo 

€  =  1     e    2 1 =s  numero  intero  pari. 

a  a 

er  questo  intero  pari  può  prendersi  senz'  altro  lo  zero  ;  pol- 
lai dalla  (5)  si  vede  che  cambiando  il  valor  di  e  di  un   mal- 


5S6  SEZIONE  TERZA 

tiplo  di  a  non  si  porta   alcun  cambiamento    nella  4>  e  quind 
nella  f{z).  E  pertanto  la  espressione 

cioè  dire  il  prodotto 

a 

—  % 
^— ^    lim     lim      rr        rr  I    1  ^* 


v= 


n   n(i- 


(f^+^)«+(''+f)'' 


essendo  funzione  monodroma  continua  e  finita  per  tutti  i  vale 
finiti  di  2  e  soddisfacendo  alle  relazioni  (16)  e  (17),  identic 
alle  (14)  e  (15),  deve  coincidere  colla  funzione  ^{z\  alme 
sino  ad  un  fattore  costante.  E  siccome  il  prodotto  riducasi 
1  per  2==0,  così  si  ha 

(i8)rM™  JL^  n"  Y(  i-7— p-—— ^  V 

La  condizione  e  =  1  esprime  che  dev'  essere  positivo  il  co 

ficiente  di  i  in  -,  cioè  negativa  la  parte  reale  di  a;  il  che  e 

a 

stituisce  ,  come  si  sa  ,  la  condizione   di  convergenza   della  s 

rie  5  (z,  a)  (*). 

(*)  Se  in  luogo  di  prendere  come  prodotto  finito ,  d*  onde    V  infinito  debba  leilor 
qaello  indicato  da 

n     n   , 

v=3    n  |i= — m 

si  prendesse ,  come  nella  formola  (9)  della  pag.   Ii4   della  Thtorit  ecc.  dei  sigg.  Bri 

Bouquet,  quello  indicato  da 

v=    fi        p=»    m 

n        n 

v= — n—i  jji= — m — 1 

allora  non  entrerebbe  nella  espressione  della  ^  il  fattore  e    ';   poiché  il  limite  di  qa 
secondo  prodotto  è  eguale  al  limite  del  primo  (gift  s*  intende  andando  all'  infinito  priuM 
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CAPITOLO  aUARTO 


Inlegralii 


^.  %7.  La  idea  di  integrale  e  le  proprietà  da  esporsi  io 
Desto  capitolo  devono  somofiinistrare  i  mezzi  coi  quali  intra- 
rendere  nella  seguente  Sezione  lo  studio  delle  funzioni  in  ge- 
erale.  E  però  facciamo  anticipatamente  riflettere  che  la  detta 
lea  e  le  dette  proprietà  verranno  stabilite  indipendentemente  da 
gQì  supposizione  di  espressioni  analitiche. 

Allorché  si  riguardi  la  variabile  d'integrazione  come  affatto 
bera,  cioè  come  suscettibile  di  qualsiasi  valore  complesso,  la 
lea  di  integrale  comporta  una  estensione  avvertita  per  il  primo 
natta  la  debita  larghezza  da  Cauchy  (Notizie,  pag.  72).  Eccola. 

Per  stabilire  il  significato  della  notazione 


/ 


f{x)dx 


*0 

ove  f[x)  denota  una  quantità  dipendente  dalla  variabile  reale  x 

'^  »  si  nelP  aoo  che  nelP  altro)  moltiplicato  per  t    '.  Ciò  è  subito  verificato  prcDdendo 
^S^tmi  dei  due  prodotti  come  nella  forinola  (2),  e  calcolando  nella    maniera    già    vista 
*§!•  S99-302  le  variazioni  y  delle  serie  (3)  nel   passaggio    dal  primo  al    secondo   pro- 
^*  Per  la  prima  delle  serie  (3)  la  variazione  risulta  *=  1  y  per  la  seconda  ^s  Q, 
Se  nel  prodotto  finito 

v=     n  |x=    m  .  . 

n     n   (I — -^—) 


V= — Il 

'^<«e  crescere   infinitamente  prima  n  e  poi  m ,  il    risaltato  che  si  avrebbe ,  contenuto 
^**Hriamente  nella  formola 

^U  (|aeUo  eorrispondente   al  valori  A  =  OfB=z . 

ab 
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Deir  intervallo  o^Q . . .  i:  e  quivi  dotala  (lo  si  supponga  per  sem- 
plicità) di  un  solo  valore  per  ogni  valore  di  x,  basta  conside- 
rarla come  esprimente  il  limite  verso  cui  tende  la  somma 

f{^o){^i~^o)  +  f(^i){^t—^i)'\' +  /'(^ii-i)(*-M 

allorché  le  quantità 

Xq    9    X^    f    X^   ,      m      •      •      «9    Xfg 1    9    X     f 

crescendo  indefinitamente  di  numero,  tendano  a  costituire  uDa 
successione  continua  da  Xq  a  x. 

Per  stabilire  il  significato  della  notazione 

(1)  f  az)dz  , 

dove  f{z)  denoti  una  quantità  dipendente  in  qualsiasi  ma- 
niera (*)  dalla  variabile  complessa  z  ,  è  dunque  naturale  di 
considerarla  come  esprimente  il  limite  verso  cui  tende  la  somma 

(2)     /(^o)(24— 2o)+/(^i)(^j— 24)+  ....  +/(2»-4)(«— ^»-i) 
allorché  le  quantità 

crescendo  Indefinitamente  di  numero  tendano  a  costituire  una 
successione  continua,  ma  del  resto  complessa  qualsiasi,  da  Zq  a  s. 

Rappresentando  i  valori  della  variabile  z  ,  come  al  solito, 
mediante  i  punti  del  piano  z ,  allorché  le  quantità  (3)  costi* 
tuiranno  una  successione  continua»  i  loro  punti  rappresentati^ 
costituiranno  una  linea  continua  avente  principio  in  i^  e  ter- 
mine in  z.  Questa  linea  verrà  detta  linea  0  cammino  d' tii(^* 
zione  ;  e  la  integrazione  stessa  potrà  qualificarsi ,  occorrendo  f 
siccome  comflessa. 

Si  sa  che  il  limite  della  somma 

f{x^{x^—x^-\'{{x^{x^—x^)'\r 4-/(ira-i)(x-x,-,) 

(*)  Data  0  noD  data  mediante  un*  espressione  analitica,  e  fanzione  o  no  della  viriti*'' 
complessa  ;  e  che  per  semplicità  t' imagina  ammettere  nel  corso  della  integrasioM  >■  ^^ 
valore  per  ogni  valore  di  essa  variabile. 
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DOD  dipende  dal  modo  con  cui  si  fa  crescere  il  numero  e  di- 
mlDoire  gli  intervalli  dei  punti 

ed  è  chiaro  che  senza  di  questa  proprietà  la  definizione  supe- 
riormente esposta  non  basterebbe  a  stabilire  un  significato  pre- 
ciso per  r  integrale 


/ 


f{x)dx    . 


Orbene,  6  facile  riconoscere  che,  fissata   la  linea   d'integra- 
zione, questa  proprietà  sussiste  ancora  pel  limite  della  somma 
(2);  cioè,  che   questo  limite  non  dipende  dal  modo  con   cui 
i  punti  (3)  andranno   nella  detta   linea  crescendo   di  numero 
ed  accostandosi  l'uno  al  successivo.  Si  rientra  infatti  nel  caso 
stesso  di   prima  introducendo  come   variabile   d'  integrazione 
Dna  variabile  reale.  Prendendo ,  per  esempio  ,  come   variabile 
iodipendenle  la  lunghezza  l  della  porzione  del  cammino  d' inte- 
grazione avente  principio  in  Zq  e  termine  nel  punto  qualunque 
^9  le  parti  reale  e   imaginaria   di  z  e  di  ((z)   potranno   tutte 
Quattro  considerarsi  come  determinate  funzioni  della  variabile  I, 
e*  indicandole  con  x(l),  y{l)i  ,<f{l)y^{t)i ,  T  integrale  (1)  po- 
trà scriversi  come  segue 

z^  0 

^^   anche  come  segue 

0  0 

^    ^otto  r  uno  come  sotto  1'  altro  aspetto  è  evidente  che  il  va- 
^^^e  di  (1)  non  dipenderà  dal  modo  con  cui  le  quantità 
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gìuDgeraoDO  a  costituire  una  successione  continua^  ossia  i  ponti 
(3)  a  coprire  totalmente  la  prescrìtta  linea  d' integrazione. 

Però,  mentre  nel  caso  di  variabile  reale  il  cammino  d' in- 
tegrazione non  può  essere  che  una  porzione  dell'asse  reale» 
nel  caso  di  variabile  affatto  libera  può  prendere  infinite  forme, 
essere  cioè  composto  di  parti  rettilinee  e  curvilinee  di  qualsiasi 
natura,  di  giri  e  rigirì  quali  e  quanti  si  vogliano. 

Se  P{x,y)  e  Q{x,y)  sono  due  quantità  dipendenti  dalle 
variabili  a;  e  ^  ,  la  definizione  stabilita  per  il  simbolo  (i)  si 
estende  affatto  naturalmente  al  simbolo 


/ 


PdO, 


che  per  Q=:x-\-yi  riducasi  air(l).  Sia  l  una  linea  nel  solito 
piano  rappresentativo  (Fig.  20),  ed  esprìmasi  con 

■O  *  '  i  > ' 1  »  '  8  »    •    •    •    '    9  *n  9 

Qq  f   Qi  9    Qt  9   Q^  9     •      •     •     •     9    Qn   f 

una  serie  di  punti  in  essa  linea  ed  i  va- 
lori delle  quantità  P  e  Qìn  questi  punti  ; 
per  integrale  di  PdO  preso  lungo  la  A^v 
nea  {  devesi  intendere  il  limite  a  cui  co 
verge  la  somma 

allorché  i  punti 

0,1,2,3 ,  .  .  .  .  ,n 

crescendo  indefinitamente  di  numero  ed  avvicinandosi  ciasca 

al  successivo  tendano  a  costituire  la  linea  continua  /. 

Volendo  indicare  qual  variabile  indipendente,  come  dianz^  ' 

la  lunghezza  variabile  /  della  linea  d'integrazione,  si   potrebt^^pa 

scrivere 

dQ 


fp^Q=fp 


d,"' 


della  qual  somma  già  s'intende  il  limite. 
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f  M.  È  ovvio  comprendere  che  nella  integrazione  com- 
lessa  debbano  ancora  sussistere  quelle  proprietà  fondamentali 
ella  integrazione  reale ,  che  scaturiscono  dalla  definizione  di 
itegrale  come  di  lifnite  di  una  somma.  Consideriamone,  in  par- 
colare^  qualcuna. 

Anzi  tutto  si  noti,  cbe«  ove  si  dica  essere  fissata  una  linea 
dì  integrazione,  s'intende  che  sia  anche  fissato  secondo  quale 
9lle  due  direzioni  la  linea  deve  essere  percorsa.  La  stessa  li- 
3a  ma  da  percorrersi  in  direzione  contraria  sarà  designata 
)lla  stessa  lettera  ma  preceduta  dal  segno  ~ . 

Ciò  premesso,  una  prima  proprietà  da  verificarsi  come  an- 
)ra  sussistente  è  la 

)  CpdQ  =  -CpdQ  . 

i  — i 

fatti  per  definizione  si  ha 

J'pdO=P.(()..,_00+  .  • . .  +P,((?i-(?,)+Pi((?o~C>i), 

imaginando,  come  nella  integrazione  reale,  sostituito  ad  ogni 
finitamente  piccolo  quale  Pv  (Qv>|  —  (?«  )  un'  infinitamente 
Incoio  quale  Pv-.|(C)v_| — Q^\  si  ottiene  la  espressione  stessa 
all'integrale  preso  lungo  /,  in  cui  però  i  termini  trovansi  con 
dine  e  segno  contrari. 

Se  il  cammino  l  d' integrazione  si  concepisca  diviso  in  più 
irti  t,l\V\  .  .  •;  si  riconosce  immediatamente  essere 

I)  fPdQ=fpdQ+fpdQ+fpdQ+  . . . 

Ristringiamoci  adesso  al  caso  di  0=a^j-yi>»z  e  di  P  fun- 
me  di  x+yi,  la  quale  esprimeremo  con  w. 
La  derivata  dell'integrale 


1)  fwiz) 
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rispetto  al  limite  superiore  ritenuto  variabile  è,  come  nella  iote- 
grazione  reale,  w{z).  lofalli,  imaginando  che  il  cammino  d' inte- 
grazione si  prolunghi  da  z  in  «* ,  insieme  colla 

s 
(ii)  J    WdZ=W{ZQXz^—ZQ)-\-  ....  +tr(Zn-i)(«— ^«-i) 

potremo  scrivere  la 

J  wdz=W{ZQXz^-ZQ)+  ....  -H'(2,»-i)(«— «„-.|>-HK»)(» -»J 
dalla  quale  »  sottrattane  la  prima  >  si  ha 

B'  B 

/  wdz-^  /  wdz 

5? ^ =  wim). 

L' integrale  (3),  avendo  una  derivata  indipendente  dal  va- 
lore del  diiTerenziale  m'—m=dm,  è  dunque  funzione  di  i.  E, 
viceversa,  potremo  anche  asserire  che  z  è  funzione  dell'integrale. 

Altrettanto  ha  luogo  riguardando  come  variabile  il  lioiite 
inferiore;  nel  qual  caso  però  la  derivata  è  — tD{zQ). 

Il  modulo  deir  integrale  (3),  ove  tv  sia  continua  e  finita 
dappertutto  nel  cammino  l  d' integrazione,  può  sempre  dichiararsi 
minore  od  al  più  eguale  al  prodotto  della  lunghezza  totale  della 
linea  I  per  uno  fra  i  moduli  assunti  da  w  lungo  L  Infatti ,  il 
modulo  della  somma  secóndo  membro  della  (4)  è  minore  od 
al  più  eguale  alla  somma 

mod  fe^(2o)  •  ™^d  (^^i— ^oH"  •  •  •  •  +niod  w{2,^^.  mod  («— Vi)» 
e  questa  somma  è  minore  od  al  più  eguale  al  prodotto  di 

(5)  mod  (24— «o)4" +mod(«— 2;-^) 

per  una  quantità  compresa*  fra  il   più  grande  e   il  più  piccolo 
dei  moduli 

mod  w{z^, ,  moi  w{z^  • 

Ha,  per  n  =  oc,  questa  serie  di  moduli  costituisce  una  succes- 
sione continua;  dunque  una  quantità  compresa  fra  il  modulo  più 
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grande  ed  il  più  piccolo  coincide  certamente  con  qualcuno  dei 
modali  intermedi;  inoltre  la  somma  delle  corde  inGnilesime  (5) 
esprime  precisamente  la  lunghezza  totale  della  linea  d'integrazione. 

Se  w  avrà  un  valore  infinitamente  piccolo  lungo  tutto  il 
cammino  d'integrazione»  sarà  infinitamente  piccolo  anche  il 
falere  dell'  integrale  (3). 

Supponiamo  che  w  dipenda  anche  da  una  seconda  variabile 
0  parametro  t,  rispetto  a  cui  abbia  una  derivata  finita  per  ogni 
pnDto  di  /•  Indichiamo  questa  derivata  con  w^{z,t)*  Ciò  pre- 
messo, è  subito  dimostrato,  come  nella  integrazione  reale,  che 
la  derivazione  dell'  integrale  (3)  rispetto  a  t  può  attuarsi  sotto 
il  segno  /•  Infatti ,  esprimendo  l'  un  valore  del  parametro  in- 
finitamente  poco  diverso  da  i ,  si  può  porre 

ttseodo  fi  infinitamente  piccolo  insieme  con  t' — t.  E  quindi   il 
ripporto  dell'incremento  dell'integrale  air  incremento  l'— f« 

I  s 

-  •  ossia    I  — ^ — ^ — ^(te. 


/ 


i—t  J  t'—t 

^i  potrà  scrivere  come  segue 


j  w^{z,Ì)dZ'\-  j  ndz  . 


Di  questi  due  integrali  il  secondo  tende  a  zero  con  yj,  cioè  con 
I' — t  :  dunque  ecc. 

^.  M.  Ma  tralasciamo  ormai  ogni  ulteriore  considerazione 
circa  la  sussistenza  delle  più  comuni  proprietà  degli  integrali  , 
per  passare  a  quella  questione  cardinale  nella  integrazione  com- 
plessa che  concerne  la  influenza  del  cammino  sul  valore  del- 
l' integrale. 

Supponiamo  che  sia  data  in  una  porzione  S  del  piano  z 
una  funzione  monodroma  w,  cioè  dire  che  per  w  si  trovi  de« 
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posto  in  Ogni  punto  di  S  un  valore ,  il  quale  vari   da  punto  a 

dw      dw 
punto  in  guisa  da  soddisfare  la  t;— =»— -.  E   consideriamo  la 

ox      dy 

integrazione  da  effettuarsi  sul  differenziale  wdz  d^  partire  da  un 
punto  fìsso  Zq  sino  ad  altro  punto  fisso  s.  Poiché  non  si  pre- 
suppone nulla  circa  la  funzione  fuori  di  S,  è  quasi  superfluo  l'av- 
vertire che  questi  punti  fissi  e  tutti  i  cammini  d'  integrazione 
da  imaginarsi  dall'  uno  all'  altro  s' intendono  contenuti  entro  S 
Volendo  ammettere  che  esista  una  funzione  monodroma  e 
finita  F  di  z  in  S  avente  per  de/ivata  h  tv ,  è  subito  dimo- 
strato che,  se  w  sia  continua  e  finita  dappertutto  in  S,  l'integrale 

s 

/  wdz 

riesce  sempre  dell'  egual  valore  qualunque  sia  il  cammino  d'in- 
tegrazione. Infatti^  indicando  con  0,  i  ,2, . .  .,n  una  serie  di 
punti  avente  principio  in  zq  e  termine  in  z  (laonde  0,n  signi- 
ficano qui  lo  stesso  che  Zq,m),  si  ha  identicamente 

^i — ^0  +^J—^l '^Fn—Fn'-i 

=n-Fo=F(«)-F(2o)  . 
da  cui 

=F(«)-F(zo)  , 

eguaglianza  che  sussiste  comunque  cresca  n.  Imaginando  che    ^ 
cresca   infinitamente ,  si   che  i  punti  0^1  ,2  , . .  .  ,n  tenda^^ 
a  costituire  una   linea  continua  A2l  Zq  a  x  ,  e   sostituendo    ^^ 
ogni  infinitamente  piccolo  come 

r  infinitamente  piccolo  come 
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che  manifestamente  sta  al  primo  in  rapporto  tendente  all'unità, 

si  a?rà 

Qoalanqoe  sia ,  danqoe ,  il  cammino  d' integrazione  che  vo- 
gliasi supporre  scaturito  dalla  serie  di  punti  0 ,  i  ,2,. . .  ,n, 
il  yalore  dell'integrale  è  costantemente  F{m)  —  F{zq). 

Cosi ,  per  esempio ,  nel  caso  di  w^^^z--  y)^  dove  m  sia 
QQmero  intero  e  positivo,  sapendosi  che  (z  — 7)""  è  la  derivata 

della  funzione  ^^ p-r —  monodroma  e  finita  per  qualunque  va- 

lor  finito  di  ;? ,  si  conchiuderebbe  subito  essere 


a 

/ 


^       ^^  m+{  m+ì 


®  quindi  aversi  un   solo  valore  per   qualunque  cammino   trac- 
<^'abile  nel  finito. 

Ma  importa  di  ricercare  la  influenza  del  cammino  senza 
P^'esupporre  l'esistenza  della  funzione  F.  Questa  investigazione 
^'  trova  già  fatta  da  Cauchy  nella  Memoria  stessa  colla  quale 
^^^ulgava  la  idea  della  integrazione  con  variabile  complessa  {No- 
^^^ie ,  pagg.  72-74).  Seguendo  lui ,  stabiliremo  il  seguente 
Teorema.  V  integrale 


f 


wdz  , 


f^eso  lungo  una  linea  qualsivoglia,  non  cambia  di  valore ,  se,  ri' 
>nanendo  fissi  i  punti  estremi  Zq  e  x  ,  la  linea  si  deforma  senza 
sorpassare  alcun  punto  dove  la  funzione  w  0  la  sua  derivata  ces- 
-sino  di  essere  monodrome,  continue  e  finite. 

Sia  /  la  linea  lungo  la  quale  s' intende  preso  in  prima 
l'integrale,  ed  imaginiamo  ch'essa  linea,  0  filo,  subisca  una 
deformazione  infinitamente  piccola,  per  modo  che,  rimanendone 
fissi  gli  estremi  ^q  e  s ,  ogni  altro  punto  z  di  essa  (Fig.  21) 


tftlV 
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Pig.  SI, 


possa  essersi  spostato  di  una  quantità  in- 
^  finitamente  piccola  iz.  Indicando  con  t  U 
linea  dopo  la  deformazione»  potremo  espri 
mere  i  valori  dell'  integrale  prima  e  dopc 
la  deformazione  con 


wdz. 


I  I' 

Se  i  cammini  lei   non  contengono  ni 

passano  infinitamente  vicini  a  discontinoiti 

0  infiniti  dì  w ,  h  differenza  tra  i  valori  di  w   nei  punti  2  6 

z+dz  sarà  infinitamente  piccola.  Indicandola  con  ^k;,  potremo 

porre  la  variazione  delf  integrale  sotto  la  forma 

i  i  fi;dz=  I  wdz —  I  wdz  =  i  (ti?+^u?)d(2;+*2) —  I  wdz  . 
ovvero ,  trascurando  l' infinitamente  piccolo  di  secondo  ordine 


/»«.. 


diz  , 


sotto  la  forma 


/ 


{iw.dz-^iv.diz)  . 


Ma,  se  K^  è  funzione  di  2  e  la  sua  derivata  è  continua  e  fioi^ 
oltreché  monodroma ,  nella  lista  determinata  da  /  e  f,  si  P^ 
anche  cambiare  questa  forma  nella  seguente 

I  (dw.iz'\-w.diz)^=  I  d{wiz). 


in  virtù  delle 


Ora  è 


iw.dz  =  'T-Ì2.dz=s--^iz.dz  =  dw.iz  • 
oz  dz 


I  d{wdz)=^  I  d{wdz)=^w{jd)dm  —  w{z^dz^; 
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e,  siccome  i  punti  Zq  e  m  rimasero  fissi,  si  ha  dzQ=0  e 
ìe^O;  dunque,  astrazion  fatta  dal  termine  di  secondo  or- 
dine ,  si  ha 


/ 


todz'^O 


Se  ora  s' imagina  che  ciascun  punto  z  di  {  subisca  non  un 
solo  ma  successivamente  tanti  spostamenti  infinitamente  piccoli 
del  prim' ordine  (ossia  ogni  quantità  z  tante  variazioni  dz  del 
prim'ordine),  si  che  la  loro  somma  riesca  uno  spostamento  finito, 
e  se  in  coteste  successive  deformazioni  di  l  non  verranno  mai 
sorpassati  punti  dove  ti?  e  la  sua  derivata  cessino  di  essere  mo- 
nodrome ,  continue  e  finite  ,  la  variazione  totale  dell'  integrale 
iìwdz  sarà  parimenti  nulla.  Avuto  riguardo  al  termine  dianzi 
trascorato,  essa  potrebbe  dichiararsi   infinitamente  piccola   del 

prim'  ordine  ;  ma  ciò  è  come  dire  ancora  nulla.  C.  D.  D. 
Indicando  con  m  una  linea  sensibilmente  diversa  da  l,  ma 

da  potersi  considerare   come  una  deformata  della  / ,  cioè  una 

^i  quelle  ottenibili  col  deformare  l  senza  sorpassare  alcuno  di 

dotti  punti  singulari ,  si  avrà 


J*«,d.=  fi 


wdz  , 


m 


®^  >  essendo 


^*  avrà  anche 


I  u)dz  =  —    I  wdz  , 
j  wdz-^    j  wdz  =  0  . 


le  linee  te  — m  prese  insieme  costituiscono  una  linea 
'^  i  lisa  l  —  m  che  può  considerarsi  come  il  contorno  di  una 
^^  azione  i4  di  S,  entro  .cui  non  esistono  punti  dove  t^  e  la 
'^  ^  derivata  cessino   di  essere  monodrome ,  continue  e  finite  ; 


r 
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e  la  somma  dei  due  integrali  presi  lungo  l  e  — m  pa6  consi- 
derarsi come  udìco  integrala 


/ 


wdz 


preso,  cioè,  lungo  l'intero  coolorno  di  A.  Il  dimostrato  teoren^^ 
foDdamentale  può  dunque  enunciarsi  anche  nei  seguenti  lermiai 

Teorema.  L'integrale  di  wdz  preso  lungo  l'intero  contorti^ 
di  una  parte  A  del  piano  z  ,  entro  cui  w  e  la  sua  derivata  sietio 
fumioni  monodrome,  continu'B  e  finite  di  z,  è  nuUlo  ('). 

La  data  dimostrazione  supporrebbe  il  contorno  della  su- 
perfìcie A  costituito  da  una  sola  linea  continua.  Ma  è  facile  ri- 
conoscere che  il  teorena  sussiste  anche  quando  il  contorno 
consti  di  due  o  più  parti  separate. 

Ed  invero  ,  sia  ,  per  esempio,  il  contorno  a  A'\  A  compfr  , 
sto  (Fig.  22)  di  tre  parti  separale  «jSya.i  vj/X,  ijii^x?i '** 


<|>^ 


potremo  scrivere  a  =  aL^y  «■•^-'Kìi  }i.ì.-\-'^<^xf  '   Si  imagioÌDO 
operati  nella  superficie  A  due  tagli,  dì  guisa  che  oe  risulti  una 


li  iUpporre  (liSfllo  da  prinja   imu  lincn 

e\\  n  e  quindi  il  coulorpo  '  —  m  ili  .1 

i  rienlr(rci>lj<  oeiln  cuppoìiiioae  slr^a   prcccdcni'  ri 

iDloroo  cumc  liucn  f  e  ■«  rnlanle  roini^  «. 
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soperficie  A  il  cui  contorno  sia  una  sola  linea   continua,  for- 
mata con  le  varie  parti  del  contorno  di  i4  e  con  i  due  orli  di 
ciascun  taglio  (*).  Cominciando  dal  punto  7,  nell'  uno  dei  due 
sensi ,  il   contorno  riesce   formato   (giusta  la  figura)   colla  se- 
guente successione  di  parti 

Ora,  per  la  dimostrazione  precedente,  l' integrale  di  wàz  preso 
lungo  questo  intero  contorno  è  nullo.  Questo  integrale  può  de- 
comporsi nella  somma  degli  integrali  presi  lungo  le  singole  parti. 
Sarà  dunque 

Ma,  aX  e  a  X'  combaciandosi  in  tutta  la  loro  estensione,  (0,  real- 
mente ,  non  essendo  che  una  me4esima  linea)  ,  e  cosi  pure 
7?  e  7>',  si  ha  ((<)  del  §.  68) 

\wà7r=lxiiàz= — ^wiz  ,   (wdz=^fwdz= — Jwdz; 

e  per  la  (2)  del  §.  68  si  ha  ancora 

fwdz-^ fwdz=Jwdz  . 

Dunque  la  precedente  eguaglianza  diverrà 

fwdZ'{- Jwdz-\- fwdz  =0  , 

aPr«  X'viiX  qj'^x*? 

l'eoi  primo  membro,  compendiato  in  un  solo  integrale,  riesce 

VpQpto  r  integrale  preso  lungo  V  intero  contorno  a  di  A. 

M  teorema  sussisterebbe  del  pari  supponendo  A  composto 

^  4i  un  pezzo  tutto  connesso  di  piano  z,  ma  di  parecchi  pezzi 

^Parati  Ai»A^yA^y  ecc.   Imperocché,  indicandone  i    contorni 

^^    (11,0^9  0^9  ecc.,  si  avrebbero  separatamente 

Jwdz=0  ,  Jtcdz=0  ,  Jwdz=0  ,  ecc.  , 
.,  «I  «j  «. 

^  Onde 

J      wdz^=0  . 

'  ^  >  Ndia  figura  i  due  orli  di  ciascun  taglio  sono,  per  maggior  chiarezza ,  rappresentati 
^«  fossersi  discosiali  un  poco  V  uno  duir  altro.  Ha  ,  in    realtà ,  a'  devesi  tenere  per 
'^■^^  con  a ,  r'  con  r>  «ce. 
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Considerando  l'integrale   di   wdz  preso   lungo  una  linea, 
chiusa  a,  che  possa  anche  non  essere  contorno  dì  un  pezzo  di 
piano  entro  cui  w  sia  dappertutto  monodroma,  continua  e  finita., 
il  valor  suo  potrà  anche  non  essere  zero.  Comunque  sia,  gio?^ 
riflettere  che  ha  luogo  anche  in  questo  caso,  come  già  perum^ 
linea  avente  principio  e  termine  in  due  punti   fissi  Zq  e  m,  U 
inalterabilità  del  valor  delP  integrale  al  deformarsi  della  linea ^ 
senza  che  vengano  sorpassate  singularità  della  w  o  della  der^ 
vata.  Infatti,  sia  6  una  delle  forme  che  cosi  può  prendere  la  a 
(per  fissar  le  idee  si    può  imaginare   che  a  sia   una   circonfe- 
renza e  6  un'altra  circonferenza  concentrica  con  a);  tirando  da 
un  punto  a   di  a  una   linea  a /3  ad  un  punto  /3    di  b  si  potrà 
comporre  la  linea 

a/3+6+/3a 

da  considerarsi  pur'  essa  come  una  trasformata  della  a  otteni- 
bile senza  sorpassare  alcuna  singularità.  Tanto  la  a  che  questa 
sua  trasformata  possono  considerarsi  come  linee  aventi  principio 
e  termine  nel  punto  a  rimasto  fisso;  e  con  ciò  si  rientra  dunque 
nelle  circostanze  del  teorema  fondamentale  {Z(y=a  fm=(x),  e  sì\ì^ 

Jwdz=^  Jwdz=  Jwdz-^  jwdz+  Jwdz=  Jwdz . 

Adesso  però ,  innanzi  proseguire  viepiù  nelle  conseguente 
del  teorema  fondamentale  ,  vogliamo  esporre  una  seconda  di- 
mostrazione del  medesimo,  che  riscontrasi  nella  dissertazione 
inaugurale  del  sig.  Riemann  ,  come  nelle  posteriori  pubblica- 
zioni della  di  lui  scuola  ;  mentre  la  prima  è  conservata  nelle 
pubblicazioni  dei  sigg.  Puiseux,  Briot  e  Bouquet.  Questa  ba  il 
pregio  della  Maggiore  spontaneità  ;  ma  ha,  per  converso,  il  di* 
fetlo  di  dover  presupporre  che  sia  monodroma  ,  continua  e 
finita  anche  la  derivata,  mentre  ciò  resta  già  inchiuso,  come 
vedremo,  nella  supposizione  dell'  essere  monodroma,  continua 
e  finita  la  funzione  (*). 

0  Però  nella  seconda  dimostrazione  (g.  71)  si  potrà  notare  che  viene  tacitameite  •■• 
messo  potersi  invcrterc  1'  ordine  delle  integrazioni  in  uno  dei  due  integrali  doppi 
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f  yo.  Ma  prima  ancora  vogliansì  notare  le  convenzioni 
che,  seguendo  il  sig.  Riemann,  presentiamo  in  questo  paragrafo, 
siccome  da  adottarsi  invariabilmente  d'  ora  in  poi  riguardo  ai 
contorni  delle  figure  ed  anche  a  linee  quali  si  siano. 

Sia  S  una  determinata  porzione  del  solito  piano  orizzontale, 
e  sul  medesimo  s'  imagini  una  persona  che  voglia  percorrere 
r  intero  contorno  s  di  S.  La  persona  può  scegliere  fra  due  di- 
rezioni contrarie.  Muovendosi  secondo  V  una  direzione  ,  essa 
a?rebbe  la  superficie  S  sempre  a  sinistra;  muovendosi  secondo 
r  altra,  avrebbe  la  superficie  S  sempre  a  destra.  Ciò  premesso, 

Bentre ,  non  le  faniionì  da  integrarsi ,  cioè  le  derivate 

fa  bene  le  funiioni  >  e  ^  sono  preiupposte  continue  e  finite  per  lutto  il  campo  della  in- 
tegraxione.  Se  la  inversione  non  fosse  lecita,  la  differenza  dei  due  precedenti  integrali  non 
potrebbe  compendiarsi  nell*  unico  integrale 

I ìdxdy,     oyvero  nel      I  I  |- —  — ìdydx    , 

^  l' intende  formato  coli*  effettuare  la  doppia  integrazione  sul  differenziale  indiviso 


^  che,  quando  questo  sia  sempre  zero,  si  possa  concbiudere  essere  zero  anche  P integrale. 
*<  ci  sembra  potersi  togliere  ragione  a  questa  nota  ,  imaginando  in  prima  circondate  eon 
■>Bee  le  singalariti  delle  due  derivale,  e  ritenendo  la  doppia  integrozione  estesa  alla  super- 
*^e  che  rimane  slaccando  da  A  i  pezzi  raccbiusi  in  queste  linee  ;  per  il  che  viene  ad  es* 
*<re  Dotoriamcnle  lecita  la  inverlibiillà  delPordine  d*  integrazione  negli  integrali  doppi,  men- 
*^*  poi  gli  integrali  semplici  da  prendersi  lungo  le  dette  linee  si  potranno  rendere  minori 
*"'  palaia  grandezza  assegnata  stringendo  viepiù  le  linee  intorno  alle  singularità. 

Ad  ogni  modo  notiamo  eziandio ,  che ,  se  si  tratta  puramente  di  funzioni  algebriche  9 
^OQe  nelle  Becherehet  etc.  già  citate  del  sig.  Puiseux ,  la  presupposizione  che  anche  la  de- 
"^ata  sia  continua  e  finita  non  cagiona  imbarazzo ,  in  quanto  che  la  sussistenza  delle  con- 
**'>ioi)i  rifrrentisi  alla  derivata  vien  tosto  riconosciuta  mercè  1*  espressione  della  medesima 
orm^^jj  razionalmente  con  la  funzione  e  la  variabile  ;  e  che ,  per  la  teorica  generale  delle 
^Bzìoqi  di  una  variabile  complessa ,  la  necessità  di  questa  presupposizione  cessa  allorché  , 
'^^^^  oltre,  si  trova  che,  se  una  funzione  di  s  è  monoJroma,  continua  e  finita  in  una  por- 
'^■iQ  A  del  piano  z  ,  quivi  dev'  esserlo  anche  lu  derivata.  Ciò  può  subito  riscontrarsi  nel- 
'  ^nera  dei  sigg.  Briot  e  Bouquet  (n.  SS). 
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chiameremo  tlìresione  positiva  del  contorvo  la  prima  dette  dne , 
cioè  quella  secondo  cui  la  persona  muovendosi  ha  la  superficie 
sempre  alla  sinistra. 

E,  in    relazione   con  questa   definizione  e  con   quella  di 
sonso  positivo  degli  angoli  (|.  8),  diremo  altresì  che  un  punto 
mobile  z  fa  un  giro  positivo  intorno  ad  un  determinato  punto  9 
quando  descriva  intorno  a  ci  una  lìnea  rientrante  semplice,  cono 
sarebbe  una  circonferenza,  in  quella  direzione  che  è  la  positivi 
della  linea  considerata  con:ie  contorno  .ilella  porzione    finita  di 
piano  in  essa  racchiusa,  o,  ciò  cb' è  lo  stesso,  in    quella  di- 
rezione secondo  la  quale  il  raggio  az  rota   nel  senso   positivo 
degli  angoli. 

Quando  il  contorno  di  una  superficie  consti  di  più  parli 
separale,  devesi  tener  fernaa  la  esposta  ilefinizione  di  iHrezitm 
positiva  dd  coiilorm  per  ciascuna  parte  separatamente  ;  mercè 
di  che  non  resterà  mai  per  veruna  parie  incerto  quale  delle 
due  direzioni  sia  da  riguardarsi  come  positiva.  Nel  caso  ,  per 
esempio,  della  superfìcie  A  della  Qg.  22,  la  direzione  posi 
Pig.  ti. 


^^ 


per   la  curva  maggiore  é  a/Sj-a ,  e   per  le  altre    dna_ 

rispettivamente  ).!/iù.,<^<^x9-  I'*  somma 

(wdz-\-  J'wrfz-j-  fivdz^  ftvdz 
apr»        ivia         <n,x9        '»Pr»+''»i^+9<it» 
del  g  precedente  e.'ìprimo  1'  integrale  di  tcdz  preso  lungo  I 
tero  contorno  di  A  \o  direzione  positiva. 
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Ogni  qualvolta  il  contorno  d'  una  superficie  verrà  desi- 
gnato con  QDa  semplice  lettera,  si  intenderà  il  contorno  preso 
io  direzione  positiva.  Il  contorno  in  direzione  negativa  verrebbe» 
oeeorrendo,  designato  colla  stessa  lettera  preceduta  dal  segno  ^^ 
coofonnemente  al  fissato  per  una  linea  qualunque  l  nel  §.  68. 

La  normale  al  contorno  di  una  superficie  in  un  punto 
(palsìasi  di  esso  può  imaginarsi  diretta  verso  V  interno  della 
saperficie  o  verso  Y  esterno.  Diremo  normale  intema  la  prima , 
mmak  estema  la  seconda. 

In  generale,  poi,  per  qualunque  lìnea  <;  tracciata  sul  piano 
orìnontale  O,  della  quale  sia  fissala  la  direzione  positiva,  e 
propriamente  per  qualunque  suo  elemento  di  (diretto  positiva- 
mente) giova  poter  distinguere  due  direzioni  laterali,  ossia  chia- 
nare  direzione  laterale  positiva ,  relativamente  a  di ,  quella  che 
giace  rispetto  a  dg  come  -^i  d^  i  ("),  e  direzione  laterale  nega- 
A»  la  contraria.  Conformemente  a  ciò  si  potranno  anche  usare 
la  espressioni  di  lato  positivo  e  lato  negativo  di  g.  Il  lato  posi- 
tivo si  potrebbe  qualificare  come  confine  della  regione  di  piano 
liloata  dalla  banda  di  $  a  cui  si  volge  la  direzione  laterale 
positiva,  il  lato  negativo  come  confine  della  regione  situata 
dall'  altra  banda.  Se  q  fosse  da  considerarsi  come  uk^  taglio 
operalo  nel  piano,  i  lati  di  <;  sarebbero  la  stessa  cosa  che  gli 
orli  del  taglio  C*').  Se  g  fo^^se  data  come  contorno  di  un  pezzo 
di  piano  ,  il  sno  lato  positivo  sarebbe  V  interno. 

Metteremo  in  questo  paragrafo  anche  le  seguenti  consi- 
derazioni. 

(*)  Uè  ■oekc,  ceriHDente,  per  le  determinaibni  raccolte  ia  questo  paragrafo  la  aap- 
deir  oriuontalilà  del  piano  si  crederà  essenziale  ;  ma  soilaato  si  Yorrà  riconoseere 
•St«olaa«e  la  esposlsione  delle  medesime  ;  essendoché  la  distinzione  fra  1'  una  e  l' al- 
k9  delle  4ee  faeeie,  che  in  nna  soprrflcie  possono  sopporsl  osservale ,  riesce  cosi  tradotta 
ii  qoella,  già  acoz*  altro  chiara ,  di  topra  e  so/ft  ;  rispeue  alla  quale  si  è  anche  già  stabi- 
lito nel  $•  8  che  le  figure  nel  piano  debbansi  supporre  osservate  dalP  alto  al  basso. 

(**)  Questa  denominazione  è  suggerita  da  quella  di    unità  laterale  positiva    additata  da 
>aeei  eome  opportuna  per  ■^, 

(***)  Coamoiiae  aeeadrà  di  qualificarli  (come  lati^  cioè,  o  come  orli),  rilerreno  par 
ftmprt  Ja  denominazione  ili  positivo  o  neguiivo.  La  quale,  del  resto,  solo  in  tanto  può 
irclèrirti  a  quella  di  sinistro  e  destro  ,  che  pure  usammo  a  pagg.  ISI-ISS,  in  quanto  si 
coBM  etteasiooe  delta  già  applicata  a  tfctf  in  eonflroolo  di  I. 
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ImagiDando  un'  altro  elemento   lineare  dy ,  uscente  insie« 
me  con  d^  da  un    punto   qualunque   (^^j/)  e   nella   direzioDe 
laterale  positiva  rispetto  a  d^^  l'  angolo  di  dv  con  dg  può  ma- 
nifestamente considerarsi  come  una  delle  posizioni  che  potrebbe 
prendere  l'angolo  tOl  se  fosse  scorrevole  sopra  il  piano;  cioè 
dire^  mediante   rotazione  e  traslazione  quest'angolo   potrebbe 
sovrapporsi  all'altro  in  modo  che  01  riuscisse  nella  direzione 
dg  e  Oì  nella  direzione  dv.  Indicando  con  r  la  misura  della  detta 
rotazione,  ossia  l'angolo  di  dg  con  01  (immoto),  è  chiaro  che  gli 
angoli  di  dg.dv  con  01, Ot  saranno  quelli  indicati  dalla  tabella  (I), 
dg        dv       ritenuto  che  gli  angoli  con  Oi  si  mìsarìDO 

(positivamente)  da  Oì  verso  01,  ossia  Id 
senso  contrario  di  quelli  con  01. 

Considerando  le  projezioni  (dx,dy)  sugli 

assi  reale  e  imaginario  tanto  dell' elemeoto 

dg  quanto  del  dv,  si  hanno  le  note  relazioni 

dx  ^^    dy  ^^ 


(*) 


Oi 

T 

"     1 

2+^ 

Oì 

—  r 

dx 


dy 


—  =  C0S5.ÌC ,  T"  =  cos  s.y  ;  -T-  =  cos  v.x ,  — =  cos  v.y . 
dg  dg  dv  dv 

Ora,   avendo   riguardo   alla   tabella  (1) ,  queste    relazionisi 
possono  presentare  come  segue  : 
dx 


(2) 


di 


=  COSr 


(i-  0=""' 


dx  /^  .     \ 


senr 


dy 

-^=cos 

dg 

--^=:C0S(— r)  =  cosr  ; 
dv 


(3)    ^^=^-^ 
^  ^    dg     dv 


dalle  quali  emergono  le 

dx dy 

dv  dg 

La  equazione  fondamentale  delle  funzioni  di  una  variabile 

.  ,  .    fiw     dw  ^    .  1,     .  .n ,. 

complessa,  cioè  la  r— =r--.,  presentasi  ancora  nello  stesso  a- 
^  dx      dyt 

spetto,  se,  invece  dei  due  differenziali  della  z  diretti  parallela- 
mente agli  assi  (cioè  dz=dx ,  dz=dyi) ,  se  ne  considerino  due 
altri  qualunque,  purché  le  loro  direzioni  positive  sieno  tra  esse 
come  Oi  a  01  ,  cioè  T  una  sia  la  laterale  positiva  rispetto  al- 
l' altra.  Infatti,  consideriamo  i  due  differenziali  diretti  secondo 
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i  doe  elementi  dg  e  dv  dianzi   imaginali.  Questi   elementi   sa- 
nooo  i  moduli  dei  due  differenziali ,  mentre  gli  argomenti  sa- 

raoDO  rispettivamente  r  e  ^-|-r;  laonde   si  potrà   porre  ^  per 

foDO,  dz=!di.e*'^ ,  e  per  T  altro,  dz=dv.e  ==(/i/.tV''. Ora, 

basta  scrivere  che  il  quoziente  differenziale  di  w  ottiene  lo  stesso 
Talore  tanto  per  Tuna  come  per  l'altra  direzione  del  differen- 

dw  dw 

naie  di  z,  per  avere  — ^=  —757 ,  d'onde,  moltiplicando  pere^  , 

dt  ,9  dv.ie 

/.v  dw      dw  ,dw      dw       ,^, 

(*)  7~  =  :r"-     oppure    t  — =  —      (*). 

dg       dvt  di       dv 

\  A  determinare   la   posizione  dei   punti  in   S,  ossia   come 

coordinate  di  un  punto  qualunque  {x^y)  si  possono  anche  as- 
samere  la  lunghezza  (che  riterremo  espressa  colla  stessa  s) 
del  contorno,  contata  in  direzione  positiva  da  un  punto  fisso 
come  origine  sino  ad  un  punto  qualunque ,  e  ,  nella  normale 
ai  contorno  in  questo  punto  ,  la  distanza  n  che  corre  dal  me- 
desimo ad  un  punto  qualunque  {x,y) ,  misurata  positivamente 
Terso  l'interno.  Una  funzione  qualunque  di  x,y  si  potrà  quindi 
concepire^  al  pari  delle  x,  y  stesse,  come  funzione  di  s,  n.  Per 
<^iò  che  qui  vogliamo  esporre,  si  potrà ,  del  resto ,  prendere 
P^r  linea  s  una  qualunque  anche  non  data  come  contorno  , 
Perchè  come  direzione  positiva  di  n  si  pigli  la  laterale  positiva 
'^^petto  alla  linea  medesima. 

Nella  equazione  (4)  si  possono  far  comparire  le   derivate 

P^>*ziali  della  tv  rispetto  a  8,n.  Basta  imaginare  che  dg  sia  Te- 

'©Uìeoto  della  linea  n  =  CostA  Nel  qual  caso ,  si  può  scrivere 

^^  in  luogo  di  dv;  e,  considerando  i  due  triangoli  simili  aventi 

I^^r  basi  gli  archetti  0  elementi  corrispondentisi ,  e  quindi  pa- 

''^"eli^  di  e  ds^  ed  entrambi  il  vertice  nel  centro  di  curvatura 

^0:iune  degli  archetti  stessi,  si  ha  la  proporzione  --  =  — - — , 

d$        r 

\)  lo  laogo  del  fattore  t  comparirebbe,  evidentemente,  il  fattore  e     ,  se  P  angolo  di 

*^«i  df  fosse  a  invece  di  - . 

% 
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dove  con  P  s' intende  il  raggio  di  cunratara  di  d$  da  prendersi 

eoo  segno  positivo  o  negativo  secondochò  d$  volga  la  coDcavili 

verso  r  interno  o  verso  V  esterno.   Sostituendo  nella  (4)  dn  a 

P— Il 
dv  e  -r^ds  k  di ,  si  ottiene 

tP    dw     dw 

^^^  ?-nd8  ^dH:  ' 

Di  questa  noteremo  qui  il  caso  particolare  delle  coordinate 
polari.  Imaginahdo  che  la  linea  s  sia  la  circonferenza  avente  il 
centro  in  0  e  per  raggio  T  unità,  e  che  T  arco  s  sia  misoraio 
a  partire  dall'  asse  reale  »  nel  senso  positivo  degli  angoli  (il 
che  è  quanto  supporre  5=«arg2=w  ,  n=l— mod2=s.l— r),  si 

avrà  F^^M,  e  la  (5)  diverrà t --««——-,  ossia 

1  dw     dw 

Questa  sarebbe  I'  equazione  da  prendersi  a  fondamento  nell^ 
studio  delle  funzioni  d'  una  variabile  complessa^  quando  le  m^' 
desime  si  volessero  considerare  piuttòsto  nella  loro  dipenden^^ 
dal  modulo  e  dall'argomento  {r^oì)  che  dalle  parti  reale  ^ 
imaginaria  (x^yi)  della  variabile.  La  qual  maniera  può  veden^ 
praticata  nel  postumo  Mémoire  sur  la  théorie  des  intaginùires,  m'^ 
Véquilibre  de  temperature  et  sur  V  étpiiUbre  d*  élastiàté  di  P.  A^ 
Laurent  (*). 

Infine  vogliasi  anche  riflettere  che  si  possono  estendere  ad 
una  porzione  del  piano  z  non  escludente  l'infinito  le  determina- 
zioni e  considerazioni  fatte  circa  contornì  e  normali  considerando 
una  porzione  S  tutta  situata  nel  finito.  Per  abbracciare  con 
tutta  chiarezza  insieme  i  casi  del  finito  e  dell'infinito  giova  ri- 
guardare, come  abbiamo  detto  ^  il  piano  qual  superficie  che  si 
chiude  all'infinito,  ossia  supporre  la  rappresentazione  sferica, 
come  fu  spiegato  nel  |.  14.  Ma  in  questo  e  nei  restanti  para- 

(*)  QaesU  Uemorife  può  leggersi  od  iO  Cuhfer  del  giornale  della  tcaola  politecoica^ 
Nel  tomo  iO  (pag.  632)  dei  Compte»  Rendus  sì  troverà  on  breve  rapporto  di  Cancby  al— 
rAceademia  sopra  questa  ed  nn'  altra  Memoria  dello  stesso  vaJoote  matematico. 
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''{nfl  della  corrente  Sezione  iralascìeremo  ì  particolari  che  a  ciò 
si  possono  riferire  ;  i  iliuali  ,  del  resto  ,  sì  troveranno  bastan- 
ente  determinati  dal  contenuto  del  Capitolo  quarto  della  Se- 
àm  ventura. 

t.  TI.  Ritornando  agli  integrali,  esponiamo  anzitutto  una 
Irasforrnazione  dì  un  integrale  doppio  in  integrale  semplice;  perchè 
dì  questa  discenderanno  poi  parecchie  formolo  importanti,  non 
che  l'annunziata  seconda  dimostrazione  del  teorema  del  |.  09. 

Un'integrale  doppio  ^^ {{x,y)iixdy  esteso  a  tutta  U  su- 
ptrficie  A  (portione  di  piano  t)  intendesì  delìnito  come  limile 
(pei  !iX  e  ^y  tendenti  a  zero)  della  somma  doppia 

fnrmata  con  tutti  i  termini  f\x,y)CiXÌiy  che  corrispondono  ai 
ponti  (li  A  determinati  dalle  interEdzioni  dì  due  sistemi  di  rette 
parallele  agli  assi  (Fig.  23). 

Fig.  33. 


Ora,  consideriamo,  in  primo  luogo,  il  caso  in  cui  la  f{r,y) 
'*  ia  derivala  parziale   rispetto  a  a;  di  una   funziono  1'  [x.  y) 
^**'»odroma  ,  continua  e  tinila  per  tutti  i  punti  di  À.    Neil'  in- 
Ì5rale  doppio  o  superficiale 


SS' 


9x 


***O80  a  tutta  la  A,  la  integrazione  rispetto  a  a;  sì  può  subito 
^^Uare ,  e  così  ottenere  un  integrale  semplice  o  lineare  da 
P^'endersi  lungo  a  (contorno  di  A). 
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A  tai  fine  consideriamo  il  sistema  delle  parallele  all'asse  delle 
X.  Queste  parallele  divìdono  A  in  striscio  elementari,  composte 
ciascuna  di  uno  o  più  pezzi  trapezoidali  separati.  Prendendo  di 
mira  una  qualunque  di  siffatte  striscio  (e  sia  quella  segnata  nella 
fig.  23) ,  è  chiaro  che  le  parallele  che  la  racchiudono  (distanti 
I'  una  y  e  V  altra  y'\-dy  dall'asse  delle  x)  traversano  un  nu- 
mero pari  di  volte  il  contorno  a»  entrando  ed  uscendo  almeno 
una  volta  dalla  superficie  A.  Sieno  ordinatamente 

i  punti  d'entrata  e  quelli  d'uscita  dell'una  parallela  diretta  nel 
senso  positivo  delle  x ,  e 

xEr    w     w  •  W    VI/"    W" 

i  valori  di  ^  in  questi  punti.  L' integrale  elementare 

relativo  alla  striscia  in  considerazione,  non  è  altro  che  il  prodotto 
di  dy  (costante,  come  y,  lungo  tutta  la  striscia)  per  i'  integrale 

da  prendersi  lungo  i  tratti  ©y, tn^y, ©,,y', .. .  Ora,  essendo 
^  monodroma,  contìnua  e  finita  in  tutti  i  punti  di  i  e  quindi» 
in  particolare  »  anche  lungo  gli  anzidetti  tratti ,  sarà 


/ 


/ 


/ 


comunque  la  derivata  r—  possa  comportarsi  (*),  e  però  sarà  anche 

ex 

(*)  Considerando,  per  esempio ,  il  tratto  %r,  ^\  se  longh*  esso  anche  la  deririta  \vf^ 
continua  e  finita,  è  notissimo  che  il  risultato  della  integraiione  sarebbe  ^' — ^^.  Crii  «b^ 
bene  non  abbiamo  credulo  opportuno  di  impegnarci  nei  comiociamenlo  di  questo  tM^vif^ 
in  veruna  indagine  generale  del  quando  e  del  come  sussista  il  concetto  d*  integrale  <l*ii* 
funzione  che  fra  i  limiti  di  esso  presenti  delle  singolarità,  ci  sia  nondimeno  permesso  di  ^ 
qui  notare  come  si  possa  tosto  conchiudere  che  la  suddetta  integrazione  serba  signilicitOf 
e  precisamente  ancora  quello  espresso  da  ^F' — ^p/ ,  anche  supponendo  che  nelP  internils 
della  medesima  la  derivata  presenti  una  o  più  singularitè,  qualora  si  faccia  uso  delia  fonaoli 


/ 
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lotrodaciamo  in  questo  secondo  membro,  in  luogo  deirincremento 
(^=yv-{-i — y^,  per  definizione  positivo  in  tutti  i  termini,  quale 
effetlivamenle  risulta  passando  dalla  parallela  t^^sT'cr^ycr^^y'  al- 
l' altra  che  con  essa  determina  la  striscia  ,  gli  incrementi  dy 
che  debbano  essere  ora  positivi  ed  ora  negativi  e  precisamente 
quali  risultano  effettuando  il  passaggio  dall'una  all'altra  paral- 
lela sopra  il  contorno  di  A  nella  sua  direzione  positiva.  Gli  in- 
crementi ,  intesi  in  questo  senso ,  risultano  negativi  nei  punti 
d'entrata  e  positivi  nei  punti  d'uscita,  ciò  che  possiamo  espri- 
mere con 

àU ày=dy='-dy^=dy"=—dy,,=r^y"=  . . . 

E  però  la  loro  introduzione  farà  scomparire  l'alternazione  dei 
segni ,  e  si  avrà 

f^^dxdy=rdy'+r'dy"+^"'dy"'+  •  • 

^t  sommando  con  questa  tutte  le  eguaglianze  analoghe  relative 
^  tutte  le  altre  strisele  di  A  ,  la  somma  dei  secondi  membri 
Abbraccierà  i  prodotti  "Vdy  relativi  a  tutti  quanti  i  punti  di  ogni 
P^rte  del  contorno    supposto   percorso  in    direzione   positiva , 

^^t  e  denota  valore  dì  x  pel  quale  ba  luogo  una  singularità  (e  basta  considerarne  una  , 
**l<>ga  dimostrazione  valendo  per  più)  ;  formola  che,  esistendo  il  lìmite  iu  essa  designato, 
*  *t  essere  adottata  universalmente.  Poiché  la  derivata  supponesi  continua  e  finita  da  x,  a 
"*•  e  da  e-J-u  a  x',  si  ha 

e— «  g\J/  x'      g\|." 

Xj       àX  C  +  TQ  OX 

Iterò 

f  --  rfx-  lim[5r(c-,,y)-^  x^  ,y)+^(x',y)~'?(«+^»y)]  • 

«y     OX 

%,  poiebé  la  ^  supponesi  continua  e  finita  anche  per  x^=c ,  si  ba 

Hm  [ìjr(c-i,y)-T(r  rH-n,y)]- Ylr,y)->tr(c,y)-0   : 
loqae 

--  Hx-r^'^(r\y)—'qr(x^,y)  . 

i  dx 
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quindi  si  avrà 

A  a 

dove  colla  lettera  A,  posta  al  piede  deir integrale  doppio,  vuoisi 
ricordare  cb'  esso  va  esteso  alla  superficie  A  ,  mentre  il  sem- 
plice va  preso  lungo  il  contorno  a. 

Considerando,  in  secondo  luogo,  il  caso  in  cui  la  f{x,y) 
sia  la  derivata  parziale  rispetto  a  ^  di  una  funzione  9{x,iD 
monodroma  ,  continua  e  finita ,  come  la  V  {x,  y)  ,  per  tulli  i 
punti  di  yl  ,  si  otterrà,  analogamente  alla  (i)  ,  la  segneole 
eguaglianza 

A  a 

Manifestamente  il  segno  negativo,  dinanzi  all'integrale  del  secondo 
membro,  è  dovuto  a  questo,  cbe  guardando  da  0  nella  direzione 
positiva  delle  y  si  ha  la  direzione  positiva  delle  x  alla  destra 
e  non  alla  sinistra  ;  laonde ,  per  trovarsi  rispetto  alle  y  nelle 
identiche  circostanze  in  cui  si  era  precedentemente  rispetlo 
alle  Xf  sarebbe  stato  d'  uopo  supporre  ,  nella  formazione  del' 
r  integrale  semplice  di  ^dx,  il  contorno  percorso  in  guisa  da 
lasciare  la  superficie  A  sempre  a  destra. 

Ritenendo  indicata  colla  stessa  lettera  a  la  lunghezza  della 
porzione  variabile  di  contorno,  contata  da  un  punto  fisso  come 
orìgine  in  direzione  positiva  sino  al  punto  qualunque,  e  ricor- 
dando che  nelle  (3)  del  §  precedente ,  come  nella  tabella  (I) 
e  nelle  (2),  si  può  imaginare  che  dg  divenga  un' elemento  del 
contorno  e  quindi  dv  V  elemento  della  corrispondente  normale 
interna  (cioè  qui  supporre  di=^ia ,  dv=^dn),  i  due  risultali  le- 
sto ottenuti  si  potranno  anche  presentare  come  segue 
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SotlraeDdo  i  due  risultati  stessi  1'  uno  dall'  altro ,  si  ha 

A  « 

Notiamo,  siccome  discendenti  da  questa,  le  seguenti  egua- 
iaoze ,  delle  quali  avremo  da  far  uso  più  tardi. 
Ponendo 


9« 

du 

W^i 

—  4»  —  T  — - 

dx 

9y 

servendosi  delle  decomposizioni 


(-1) 


=  ;^.  ;7- +  ^^  ;r-,  . 


ottiene 


) 


a.y        a^a^      a.y' 


^/'t^^^-l'^^i-Z/KS+IO'^'^  • 


A 

Analogamente  ,  ponendo 


ottiene 
) 


\dx     dyj   '  Kdy^dx 


/du  .  a/3\ 
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Ponendo  (sempre  nella  (3) ,  e  sempre  ,  ben^  inteso ,  nel 
supposto  che  risultino  soddisfatte  le  condizioni  ammesse  in  prin- 
cipio per  4&  e  ^) 

dt;  dv 

dy  dx 

ed  osservando  che  in  questo  caso  risulta 

dW  _d(b     dudv     dudv 

dx~dy^dxd^~dydx    ' 
si  ottiene 

A  a  a 

Se  u  e  vi  fossero  le  parti  reale  e  imaginaria  di  una  fun- 
zione della  variabile  complessa  OJ-j-yi,  allora,  per  le  note  relazioni 

du_dv       du_      dv 
dx~dif    '   djf~~dx  ' 

quest'ultima  eguaglianza  potrebbe  anche  presentarsi  sotto  i  se- 
guenti aspetti 

A  a 

Scambiando  nella  (6)  le  lettere  ti  e  t?  tra  loro,  si  ottiene 
il  primo  membro  medesimo  cambiato  di  segno;  lo  stesso  catn- 
biamento  si  trasmetterebbe  ai  primi  membri  della  (7)  e  (8)  ' 
e  però  sì  avrebbero  le 

A  a 

le  quali  seguirebbero  dalle  (7),  (8)  anche  pel  riflesso  che,  ^ 
sendo  supposte  le  u.v,  e  quindi  anche  la  tit;,  monodrome,  ccr 
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inoe  e  finite  per  tutta  A ,  la  differenza  tra  i  valori  di  tiv  al 
riocipio  e  al  termine  della  integrazione  lungo  a  è  nulla ,  per 
li  si  ha 

J  d  {uv)  =  J  (udv  -f-  vdu)  =  0. 

a  a 

La  seconda  dimostrazione  del  teorema  del  §.  69  discende 
ire  dalla  eguaglianza  (3).  Cominciamo  a  riflettere  che  ne  di- 
eode  il 

Teorema.  Se  ^  e  W  sono  funzioni  di  x  e  y  monodrome,  con- 
me  e  finite  per  tutta  la  superficie  A,  e  se  quivi  ^da>-\-Wdy  è  un 
Qtio  differenziale  totale  y  V  integrale 


s 


{^bdx+'Vdy) 


nuìlo. 

Imperocché,  se  $  e  V  sono  le  derivate  parziali,  la  prima 
ipetlo  a  a;  e  r  altra  rispetto  a  )y,  di  una  medesima  funzione 
>,!/),  si  ha 

dy       dx       dxdy  ' 

•rcui  è  nulla  la  quantità  sulla  quale  nel  primo  membro  della 
')  sta  espressa  la  doppia  integrazione. 

Riflettiamo,  in  secondo  luogo,  che  la  (3),  non  che  Tespo- 
)  teorema,  sussiste  se  anche  <b  e  W  sieno  funzioni  complesse 
Ile  variabili  x  e  y.  Non  abbiamo,  infatti,  né  anche  enunciata 
^cedentemente  la  supposizione  che  4^  e  N[^  fossero  reali.  Del 
sto,  applicando  la  formola  (3)  in  prima  alle  parti  reali  di 
e  H^'  e  poi  ai  coefficienti  di  t ,  e  sommando  il  primo  risul- 
i^cnto  col  secondo  moltiplicato  per  i,  si  otterrebbe  subito  la 
>  per  O  e  y^  funzioni  complesse. 

Riflettendo  infine  che,  se  w{z)  sia  funzione  di  2=x^\-i/i  mo- 
Iroma,  continua  e  finita  per  tutta  la  superficie  A,  nel  teorema 
Cedente  si  può  supporre 
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poiché  la  condizione 

9*      a^         .       dw      .dw 

T— =r—    ossia    7r"=^7r- 
dy        dx  dy         dx 

è  soddisfatta  ;  si  conchiuderà  essere  nullo  Y  integrale 

/   (wdX'^iwdy)===   I   w{dx-{-idy)=    j   wdz  ^ 

a  a  a 

nel  che  consiste  appunto  il  teorema  del  |.  69. 

^.  79.  Ripigliamo  ora  la  deduzione  delle  più  prossime 
conseguenze  di  questo  teorema. 

Perciò  imaginiamo  data  in  una  porzione  del  piano  z  una 

funzione  w,  monodroma,  continua  e  finita,  in  generale;  o,  io 

altri  termini,  imaginiamo   in  ciascun    punto   di  detta   porzione 

deposto  un  valore  per  w  il  quale  sia  finito  e    vari  da  ponto  i 

dw      fiw  , 

punto  in  modo  da  soddisfare  la  t  —  =  — ,  senza  però  esclo- 

dere  eccezioni  per  punti  o  linee  particolari.  Designiamo  con  S 
cotesta  porzione,  o  piuttosto  una  su£^  parte  qualsia,  che  potremo 
anche  imaginare  ora  ristretta  ed  ora  ingrandita  a  piacimenti); 
sempre,  ben  inteso,  entro  i  confini  della  porzione  suddetta,  poi- 
ché fuori  di  essa  non  presupponiamo  nemmeno  che  w  esista. 
Polendo  esistere  in  S  degli  infiniti  e  delle  discontinuità 
di  w,  il  valore  dell'integrale  di  tvdz  preso  lungo  il  contorno diS 
potrà  anche  non  essere  nullo.  Comunque  sia,  esso  non  varietà 
operando  in  S  un  taglio  qualunque  che  non  traversi  né  infiniti 
né  discontinuità  (cioè  dire,  come  al  solito,  punti  nei  quali  ab- 
biano luogo  queste  singularitù)  di  tCy  ed  effettuando  la  integra- 
zione lungo  il  contorno  della  nuova  figura  che  ne  risulta.  Infatti 
questo  nuovo  contorno  non  è  altro  che  il  contorno  di  prima  colla 
giunta  dei  due  orli  del  taglio.  L' integrale  preso  lungo  il  nuovo 
contorno  è  dunque  eguale  air  integrale  di  prima  colla  giunta 
dei  due  integrali  presi  lungo  i  due  orli.  Ma  la  somma  di  questi 
due  ultimi  integrali  è  nulla,  avendo  essi  valori  contrari,  siccome 
integrali  del   differenziale  monodromo  wdz  da  prendersi  lungo 


I 

[ 
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nna  stessa  linea  (linea  del  taglio)  nelle  due  contrarie  direzioni 
((1)  del  §.  68)  O. 

Dopo  r  attuazione  di  un  taglio   la  superficie   S ,  origina- 
riamente supposta  di  un  solo  pezzo  »  potrebbe  constare  ancora 
di  nn  solo  pezzo ,  come ,  per  esempio,  avvenne  con  ciascuno 
dei  tagli  operati  nel  pezzo  A  della  fig.  22;  ovvero  trovarsi  di- 
vìsa in  due  o  più  pezzi,  come  avverrebbe  di  un  cerchio  taglian- 
dolo lungo  una  intiera  corda  o  lungo  una  qualunque  linea  rien- 
trante tracciata  entro  di  esso.  Se ,  per  effetto  di  un  taglio ,  la 
S  riuscisse  divisa  in  due  pezzi,  T  integrale  preso  lungo  il  nuovo 
contorno  potrebbe  riguardarsi  come  la  somma  dei  due  integrali 
presi  lungo  i  contorni  dei  singoli  pezzi.  Cioè  si  potrebbe  asserire 
cbe,  tagliando  una  superficie  S  in  due  pezzi ,  V  integrale  preso 
lungo  il  contorno  di  S  equivale  alla  somma  degr  integrali  presi 
separatamente  lungo  i  contorni   dei  due  pezzi.  Questa  proposi- 
xioDe  manifestamente  sussiste  in  qualunque  numero  di  pezzi  si 
Ma  S ,  cioè  sussiste  il  seguente 

Teorema.  U  integrale  di  wdz  preso  lungo  il  contomo  di  S 
f(fmk  aUa  somma  degli  integrali  presi  lungo  i  contorni  di  tutti 
9iKt  pezzi  nei  quali  piaccia  di  dividere  S  mediante  tagli  che  non 
^Wersino  singtdarità  di  w. 

Per  quei  pezzi  che  non  contenessero  singularilà  T  integrale 
W6bbe  nullo  ;  quindi  possiamo  anche  enunciare  i  seguenti 
teoremi. 

Teorema.  Il  valore  deW  integrale  di  wdz  da  prendersi  lungo 
^  ^Ofiioffio  di  una  porzione  di  piano  z  rimane  sempre  lo  stesso  tO' 
9^do  od  aggiungendo  alla  medesima  qualsiasi  numero  di  parti 
^^^  non  esistano  discontinuità  o  infiniti  di  w. 

Teorema.  U  integrale  di  wdz  preso  lungo  il  contomo  di  S 
^9^vaie  alla  somma  degli  integrali  presi  lungo  i  contorni  di  quei 
*^  pezzi,  provenienti  dal  dividere  S,  nei  quali  sianvi  discontinuità 
^  ^iifti  di  w. 

(*)  Efii  è  ttffaUo  evidente,  che  i  due  orli,  come  parti  del  contorno  della  nuova  figura, 
.  ^^  percorsi  1*  ano  in  un  sento  e  )* altro  bcI  senso  contrario ,  affinchè  la   saperficie  rac- 
^"•^  si  trovi  sempre  a  sinistra. 

25 
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Questo  teorema  permeile  di  ridurre  l' iulegrale  preso  tai| 
il  contorno  di  S  alla  somma  di  tanti  integrali  elementari  quanti 
sono  i  punii  e  le  linee  dove  w  è  ìnlìnita  o  discontÌDua.  Basij 
imaginare  la  superficie  S  divisa  mediatile  lagii  in  pezzi  P,,P,,.„ 

Li, L] (come  Pel   nella  fig.  2i)    coalenenti   cìascuoo 

Fig.  a*. 


esclusivamente  un  punto  od  una  linea  dove  w  sia  disconlinai 
od  infioita ,  ed  in  un  pezzo  A  scevro  afTallo  da  coleste  siagu- 
larità  della  w.  L'integrale  preso  lungo  il  contorno  di  ^1  è  nullo, 
ed  il  teorema  precedente  dice  che 


4 


I  wdz=^  I  wdz-{-   I  Wfìz-\- . . . -{-  I  w<ìz-\-  I  wdz-^. 


dove  p,  l  significano  i  contorni  dei  pezzi  P,  L,  ossia,  lasciando 
in  disparte  le  idee  sussidiarie  di  tagli  e  di  pezzi.  signiBcaDO 
linee  con  cui  si  imaginano  circondale  le  singolarità  della  v. 
Ognuno  di  questi  integrali  elementari  (cioè  presi  lungo  qoestó 
linee  p,i)  conserva  lo  stesso  valore  comumiae  la  rispellifi 
linea  di  integrazione  si  stringa  ,  senza  confoodervisi ,  attorno 
al  punto  od  alla  linea  della  singularilà  io  essa  racchiusa  C). 


(')  Una  liiinuslr.iiionc    della  iaullcrQliilUfi    dell' jnlpgrale  allo 


ilriugeril  otl  i>  f 
ic  nel  [ircMiUf  q 
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RitornaDdo  a  considerare  il  simbolo 


X 


*0 

doT6  2q  e  m  esprimano  punii  di  S,  si  può  comporre  una  formola 
lagnale  esprima  che  cosa  sieno^  in  confronto  di  uno^  tulli  i  pos- 
sibili valori   che  questo  simbolo  può  prendere  col  mulare  del 
cammino  d^  integrazione,  sempre  s' intende  da  ^^q  a  z  entro  S. 
Sebbene,  pel  già  esposto,  sia  affatto   ovvio  il  conseguire   tale 
formola,  pure  entreremo  a  suo  riguardo  in  qualche  particolare. 
In   primo   luogo  osserveremo  che  ,  se  S  non  contenesse 
singolarità  di  w  ed  il  suo  contorno  consìstesse  di  una  sola  linea 
rientrante  (come ,  per  esempio  ,  nel  caso    di  un  cerchio  o  di 
Qn  rettangolo),  l' integrale  (1)  conserverebbe  sempre  lo  stèsso 
Valore  per  qualunque  camminò  di   integrazione  (poiché  da  uno 
scello  a  volontà  si  potrebbe  ottenere  qualunque  altro  cammino 
mediante  deformazioni  non  sorpassanti   singularilà  di  tv),  e  la 
formola  sarebbe  semplicemente  l'integrale  (1)  stesso  preso  lungo 
un   cammino   preGssalo   a  piacimento.   Considerando   il  limile 
superiore  come  variabile  ,  o ,  ciò  eh'  ò  lo   slesso ,   ritenendo 
Xc»2;,  r  integrale  (1)  esprimerebbe  una  funzione  di  z  mono- 
droma,  continua  e  Gnita  dappertutto  in  S,  come  la  propria  de- 
rivata w. 

Prendiamo  invece  a  considerare,  in  secondo  luogo,  il  caso 
in  coi  S ,  pur  non  contenendo  singularilà  di  w  ,  non  abbia  il 
contorno  composto  di  una  sola  linea  rientrante.  In  tal  caso  non 
si  può  più  asserire ,  in  generale  ,  che  tutti  i  cammini  condu- 
centi da  2q  a  z  produrranno  lo  slesso  valore  per  l'integrale; 
imperocché  non  tutti  i  cammini  potranno  ottenersi  da  un  solo 
mediante  le  solite  deformazioni. 

Sia,  per  fissar  le  idee,  il  caso  particolare  della  S  rappre- 
sentata nella  fig.  25.   Il  suo  contorno   è  composto  di  tre  parti 


separate,  cioè  della  parte  o  linea  maggiore,  che  in  sé  abbracci! 
tutta  quanta  la  figura,  e  Jelie  due  lineo  minori,  le  quali,  coiDfi 
parti  del  contorno  di  S  e  però  dirette  ne!  senso  delle  freccie, 
designeremo  con  —q  e  — r;  volendo  che  g  e  r  significhino  l« 
linee  medesime  diretto  nel  senso  positivo  degli  angoli. 

Un  cammino  quale  z^0x  non  può  ridursi  ad  un  cammìao 
prefissato  ZQaiZ=l,  mediante  deformazioni  infinitesime  senza  uscire 
da  S,  a  cagione  del  manco  circoscritto  dalla  linea  q.  Perù,  se 
non  ai  solo  l ,  il  cammino  Zq^z  può  ridursi  all'  aggregato  di 
un  cammino  che  non  varia  con  x  e  del  cammino  /.  Si  tiri  à 
Zq  ad  un  punto  di  q  una  lìnea  (che  rappresentiamo  tratleggiaU 
nella  figura)  e  si  indichi  con  q^  il  cammino  rientrante  che  ri- 
sulta percorrendo  la  detta  linea  da  :„  a  g,  indi  la  9  e  liaal- 
mente  la  linea  stessa  da  7  a  s,,.  E  con  — q^,  come  al  solilo, 
il  medesimo  cammino  percorso  in  direzione  contraria  (').  Giù 
premesso,  il  cammino  z^z  può  ridursi  al  cammino  —qo-{-Ì< 
di  cui  la  parte  —q^  è,  come  anticipammo,  indipendente  da  !■ 
Siffatta  riducibilità  si  riconosce'  aggiungendo  a  z,fix  il  cammino 


(•)  Se  1. 
jo  [.olrcblie 


(nglio  opernlo  rielln 


glio),  dalla  lincii    ;  e 
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— t-\-l,  perchè  ne  risulta 

ed  è  affatto  evidente  che  la  parte  rui5z«2u  è  riducibile  a  —Qo. 
Si  tiri  da  Zq  una  linea  anche  ad  un  punto  dì  r,  e  sì  in* 
dìcbi  con  Tq  il  cammino  rientrante,  analogo  al  ^^  •  relativo  ad 
r.  Si  riconosce  facilmente  che,  per  esempio,  il  cammino  2o/Stx 
(Fig.  26)  (')  si  riduce  al  cammino  go—r^-'rl  Basta  osservare 
Fig.  ae. 


che,  deformando  una  porzione  Se  di  esso  camnaino  sino  a  rag- 
8'ODgere  Sq  (deformazione  tratteggiata  nella  figura),  ed  aggiun- 
gendo —  (+1,  si  ha 

"*^v^e  è  evidente  che  le  partì  z^y^ ,  XffiiaZf^  sono  rispettivamente 
•^diicibili  a  9o'— '"o- 

Da  questi  esempi  si  rileva  ormai  chiaramente  che  qualuo- 
»*^e  cammino  da  2^  a  «  si  può  ridurre  ad  una  successione  di 
"elimini  elementari  delle  quattro  sorla  q^, — 7o«*'o' — '"o  ^^  *' 
•^•limino  /.  Il  valore  dell'integrale  (1)  riuscirà  dunque  in  ogni 
^so  composto  di  certi  numeri  di  volle  gli  integrali  di  wdz  presi 
*^go  qo,~<iQ,r^,~rti  e  dell'  integrale  preso  lungo  l;  e  per6, 
*^««n(lo 

Jwdz=^ — j'wdz    ,    Jwdz=~  fwdz  , 

—io  »o  — "■«  'n 

^*)  Sotlanlo  per  muggiur  cliiariiiu  rDppn'SFiiliiimo  <|u»lu  fonimiuo  id  uiiu  nuovn  anii- 
*WI«  (leSM  Ogura  35. 
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il  valore  dell'integrale  (1)  si  potrà  sempre  compeodiare  nella 
forma  seguente 

Jwdz = fioàz-^m  fwdz  -f-  n  Jwdz  , 

dove  m,n  significano  numeri  interi  (positivi  o  negativi). 

Ora  riflettiamo  altresì  che  1'  integrazione  di  wdz  longo  q^ 
dà  lo  stesso  risultato  dell'integrazione  soltanto  lungo  9;  poi- 
chèi  integrando  lungo  la  linea  imaginata  da  2;^  a  9  prima  in  od 
senso  e  poi  nel  contrario,  si  hanno  risullamenti  contrariala 
cui  somma  è  quindi  zero.  Altrettanto  si  verifica  per  la  integra- 
zione lungo  Tq  e  lungo  r.  Perciò,  invece  della  formola  prece- 
dente I  potremo  scrivere  la 

X 

Jwdz = /tt^dz+m  Jwdz  +  n  jwdz . 

È  questa ,  pel  caso  della  S  della  fig.  25 ,  la  formola  che  di- 
cemmo potersi  sempre  comporre  a  rappresentare  tutti  i  possi- 
bili valori  che  il  simbolo  (1)  ammette  per  la  indefinita  varietà 
dei  cammini  tracciabìli  in  S. 

Nel  caso  particolare  contemplato,  il  simbolo  (1)  non  esprì- 
me una  funzione  di  m  monodroma  in  S  se  non  quando  le  co- 
stanti 

Jwdz    ,    Jwdz 

siano  nulle. 

Consideriamo  finalmente,  in  terzo  luogo,  il  caso  di  uoaS 
contenente  delle  singularità  di  w.  Circondando  le  singularità  con 
altrettante  linee  Pi^p^,  •  •  •  JiJ^y  * . . ,  come  già  si  è  visto 
nella  fig.  24,  rientreremo,  in  quanto  al  ritrovamento  della  for- 
mola generale  ,  nel  caso  precedente  ;  giacché  possiamo  anche 
riguardare  i  pezzi  P^,  P, , . . . ,  L|,  L,, .  . .,  come  staccati  da 
S.  Ritenendo  noverate  fra  le  Pi»  Ps  >  •  •  •  «  li ,  Ii> . .  •  anche  le 
parti  interne  (come  le  q,r  di  poc'  anzi)  del  contorno  totale  di 
S ,  e  designando  con  m^ ,  tn, ,...,  n^ ,  14  «...  dei  numeri  io- 
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ieri  arbitrari ,  avremo ,  come  formola  generale  ,  la 

«0  i  Pi  Pi  h  k 

Negli  esposti  teoremi  si  hanno  mezzi  fecondi  per  trasfor- 
mare e  valutare  integrali  definiti.  Accade  spesso  che  il  valore 
di  un'integrale,  preso  da  nn  punto  z==Zq  ad  altro  punto  z=m 
lungo  opportuno  cammino,  si  possa  facilmente  determinare.  E 
però,  in  tal  caso,  anche  il  valore  che  esso  integrale  assumerà 
per  altro  cammino  da  2^0  a  z  si  farà  noto,  giusta  la  formola  (2), 
tostochè  siano  trovati  i  valori  forniti  dalla  integrazione  lungo 
quelle  linee  chiuse  elementari  che  fossero  per  occorrere  nella 
riduzione  dell' un  cammino  all'altro.  Ma,  contentandoci  di  ri- 
cordare a  questo  riguardo  la  citata  Memoria  di  Cauchy  Sur  ks 
intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires  (Notizie,  pag.  72), 
'^oj  qui  scenderemo  senz'  altro  a  considerare  ,  siccome  in  spe- 
cial modo  utile  per  il  seguito ,  V  integrale  della  funzione  sem- 
plice - . 

z 

1  i 

f.  73.  La  funzione  w=-  e  la  derivata sono  a  un 

z  V 

^^lore  e  continue  per  tutti  i  valori  di  z  ed  infinite  per  2=0. 
La  S  sia  ora  tutto  intero  il  piano  z ,  e  cerchiamo  la  for- 
cola esprimente  tutti  i  possibili  valori  dell'  integrale 


(«>  et. 


^^^, ove  z  fosse  realee  positiva,  ed  il  cammino  d'integrazione 
^^sse  la  retta  (porzione  d'  asse  reale)  che  va  da  1  a  z ,  equi- 
^^i*rebbe ,  come  si  sa ,  al  logaritmo  naturale  e  reale  di  z. 

Qualunque  cammino  da  1  a  z  può  ridursi  ad  un  certo 
^^mero  di  giri  positivi  0  negativi  intorno  al  punto  0  e  al  cam- 
^tDo  rettilineo  da  1  a  z.  Perciò,  designando  con  {  il  cammino 
^^ttilineo,  e  con  a  una  linea  semplice  rientrante  che  circonda 
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il  punto  0,  si  potrà  tenere  come  forinola  richiesta^  cioè  com 
formola  (2)  del  §  precedente  y  la 


<^)  /t=/t+™/ 


dz    .  P  dz 

z 


Il  valor  costante  delP  integrale  preso  lungo  a  si  riconosc 
subito  eguale  a  ^tti.  Basta  introdurre  in  esso  integrale  re^^  i 
luogo  di  2; ,  e  riflettere  che,  supposto  a  circonferenza  di  centi 
0,  r  non  varia  durante  la  integrazione,  mentre  g>>  cresce  di  2 
Sarà  dunque  per  siffatta  integrazione 

1  ...  dz      ., 

dz=re^*id(ù    ,     — =faw 

z 

e 

(3)  J'^±=iJ^d.  =  ini     . 

a  a 

La  formola  (!2)  può  quindi  scriversi  come  segue 

1  l 

Anche  dell'integrale  rettilineo  è  tosto  riconosciuto  il  valor 
Riflettiamo  che  ^  mentre  iz;  va  dal  punto  1  al  punto  x,  il  m 

dulo  di  z  (ossia  la  retta  Òz)  da  modl  =  l  diventa  mode, 

V  argomento  principale  di  z  (ossia  V  angolo  di  Oz  con  Oi)  d 
zero  diventa  V  argomento  principale  di  m.  Ritenuto  pertanl 
che  nelle  formolo 

z=:r€^*    ,    »=r^' 

le  lettere  o),»  significhino  esclusivamente  gli  argomenti  princì 
pali ,  si  avrà  : 

dz=e^*dr A-re^Udt»)    ,     — = — f-idw    , 

'  z       r 
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I  i  0 

coi  Ar  significa  il  logaritmo  naturale  >  principale  (ossia  reale) 
La  forinola  (4)  può  quindi  presentarsi  nel  seguente  aspetto 

s 
.  2 

i 

Se  in  questa  formola  si  restituisse  a  m  il  significato  di  ar- 
nento  qualsiasi  di  z,  un  multiplo  arbitrario  di  ìjc  verrebbe 
essere  già  sottinteso  in  m,  e  il  secondo  membro  potrebbesi 
:he  scrivere  semplicemente  come  segue  :  ir-f  t<»*  Comunque 
scriva  y  concludiamo  che  il  simbolo  (1  )  ha  tutti  e  soli  i  va- 
i  del  simbolo  /z,  ossia  che  sussiste ,  come  anticipammo  nel 
15,  la  eguaglianza 

i 

L' integrale  rettilineo ,  siccome  quello  che  ha  per  coeffi- 
ate  di  f  l'argomento  principale,  equivale  al  logaritmo  principale. 
La  funzione 

1  1 

àDdo  sia  mod  {% — 1)<1  ,  cioè  il  punto  z  giaccia  entro  il 
chio  che  ha  per  centro  il  punto  1  e  per  raggio  T unita,  può 
vigersi ,  come  è  noto ,  nella  serie 

J-  =  l-(^-l)  +  (^-l)*- 

z 

«grande  secondo  una  linea  qualunque  tracciata  nel  detto  cer- 

.*)  Gi&  8*  ioleode  che  x  noo  cada  nella  parte  negativa  dell*  asse  reale.  Cadendo?!,  si  sa 
Uitegrale  rettilineo  rimarrebbe  indeterminato. 


394  SEZIONE  TERZA 

chio  da  1  a  2; ,  si  avrà ,  giusta  il  §.  49  , 

Z  X  z  z 

r^dz=  fdz-  r{z—l)dz+   f{z—ìfdz—...  . 

Ili  i 

Se  nel  cammino  d' integrazione  si  sorpassassero  i  confini  del 
cerchio,  ciascuno  degli  integrali  del  secondo  membro  prende- 
rebbe ancora  sempre  Io  stesso  valore  finale,  dato  dalla  formola 

z 

(z  —  4)"»=^^ j— —    (m  intero  positivo. 

Ma  non  cosi  V  integrale  formante  il  primo  membro  ,  perchè 
allora  il  cammino  potrebbe  girare  intorno  all'infinito  della  foQ- 

1 

zione  ~ ,  che  è  nel  punto  0  del  piano.  Rimanendo  entro  il  cer- 

chio,  il  cammino  può  sempre  ridursi  al  rettilineo  senza  sorpas- 
sare il  punto  0;  dunque  anche  nel  primo  membro  l' integrale 
è  od  equivale  al  rettilineo  ed  esprime  il  logaritmo  principale 
di  z.  E  però  il  logaritmo  principale  di  z  può  svolgersi  oella  serie 

per  mod(2 — i)<l  ;  ovvero,  posto  2;=l-fQ.  per  modQ<l, 
la  serie 

equivale  al  logaritmo  principale  di  ^i-^Q»  ^^"^^  si  ò  aomiesso 
nel  §.  62. 

V  integrale  (1)  può  prendere  una  infinità  di  valori  per 
ogni  valor  di  z.  Ma,  se  si  riflette  che  questa  moltiplicita  di  va- 
lori proviene  dalla  varietà  dei  possibili  cammini  d'integrazione, 
si  scorge  subito  che,  limitando  celesta  infinita  varietà  di  cam- 
mini, si  può  far  si  che  l' integrale  riesca  funzione  monodroma 
di  z  Questo  è  precisamente  quanto  già  dicemmo  alla  fine  del 
|.  37,  dove  non  l'integrale  (1)  ma  la  funzione  equivalente  Iz 
(ivi  propriamente  Iw)  veniva  presa  in  considerazione.  Bastò  iso- 
lare uno  fra  gli  infiniti  strati  generati  dalla  Aio .  Ma  non  è  inu- 
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Ule  il  ristare  ancora  qui  su  questo  punto,  riguardando  la  fun- 
zione come  generata  dalla  integrazione. 

Prendendo,  come  luogo  S^  del  punto  z,  il  solito  piano  ma 
tagliato  lungo  una  linea  t  che  da  0,  senza  intersecare  se  mede- 
sima» vada  air  infinito,  tutti  i  cammini  da  1  a  z,  che  z  potreb- 
be percorrere  entro  S^,  sono  riducibili  ad  un  solo  senza  sorpas- 
sare il  punto  0  ;  e  però  V  integrale  (i)  riesce  in  S|  funzione 
moDodroma  di  z.  Imaginiamo  che ,  partendo  da  1 ,  la  z  passi 
ad  occupare  successivamente  tutti  i  punti  di  S|  e  che  in  cias- 
eon  punto  si  deponga  il  valore  prodottosi  per  l' integrale  (1). 
La  superficie  S^  riuscirà  coperta  da  un  sistema  di  valori  varian- 
ti con  continuità  da  punto  a  punto  e  dappertutto  finiti  tranne 
nel  punto  0  e  all'  infinito.  Ma  osserviamo  che  i  valori  lungo 
r  orlo  negativo  del  taglio  supereranno  di  im  quelli  lungo  T  orlo 
positivo. 

Per  avere  la  differenza  tra  i  valori  dell'  integrale  in  due 
punti  qualsiansi  a,  a  basta  calcolare  il  valore  che  V  integrale 
stesso  prende  lungo  una  linea  continua  tracciata  da  a  ad  a\ 
Ed  invero  9  si  può  sempre  supporre  che  originariamente  dal 
punto  1  la  2;  siasi  portata  ad  a,  e  da  qui,  per  la  detta  linea, 
ad  a.  Il  valore  che  in  a  giungerà  a  prodursi  per  l'integrale 
consterà  del  valore  prodottosi  in  a  e  di  quello  prodottosi  du- 
rante il  percorrimento  della  linea  stessa. 

Venendo  al  nostro  caso  particolare,  a  e  a  siano  punti  com- 

baciantisi  (Fig.  27) ,  il  primo   nell'  orlo  positivo  e   il   secondo 

Fig.  27  n  i^^l   negativo  ,  e   la  linea  dall'  uno   al- 

^. — s^       r  altro   punto  sia  la  circonferenza   che 

/  \    ha  il  centro  in   0.  La  formola   (3)  di- 

-j^-i— 0      1    chiara  che  lungo   la  circonferenza  ,  qui 

^  pure  percorsa  nel  senso    positivo  degli 

angoli ,  si   produrrà   il  valore  ini ,  ap- 
punto come  testò  asserimmo. 

(*)  Come  al  golito  ,  a  e  a',  considerati  come  nomeri ,  sono  identici.  Se  ,  come  inl^o- 
lesi  espresso  nella  figura  ,  il  taglio  sarà  Tutto  secondo  la  parte  negativa  dell'  asse  reale  ,  i 
ralori  che  riosciranno  deposti  sa  5|  saranno  dappertutto  quelli  del  logaritmo  principale  di  sr. 


^.    y 
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Questo  salto  (27rf)  nel  valore  da  «  ad  a  non  sarebbe  da 
considerarsi  in  S|  come  una  discontinuità;  in  quanto  che  la  ^ 
come  tenuta  a  muoversi  in  S^,  non  potrebbe  traversare  il  taglio, 
e  da  a  ad  a'  non  potrebbe  andare  che  per  una  linea  di  Iqq- 
ghezza  finita  (come,  ad  esempio,  la  circonferenza  di  poc'anzi), 
lungo  la  quale  il  valor  della  funzione  passa  in  modo  contiooo 
dalla  grandezza  che  ha  in  a  a  quella  che  ha  in  a . 

Se,  invece,  adesso  ritorneremo  a  considerare  come  luogo 
del  punto  mobile  z  il  piano  non  tagliato ,  ossia  imagìneremo 
ricongiunti  in  tutta  la  loro  lunghezza  i  due  orli  del  taglio,  con- 
servando in  ogni  punto  il  valore  già  depostovi  per  la  funzione 
integrale;  allora  la  variabile  potrà  traversare  la  linea  i,  e,  ciò 
facendo  ,  la  funzione  cambierà  bruscamente  di  ini  nel  proprio 
valore.  L' imaginato  sistema  di  valori  coprenti  tutto  intero  il 
piano  z  costituirà  in  tal  caso  una  funzione  da  qualificarsi  come 
discontinua  lungo  tutta  la  Unea  t. 

La  costante  Zni,  come  differenza  tra  i  valori  che  la  fun- 
zione possiede  neir  un  lato  e  quelli  che  possiede  nell'altro  lato 
della  linea  o  taglio  t,  vien  denominata,  giusta  il  sig.  Riemann, 
modulo  di  periodicità  di  essa  funzione. 

(•  74.  Consideriamo  anche  il  caso  dell'integrale  di-^— . 

La  funzione -r-—  =7 — ...    .  .^  e  la  propria  derivata —7-^-— ti 

z^+ì     (2— 0(3+0  («+*) 

sono  funzioni  a  un  valore  e  continue  per  tutti  i  valori  di  z  e 
infinite  per  z=i  e  z= — 1. 

La  S  sia  qui  pure  tutto  intero  il  piano  z,  e  cerchiamo  la 
formola  esprimente  tutti  i  possibili  valori  dell'  integrale 


f 


dz 


z'^+K 


Qualunque  cammino  da  0  a  ■  può  ridursi  ad  una  somma  di 
giri  intorno  ai  punti  i  e  — ì  e  ad  un  cammino  l  prefissato  daO 
a  m,  qual  sarebbe  il  rettilineo,  ritenendo  che  ■  non  cada  nel- 
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r  asse  imagiDario  a  distanza  da  0  maggiore  dell'  uDità.  Perciò , 
desigoaDdo  con  a  e  6  due  circonferenze  descritte  intorno  ai 
ponti  t  e  — ì ,  la  forinola  richiesta  sarà 

a 
0  f  a  fr 

I  valori  degli  integrali  lungo  a  e  6  si  trovano  subilo  come 

nel  \  precedente.  Per  T  integrale  lungo  a,  ponendo  z— 1=/}^^^ 
si  avrà 

àz 


idù 


z — f 


/dz  .   p  dii 


E,  riflettendo  che  la  circonferenza  a  può  strìngersi  quanto  piace 

intorno  al  punto  ì,  e  che  allo  stringersi  di  essa  la  z  tende  ad 

avere  il  valore  t  per  tutto  il  corso  dell'integrazione,  ed  il  fat- 

4  i 

tore— r-.ìl  valore  —  ,  si  conchiuderà 

dz         i    f^  .rx      27rf 


e»)     /^-i/ 


2ì 


L' integrale  lungo  6,  ponendo  2;+i=fl^,  si  troverà  eguale  a 
— TT.  La  formola  (2)  può  dunque  scriversi  come  segue 

/dz         (^    dz      . 

0  / 

0»  compendiando,  giacché  è  lecito,  i  due  ultimi  termini  in  un 
solo,  come  segue 


1 


0  / 

LMntegrale  (4)  è  dunque  suscettibile  di  una  influita  semplice 
di  valori. 
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Fig   28. 


ÀDch'  esso  si  comporterà  da  funzione  monodroma ,  se  si 
limiti  opportunamente  la  varietà  dei  cammini  di  z.  Prendiamo 
come  luogo  S^  del  punto  mobile  z  il  piano  tagliato  secondo  una 
linea  t  che ,  senza  intersecare  se  medesima ,  vada  dal  ponto  t 
al  punto  — t  (Fig,  28).  Tracciato  un  cammino  I  da  0  a  »,  tutti 

gli  altri  cammini,  pure  da  0  a  ■  tra^ 
ciabili  in  S^ ,  si  potranno  ridurre  sem- 
plicemente al  cammino  {,  ovvero  a  que- 
sto congiunto  con  un  certo  numero  di 
giri  intorno  al  taglio.  Per  esempio,  si  ha 

Oai3ai=(Oa/3a— O+Z  ; 

ossia  il  cammino  Oa/3z  equivale  al  cam- 
mino OajSzO,  che  forma  un  giro  posi- 
tivo intorno  al  taglio,  più  il  cammino  l 

dz 
Ora,  r  integrazione  di    ^  ^      lungo 

Z  ■"j~l 

una  linea  che  circonda  il  taglio  dà  per  risultato  zero.  Ed  io* 
vero ,  una  linea  siffatta  può  ridursi  a  due  circonferenze  quali 
sarebbero  le  tratteggiate  nella  figura,  oppure,  se  più  piace,  a 
due  circonferenze  più  piccole  congiunte  insieme  mediante  i  due 
orli  del  taglio.  La  integrazione  lungo  i  due  orli  dà  risultati  con- 
trari; resta  dunque,  in  ogni  modo,  la  somma  dei  risultati  cbe 
la  integrazione  dà  facendo  fare  alla  z  i  due  giri,  entrambi  po- 
sitivi 0  entrambi  negativi ,  l' uno  intorno  a  i  e  T  altro  intorno 
a  — i.  Neir  un  giro  (giusta  la  formola  (3))  risulterà  ±7r,  nel- 
r  altro  =F7r  ;  quindi  in  ogni  caso  una  somma  nulla. 

Tutti  i  cammini  traccìabili  in  S^  da  0  a  ■  condurranno  dun- 
que ad  uno  stesso  valore  per  l'integrale  (1);  cioè  dire  que- 
st'  integrale  potrà  in  S|  riguardarsi  come  funzione  monodroma. 
I  valori  eh'  esso  avrà  lungo  Y  orlo  negativo  del  taglio  supere- 
ranno di  n  quelli  lungo  Torlo  positivo;  come  si  ha  dalla  for- 

dz 
mola  (3)  integrando  a  partire  da  un  punto  dell'orlo  pò- 

sitìvo  lungo  la  circonferenza  di  centro  t  che  conduce  al  ponto 
corrispondente  dell'  orlo  negativo. 
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Ricongiungendo  i  due  orli  del  taglio  e  conseryando  inalte- 
rato il  sistema  dei  valori  deposti  in  ogni  punto,  si  avrà  in  esso 
sistema  una  funzione  discontinua  lunga  la  linea  U  perchè  >  tra- 
versando z  questa  linea,  il  valore  della  funzione  cambia  brusca- 
mente del  modulo  di  periodicità  n. 

La  funzione  inversa  delf  integrale  (1),  preso  in  tutta  la 
sua  generalità ,  è  periodica  secondo  n.  Designando  con  9  T  in- 
tegrale ,  si  avranno  le 

a  =  tang9    ,    9>  =  arctang«    ; 

ma  non  entreremo  in  particolari  superflui  pel  nostro  scopo. 

(.  yft.  Nel  §.  73  abbiamo  trovato  (formola  (3))  che  Tin- 

dz 
tegrale  di  —  prende  il  valore  im  per  un  giro  positivo  di  z  in- 

JU 

torno  al  punto  0.  Ora,  di  passaggio,  notiamo  che,  per  lo  stesso 

giro  ,  r  integrale  di  -;p-{»  ove  n  sia  numero  intero  non  nullo, 

prende  invece  il  valor  0  (*). 

Consideriamo,  più  in  generale,  l'integrale 

dz 


f 


{z—yY+^ 
9 

scaturiente  dal  far  compiere  a  2  un  giro  positivo  intorno  a  y. 
Imagìnando  che  il  cammino  di  z  sia  una  circonferenza  di  cen- 
tro 7  e  di  raggio  A,  e  ponendo 

ili  ili 

z  —  y  =  Re   ,    d'onde    d2^=Re   idiì  , 

si  avrà 

r— n= TT  ì  e       dù=:-—  l  [cos niì  —  t  sen niììdiì . 

9 


(*)  QueMo  integrale  e  quelli  lungo  a  e  6  ne!   v(  precederne,  divisi  per  Siri ,  potrebbero 
qualifiearti  come  raidui  {Notizie,  pag.  t05).  Nel  Calcolo  dei  retidui  la  proprietà  ,  oggetto 

di  questo  %. ,  enunciercbbesi  dicendo,  che,  il  residuo  della  funzione  — —-7-   relativo  a   z^=Q  é 

r  BoitA  0  lo  lero  secoodocbè  1*  intero  n  sia  nullo  0  no. 
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Ora ,  mentre  H  percorre  tutti  i  valori  da  0  a  27r ,  ossia  pe 
corre  i  4n  (o  —kn ,  se  n  negativo)  intervalli 

TT  a^  o^  «^  c^ 

2n         2n         2n         2n  2n 

cosili^  percorre  i  valori  compresi  tra 

A  0         —1  0  1  4 

si  che  prende  in  ogni  due  intervalli   consecutivi  gli   stessi 
lori  con  segni  (e  ordine)  contrari;  dunque  l'integrale  di  cosnH.cfii 
riesce  nullo.  E  cosi  pure  l'integrale  di  sennH.dl).  E  però 

dz 


f 


(z— 7)M-* 


=0 


Sarebbesi  tosto  riconosciuta  questa  proprietà  anche  rifletteodo 

che  la  funzione 7 r — rè  la  derivala  della ; r-, eche, 

(2;— /)"+*  n(2~yY 

essendo  entrambe  monodrome,  continue  e  finite  in  una  corona 

circolare  di  centro  y  imaginata  a  contenere  g,  T  integrale  preso 

lungo  0  è  (|.  69)  la  differenza  dei  valori  estremi  di r-. 

n{z—yY 


m 


SEZIONE  QUARTA 

AHAUSI  DEI  MODI  SECONDO  I  QUALI  LE  FUNZIOUI  POSSANO  COMPORTARSI. 

NEL  SUPPOSTO  DELLA  MONODROMIA. 
INTORNO  AI  SINGOU  VALORI  DELLA  VARIABILE. 


Qui  finalmente  principia  lo  studio  generale  delle  funzioni. 
Ciò  che  si  prende  a  considerare  è  una  funzione  w  qualsiasi 
supposta  data;  per  il  che  non  devesi  già  imaginare  una  quan- 
tità defluita  per  mezzo  di  equazioni  od  espressioni  analitiche 
contenenti  z,  ma  puramente,  come  dicemmo,  un  sistema  w  di 
Talori  deposti  su  una  porzione  del  piano  z  e  varianti  da  punto 

a  punto  in  guisa  da  soddisfare  la  ì -—  =  —-(*).  In  siffatto  sta- 

ox      dy 

dio  si  prendono  le  mosse  dalle  proprietà  dimostrate  nei  §§  pre- 
cedenti circa  gli  integrali  presi  lungo  linee  chiuse. 

Siccome  si  considera  la  funzione  non  già  in  tutta  la  esten- 
sione del  piano  z ,  ma  soltanto  nell'  intorno  di  un  punto  pre- 
scelto ad  arbitrio ,  cosi ,  pure  nel  supposto  della  monodromia , 
si  preparano  in  questa  Sezione  elementi  per  lo  studio  ulteriore 
non  solo   delle    funzioni    a  un    valore  ,  ma  anche   di   quelle  a 

(*)  Il  dalo  dì  ODO  espressione  analitica  paò  sempre  imaginarsi  tradotto  nel  dato  prece- 
dente, sapponendo,  per  ciascun  valore  di  z,  in  tutta  la  estensione  ove  la  espressione  tiene 
sigoifleuto,  calcolato  il  valor  della  medesima  e  deposto  nel  rispettivo  punto  del  piano  s. 
Una  frazione  raiionale  in  z,  siccome  significativa  in  tutta  la  estensione  del  piano,  potrebbe 
•opporsi  tradotta  in  «n  sistema  di  valori  coprenti  tutto  intero  il  piano  ;  una  serie  conver- 
gente soltanto  in  un  determinato  cerchio  supporrebbcsi  tradotta  in  an  sistema  coprente  sol- 
tanto questo  cerchio. 

26 
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più  valori;  essendoché,  nell' intorno  di  ciascun  punto-valore  di  2 
appartatamente  consideralo,  eccettuati  tuttavia  punti  particolari 
per  ogni  singola  funzione,  le  funzioni  a  più  valori  potranno  ri- 
guardarsi ,  al  pari  di  quelle  a  un  valore ,  come  monodrome. 
Questa  Sezione  porge ,  per  cosi  dire ,  V  anatomia  di  parti  ele- 
mentari che  entrano  sempre  necessariamente  a  costituire  il  dato 
complessivo  di  qualunque  funzione  ;  mentre  la  considerazione 
delie  funzioni  in  tutta  quanta,  indivisa,  la  estensione  della  loro 
esistenza,  lo  studio  di  classi  speciali  di  funzioni,  non  che,  in 
particolare  ,  la  determinazione  delle  espressioni  analitiche  più 
proprie  per  le  medesime  saranno  materia  delle  Sezioni  soc- 
cessive. 

Primstmente  esamineremo  come  possano  comportarsi  le  fon- 
zioni  intorno  a  un  valore  finito  della  variabile  ,  e  scinderemo 
questo  esame  in  tre  CapitoU  ;  supponendo  nel  primo  che ,  pel 
valore  preso  di  mira ,  la  funzione  sia  continua  e  finita ,  nel  se- 
condo che  sia  soltanto  continua,  nel  terzo  né  anche  continua  f). 
Lo  stesso  esame  pel  valore  00  della  variabile  darà  poi  luogo  ad 
un  quarto  Capitoh.  E  ad  un  quinto  infine  darà  luogo  Tesame  del 
come  si  comportino,  in  confronto  di  una  funzione,  la  derivata  e 
gli  integrali  di  essa. 


CAPITOLO  PRIMO 


C«Bie  vna  fÉniione  si  «oBip^ril  latini*  *  mi  TalMre  della  ▼arlahlfe 
pel  ^oale  sia  wmoitmàr^mm ,  eentfava  e  telUu 


f .  f  •.  Diciamo  monodroma  una  funzione  per  un  determi- 
nato punto-valore  di  z  allorché  tale  possa  dirsi,  giusta  il  §•  44, 

(*)  0 ,  io  altri  termioi ,  continua  t  finita ,  eontinua  e  wfinita ,  d»MOiifiiiin. 


con  SI  COMPOBTINO  LE  PONZIOm  ,  OVE  SIAMO  MONOOROMB  405 

io  un  cerchio  (porziooe  del  piano  z)  avente  il  centro  io  quel 
punto  e  piccolo  quanto  si  sia  ma  ancora  assegnabile  (*). 

Sia  pertanto  S  un  cerchio,  o  piuttosto  una  porzione  co- 
munque conformata  di  piano  z,  in  cui  imaginiamo  che  la  fun- 
zione w  da  prendersi  in  considerazione  sia  monodroma ,  con- 
linoa  e  finita. 

Significando  x  un  punto  qualsivoglia  entro  S ,  la  funzione 

w 

è  pure  monodroma,  continua  e  finita  dappertutto  in  S,  tranne 
nel  punto  x.  Circondiamo  questo  punto  con  una  linea  k,  e  con- 
sideriamo r  integrale 

/wdz 
Z—HL 
k 

Il  SUO  valore  non  cambia  deformandosi  comunque  la  linea  fc 
entro  S»  purché  sempre  costituente  un  solo  giro  positivo  in- 
tomo a  X.  Perciò,  imaginando  che  la  linea  sia  una  circonfe- 
renza col  centro  in  x  e  con  raggio  jR  decrescente  indefinita- 
mente ,  e  ponendo 

2— x  =  Be  \   d'onde    =  tdii     , 

2— X 

e  riflettendo ,  come  già  nel  |.  74 ,  che  w  tenderà  ad  avere 
costantemente  il  valore  w(y)  durante  la  integrazione,  si  ottiene 

I   iz  =  \  I   M?dii=tu;(x)      I  d(ì  =  27ri«;(x)   , 


(*)  Se  non  avessimo  premessa  la  definizione  della  mooodromia  relalivanente  ad  aot 
cstensioDe  superficiale  ,  potremmo  qui  dire  :  chiamarsi  monodroma  in  un  paolo  una  fan- 
aiooe  allorché ,  partendo  z  da  questo  punto  e  la  funxiooe  da  prestabilitoci  valor  corrispon- 
dente ,  ad  una  variazione  infinitesima  di  *  non  possa  corrispondere  che  «aa  variazione  in- 
finilatiaDB  della  ftioxiooe.  Osaerviamo  però ,  che  non  polrebl>e  dichiararsi  monodroma  In 
■nn  superficie  5  (non  sem|»licemente  connessa)   una  funzione  perchè  tale  limitatamente  nel 

j 
iingoli  punti  della  medesima.  Ritornando  ali*  esempio  10^=;;*  del  $.  44  «   è  chiaro  che ,  per 

ogni  singolo  punto  di  una    corona  circolare  col  centro  io  0  «  la  w  può  dirti  monodroma , 
mentre  non  è  tale  relativamente  alla  intiera  corona. 
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da  cui 

1     ntodz 

k 

Come  sì  è  dello ,  la  linea  k  può  essere  una  qualunque  fra 
le  infÌDile  linee  rienlranli  che  in  S  compiono  un  giro  posilivo 
intorno  a  x.  Ora ,  senza  dimenticare  colesta  arbilrarieti  della 
linea  d' inlegrazione ,  polremo  indicare  come  lale  il  contoroo 
di  S ,  supponendolo  formalo  di  una  sola  linea  continua.  D'  al- 
tronde, non  avendo  fatta  alcuna  particolare  supposizione  circa  la 
grandezza  e  forma  di  S,  polremo  anche  imaginare  che  la  stessa 
S  vari  si  che  il  suo  contorno  possa  prendere  una  piuttostochè 
altra  conformazione.  Scrivendo  pertanto  s  invece  di  k,  ed  inoltre 
scambiando  tra  loro  le  lettere  2  e  x ,  affinchè  z  torni  a  signi- 
ficare un  punto  qualunque  di  S,  mentre  x  passerà  a  significare 
un  punto  destinato  a  percorrere  il  contorno  d' integrazione  » 
enuncieremo  il  seguente 

Teorema.  Il  valore  di  una  funzione  w  in  un  punto  qualunque 
z  di  una  porzione  S  del  piano  z,  nella  quak  sia  monodroma, 
cofitinua  e  finita ,  può  esprimersi  colF  integrale 

w{ìf)dK, 

z 


^  ^  27rtJ     X— i 


Questa  formola,  la  cui  dimostrazione  può  qualificarsi  come  d^ 
terminazione  del  residuo  di  -^  pel  valore  z  della  variabile  x 

X — Z 

(pag.  105),  è  dovuta  a  Cauchy  {Notizie,  nota  ultima  della  pag.  83). 
Essa  è  lo  strumento  principale  per  effettuare  V  analisi  eh'  è 
oggetto  di  questa  Sezione. 

Nel  giungere  a  questo  teorema  si  è  supposto  il  contorno  1 
formato  di  una  sola  linea  continua,  che  potesse  riguardarsi 
come  una  deformata  della  linea  k.  Ma  si  riconosce  subito,  come 
pel  teorema  del  §.  69 ,  che  esso  sussiste  comunque  il  con- 
torno di  S  sia  formato ,  di  una  sola  cioè  0  di  più  linee  sepa- 
rate. Ed   invero ,  abbia ,  per  esempio ,  la  S ,  come  la  A  della 
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fig.  il,  il  contorno  composto  di  tre  parti  separale.  Tmagioando 
operati  io  essa  due  tagli  in  guisa  da  convertirla  in  una  superficie 
S,  come  la  A',  il  cui  contorno  s'  consti  di  una  sola  linea  con- 
liooa,  ayremo 

Ma ,  essendo  s'  composto  del  contorno  s  e  degli  orli  positivo 
e  negativo  di  ciascun  taglio  ,  V  integrale  preso  lungo  s'  equi- 
Tarrà  alla  somma  degli  integrali  presi  separatamente  lungo  s  e 
loDgo  i  detti  orli.  Ora  lungo  i  due  orli  di  uno  stesso  taglio 
Hotegrazione  dà  risultamenti  contrari.  Nella  somma  dunque 
{K  integrali  presi  lungo  gli  orli  si  distruggeranno  a  due  a  due 
e  DOD  resterà  che  V  integrale  preso  lungo  $ ,  cioè  si  avrà 
¥  egaaglianza 

1     Pa?(x)dx        4     Ptt;(x)dx 

inifj       X— 2  ÌTTÌtf       X— z       * 

cbe  insieme  colla  precedente  da  ancora  appunto  la  (1). 

La  (1)  comincia  a  mettere  in  piena  evidenza  parte  della 
^^terminazione   involta  nella   equazione  alle   derivate  parziali 

•g^=  — :  cioè  che,  se  una  quantità  w  ha  da  essere /unzione 

^   ^^f-yt  continua  e  finita  dappertutto  in  S,  non  si  possono  sta- 

^^lire  arbitrariamente  i  suoi  valori  dappertutto  in  S,  bastando 

^^e  sieno  stabiliti  sul  contorno.  Ma  né  anche  poi  sul  contorno, 

^ome  in  seguilo  vedremo,  si  possono  stabilire  arbitrariamente 

Stesti  valori,  cioè  tutti  i  valori  della  parte  reale  e  tutti  quelli 

della  parte  imaginaria  della  funzione.  Ben  altramente  sappiamo 

dal  %.  22  avvenire  di  una  quantità  che  debba  essere  soUanto 

fbnzione   di  ^  e   y  in   S  ;  non   dovendo   soddisfare   a  veruna 

equazione  alle  derivate,  essa  rimane  quivi  ancora  immensamente 

arbitraria ,  quand'  anche  si  assoggetti  ad  essere  in  ogni  punto 

eontinoa  e  finita  e  ad  avere  nel  contorno   valori  dati;  e   non 

sarebbe  mai  insomma  a  pieno  determinata  finché  restasse  una 
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qualsia  porzione  finita  di  S  dove  nuli'  altro  fosse   imposto  alla 
medesima  che  di  essere  continua  e  finita. 

Se  w  avesse  nel  contorno  il  valor  costante  C,  avrebbe  questo 
stesso  valore  dappertutto  in  S.  Infatti  ritenendo  w=C  rimangono 
soddisfatte  tutte  le  condizioni  che  determinano  w.  Del  resto, 
la  (1)  darebbe  subito 


tv 


=_^  I  —  =  c  . 


(*) 


$.  f  f .  Il  secondo  membro  della 

w(ì(.)dìc 

■z 


w 


1     ptoij/C) 

inifj      X— 


che  può  considerarsi  come  una  prima  espressione  analitica  della 
tv,  somministra  una  espressione  della  stessa  natura,  cioè  un  in- 
tegrale ,  per  ognuna  delle  derivate  della  tv.  Infatti  ,  riflettendo 
che ,  finché  z  esprime  un  punto  veramente  neir  interno  di  S, 
cioè  dire  sensibilmente  distante  dal  contorno,  la  quantità  sotto 
il  segno  integrale  e  le  sue  derivate  rispetto  a  z  sono  finite, 
si  scorge,  giusta  il  notato  alla  fine  del  |.  68,  potersi  effettuare 
la  derivazione  (rispetto  a  z)  dell'integrale  sotto  il  segno  d'in- 
tegrazione. Si  avrà  dunque 

I  dw i        Otv{ì()dìL 


(2) 


dz 


d^w 
d^ 


_  1.2      nw{x)dx, 
~  i^i  J  (x— z)» 


d"tD      i.%.n 


dz^        2711 


.n    PM?(x)dx 


Ciascuno  di  questi  integrali  è  funzione  monodroma,  continua  e 
finita  per  ogni  valore  di  z  entro  S.  Possiamo  quindi  enunciare 
il  seguente 
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Teorema.  Dove  una  funzione  di  z  sia  numodroma,  continua  e 
fmta^  devono  pure  esserlo  tutte  le  sue  derivate. 

Nel  §.  25  abbiamo  invece  osservato  che  le  derivale  di  una 
fanzione  soltaoto  dì  x  e  y  possono  benissimo  avere  infiniti  e 
discontinuità  in  punti  e  lungo  linee  dove  la  funzione  sia  mo- 
Dodroma»  continua  e  finita. 

Tornando  a  supporre  che  nell'integrale  (1)  la  linea  d'inte- 
grazione sia  una  circonferenza  di  centro  j?  e  di  raggio  R,  ponendo 

x—z=»Re    ,    d  onde    dx=B^    idft , 
e  partendo  dal  valor  0  di  H  /  avremo 

Sir 

(3)  w  =^  J*«r(K)(«ì  . 

0 

Questa  espressione  di  w ,  scritta  come  segue 

Sic 
0 

si  decompone  nelle  due  analoghe  per  ti  e  t? 

tir  Sir 

0  0 

Possiamo  dire  che  le  (3)  e  (4)  significano  che  i  valori  di  w  , 
u,v  nel  punto  z  sono  ordinatamente  le  medie  aritmetiche  dei 
valori  che  le  slesse  quantità  hanno  all'  ingiro  di  z.  Per  mettere 
questo  significato  in  maggior  evidenza  imagineremmo  divisa  la 

circonferenza  in  n  parti  eguali,  e  porremmo  (/Q=>  —  ;  per  il  che 
le  (3)  e  (4)  diverrebbero 


"^  n 

lim     ttl  +  M,+  «--+Wii 


ti 


V 


n 
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dove  w^,w^,. . .  ,Wn  esprimono  i  valori  di  w  nei  punii  di  di- 
visione. Da  qui  emerge  che  per  una  parte  dei  punii  circostaDli 
al  punto  z  i  valori  di  ti  saranno  più  grandi  e  per  la  restante 
parte  più  piccoli  di  quello  che  nel  punto  z;  altrettanto  dicasi 
della  V.  Sussiste  dunque  il 

Teorema.  Le  parti  reale  e  itnaginaria  di  una  funzione  di  % 
non  possono  avere  né  massimo  né  minimo  valore  in  verun  punto 
dove  la  funzione  sia  monodroma,  continua  e  finita. 

Introducendo  R  e  il  invece  di  x  nelle  (ì),  la  espressione 
che  ivi  sta  scritta  per  una  qualunque  derivata  di  w  può  pre- 
sentarsi nel  seguente  aspetto 

,^,  d^w      l.2...n    p    ,    .  „"\  -«"«'^ 

0 

come  la  (3)  ossia  la 


W 


per  la  w. 

$.  rs.  Dalla 


M 


che,  secondo  fu  detto,  può  riguardarsi  come  una  prima  espres- 
sione analitica  di  v) ,  si  otterranno,  svolgendo  in  serie  Tinte- 
graie,  altre  espressioni  analitiche  per  w;  le  quali  saranno  più 
0  meno  semplici  ed  importanti  e  valide  in  spazio  di  una  o 
d' altra  conformazione  (in  spazio  circolare  ,  ellittico  ,  ecc.)  a 
norma  delle  funzioni  secondo  le  quali  si  sarà  fatto  lo  sviluppo 
in  serie.  Per  1'  analisi  che  abbiamo  di  mira  in  questa  Sezione 
imporla  e  basla  considerare  i  più  semplici  sviluppi  in  serie, 
cioè  quelli  che  procedono  secondo  le  potenze  intere  di  js  o  di 
una  differenza  z — /. 

Imaginiamo  a  tal  fine ,  primieramente ,  un  cerchio  6  che 
contenga  il  punto  z  e  sia  tutto  compreso  entro  S.  Come  cam- 
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mino  d'integrazione  nella  (1)  si  potrà  prendere  la  circonferenza 
g  di  G ,  cioè  si  potrà  porre 


Dovendo  x  percorrere  la  circonferenza,  se  y  ne  esprima  il 
centro ,  sarà  sempre 

mod  (x— y)  >  mod  {z—y)  , 

e  quindi  la  frazione 

J i_ 

X — 2      (x — /)  —  (3  — y) 

potrà  svolgersi  nella  serie  convergente 

X — z      X — 7       (x— /)•      (x — 7)*       •  •  •    • 

Moltiplicando  per  w{K)dìt,  integrando  lungo  g,  e  portando  fuori 
dai  segni  d'integrazione  le  potenze  di  z—y ,  invece  della  (1)' 
si  potrà  dunque  scrivere  lo  sviluppo  in  serie 

999 
ovvero 

{ly  te;  =  Co  +  C,  {z-y)  +  Q  {z^y^  +  . .  .  , 

dove,  per  brevità,  s'intende 

^•^^  ^"^2^J  (x-y)-+*  • 

9 

Questo  risultato  può  enunciarsi  nel 

Teorema.  /  valori  di  una  funzione  di  z ,  monodroma  ,  con- 
tinua e  finita  entro  un  cerchio  di  centro  7,  possono  esprimersi  me* 
diante  una  medesima  serie  di  poteiìze  intere  e  positive  di  z — 7  per 
tutti  i  punti  di  esso  cerchio. 

Considerando  una  quantità  f{x,y)  dipendente  dalle  variabili 
reali  ^  e  y  »  per  poter  asserire ,  giusta  questo   teorema ,  cbe 
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essa  sia  sviluppabile  in  serie  secondo  le  potenze  di  jvf-yt— 7 , 
bisognerebbe  sapere  che  in  un   cerchio  di  centro  7   soddisfai 

df       df 

eia  le  condizioni  di  variare  conformemente  alla  1— =-Le  di 

dx     dy 

essere  in  ogni  punto  monodroma,  continua  e  finita.  Ora  riflet- 
tiamo che  queste  condizioni  sono  non  solo  sufficienti  ma  anche 
necessarie.  Infatti  una  serie  quai'  è  il  secondo  membro  della 
(2)',  soddisfacendo  entro  il  proprio  cerchio  di  convergenza  que- 
ste condizioni,  non  potrebbe  esprimere  una  funzione  che  non  le 
soddisfacesse.  Ciò  premesso,  è  chiaro,  potersi  il  precedente  teo- 
rema tradurre  nei  termini  seguenti 

Teorema.  Affinchè  una  funzione  détte  variabili  x  e  y  sia  m 
luppabile  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  e  positive  à 
x  +  yi — y=z — 7,  convergente  in  un  cerchio  di  centro  y  ^  è  nt 
cessario  e  sufficiente  che  la  funzione  sia  monogena,  monodroma, 
continua  e  finita  in  tale  cerchio. 

Questa  serie  non  è  altro  che  la  solita  di  Taylor ,  ma  di 
cui  adesso  veggonsi  in  piena  luce  le  condizioni  necessarie  e 
sufficienti  per  la  sua  sussistenza.  Devesi  a  Cauchy  V  onore  di 
avere  pel  primo  stabilita  finalmente  sopra  i  suoi  veri  principi 
questa  importante  questione  della  sviluppabilità  secondo  la  for- 
mola  di  Taylor.  La  possibilità  0  l'impossibilità  di  svolgere  una 
funzione  colla  formola  di  Taylor  può  essere  riconosciuta  senza 
che  si  debbano  calcolare  i  termini  stessi  della  serie  ,  purché 
la  funzione  da  svolgere  sia  definita  per  valori  si  reali  che  com- 
plessi della  variabile.  La  introduzione  della  variabilità  complessa 
in  siffatta  questione  è  uno  dei  più  grandi  progressi  che  Tanalisi 
debba  a  Cauchy  e  che  la  medesima  abbia  fatto  in  questo  secolo  (*). 

Le  formolo  (1  )  e  (2)  permettono  di  dichiarare  che ,  non 
diversamente  dal  caso  delle  funzioni  di  una  variabile  reale ,  le 
funzioni  di  una  variabile  complessa,  dovunque  siano  monodro- 
me,  continue  e  finite,  sono   analitiche.  I  risultamenti  ottenuti 


(*)  Sono  ■  an  dipresso  le  parole  osate  a  questo  proposito  da!  sig.  Bertrand  nella  prt- 
faiiooe  del  ano  Tratte  de  Cale.  Difftr.  (Pag.  XXXII).  Vedi  anelie  le  NoUmìm  ^  pi^  8S. 
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porgono  già  conferma  più  che  luminosa  della  opportunilà  del- 
l' assanta  deGnìzione  di  funzione  d'  una  variabile  complessa. 

Per  tradurre  la  (2)'  nei  solito  aspetto^  nel  quale  cioè  i 
coefficienti  sono  espressi  colle  derivate  della  funzione ,  basta 
confrontare  le  formolo  (2)  del  |.  77  col  precedente  valore  di 
Cu,  in  cui  ò  indifferenle  di  scrivere  z  invece  di  x  e  di  supporre 
s  ìuiece  di  g  la  linea  d'integrazione.  Questo  confronto  mostra  che 

e  che  quindi  la  (2)'  non  è  altro  che 

(,)    ^,K.H- -rU) +nrr-(^) + •  •  •• 

Nessun' altro  sviluppo  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere, 
positive  di  z-^/  potrebbe  darsi  per  la  funzione  w. 
Infatti,  una  serie  della  forma 

che  sia  convergente,  non  può  che  esserlo  entro  tutto  un  cer- 
chio di  centro  7;  e,  se  quivi  t(/ coincide  colla  serie  per  qualche 
estensione  lineare  0  superficiale,  deve  coincidere,  come  nel  | 
successivo  si  vede  distesamente  spiegato ,  almeno  per  tutta 
l'estensione  di  esso  cerchio  che  è  compresa  nell' mfonio  di  y. 
Ciò  premesso ,  supponiamo  dunque  la  eguaglianza 

Moltiplicando  per r^^-r  e  integrando  lungo  una  circonferenza 

(2— 7)'-+-» 

(0  altra  linea  ad    essa  riducibile)  di   centro  7  contenuta  nella 

estensione  suddetta ,  si  avrà ,  avuto  riguardo  al  §.  75 , 

/Wdz  n      r    ^^  Da* 

Questo  risultamento ,  potendovisi  scrivere  indifferentemente  la 
lettera  x  invece  della  z  ,  confrontato  colla  formola  (3) ,  dice 
appunto  che  dev'  essere  Bn  =  C« 


•«  • 
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f.  f 9.  La  serie 

9  9  9 

ovvero 

si  è  oltenula  senz'altro  presupporre  del  cerchio  G  se  non  cb^^ 
fosse  tutto  compreso  entro  S.  Se  ora  si  imagina  che  la  funzioD 
sia  data,  ed  ancora  monodroma,  continua  e  finita,  anrhe  olln 
1  confini  di  S,  0,  ciò  eh' è  lo  stesso,  se  si  imagina  che  S  in- 
grandisca ,   anche  il  cerchio    G  potrà   imaginarsi  più   grande  » 
rimanendo  tuttavia  invariati  i  valori  dei   singoli  integrali    nel! 
eguaglianza  (1),  non  che  il  ragionamento  fatto  per  coDsegairi 
E  però  si  riconosce  che  essa  eguaglianza  continuerà  a  sussister 
per  tutti  i  punti  dì  G  finché ,  nell'  ingrandire ,  questo  cerchi 
non   raggiunga  alcun  punto  dove  w  sia  infinita  o  discootious.. 
Per  brevità^  porremo  la  seguente 

Definizione.   M  massimo  fra  i  cerchi  di   centro  /  che   oo 
comprendono  né  infiniti,  né  discontinuità  di  w  sì  dirà  Vinlanm 
del  punto  y  in  riguardo  della  funzione  w. 

Una  volta  calcolati  i  valori  degli  integrali  ossia  dei  eoe 
cienti  C„i  la  serie  (1)  rappresenta  dunque  la  funzione  per  tut 
r  intomo  del  punto  y.  E,  siccome  questa  calcolazione  può  su 
porsi    fatta   con  una   circonferenza   g  ristretta   quanto  piace 
purché  finita  (cioè   non  infinitesima) ,  cosi  é  manifesto   che  1< 

funzione  resterà  determinata  in  tutto  l'intorno  del  punto  y,  da  ^ 

che  sia  anche  soltanto  in  una  porzione  di  quest'  intorno  picco  1' 

quanto  si  voglia,  purché  finita,  racchiudente  /,  ovvero  da —  ^ 
che  sia  semplicemente  in  una  linea  chiusa  attorno  a  y  picco^^  ^^ 
quanto  si  voglia  purché  finita. 

Oi  più,  osservando  che  i  coefficienti  C,  non  sono  che  i  qa     ^^' 
zienti  delle  derivale  pei  prodotti  1, 1.2,  ecc.,  é  subito  visto  che       ^^ 
funzione  rimarrà  ancora  determinata   per  tutto  l' intorno  di       P" 
anche  se,  invece  di  essere  data  in  una  linea  chiusa,  fosse  da-^^ 
in  una  linea   qualunque  /  tirata   da  /.  Infatti   dai  valori   del/^ 
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foozione  in  l  dìscendoDO  necessariamente  quelli  delle  derivate 
Della  linea  stessa.  Essendo  z  e  z'  due  punti  tra  loro  infinita- 
mente vicini  in  I ,  si  ha  primamente 

dw w{z') — w{z) 

dz  z' — z 

Dai  Talori  della  derivata  prima  discendono  poi  similmente  quelli 
della  derivata  seconda,  e  cosi  via  quelli  d*ogni  altra  successiva 
derivata.  Determinati  i  valori  delle  derivate,  e  basta  pel  solo 
punto  7 ,  ì  coefficienti  nella  serie 

restano  determinati ,  e  quindi  anche  w  per  tutto  il  cerchio  di 
convergenza  della  serie ,  ossia  per  tutto  V  intorno  di  7. 
Di  più  ancora,  possiamo  asserire  che 
Dna  funzione  w,  che  sia  data  in  una  linea  (*)  qualsiasi  l,  non 
pud  essere  da  l  proseguita  che  in  un  solo  modo  sino  a  qualsivoglia 
P^rte  del  piano,  dove  si  possa  giungere  passando  per  liste  di  lar- 
ifi^zza  finita  per  entro  le  quali  w  sia  dappertutto  continua  e  finita. 
Fig.  S9  (**)  Infatti ,  coi  valori  in  2  si  potrà  de- 

^^J^^  terminare  w  per  tutto  V  intorno  di  un 

y^^  x-V"^'^^  punto   7  scelto  a  piacimento  in  I;  ciò 

•^  /7fl--*'f-\  fatto,   prendendo   in  quest'intorno    un 

Sy/^  -y.  /      Tn       punto  7|,  (Fig.  29),  coi  valori  di  w  testé 
^^"""  /      \     determinati  si   potranno   determinare  i 

•  ""^^-..IfcV^  j     coefficienti  dello  sviluppo  di  w  in  serie 

\  y      secondo   le   potenze   intere   positive  di 

V /''\  ^^/        z — 7^,  la   qual   serie  rappresenterà    la 
^<:l^x  funzione  per  tutto  l'intorno  di  7^;  fissan- 

do  in  quest'  intorno   un   punto   7, ,   si 


i 


(*)  il  CMO,  che  w  sia  data  in  una  eitensione  superficiale,  fa  compreio,  come  partieo- 
9  oel  qui  supposto  ^  qualunque  linea  che  corra  per  entro  tale  estensione  potrà  prendersi 

linea  L 
(**)  Nella  figura  veggousi  rappresentati  i  quattro  intomi  dei  punti  r»Ti»Tt'Ts;  «  >b<'ì* 
col  tegno  X   i  ponti  che  ne  limiUno  la  grandexxa>  siccome   pMti  dove  la  faotkNie  è 
^lltrontinva  o  inUiiita. 


414  SBZIONB  QUARTA 

potranno  similmente  determinare  i  coefficienti  della  serie  ordi- 
nata secondo  le  potenze  di  z — y^,  e  quindi  i  valori  di  w  per 
tutto  r  intorno  di  7, .  E  cosi  continuando  si  fa  evidente  la  ve- 
rita  di  ciò  che  abbiamo  asserito. 

Dair  esposta  proposizione  discende  che 

Se  w  sia  costante  in  una  linea  l ,  dovrà  rimanere  costante  m 
qualunqtie  parte  del  piano  dove  si  possa  giungere  da  l  per  Uste  di 
larghezza  finita  esenti  da  discontinuità  di  w. 

Imperocché ,  soddisfacendo  la  costante  dovunque  alle  con- 
dizioni che  devono  regolare  la  funzione  e  che  ne  permettono 
un  solo  proseguimento,  non  può  che  proseguirsi  la  identità  che 
tra  la  costante  e  la  funzione  si  ammette  sussistere  originaria- 
mente in  l 

Nell'enunciazione  di  questo  teorema  (che  compieta  l'ultimo 
del  |.  76)  non  abbiamo  escluso  anticipatamente  il  caso  che  t^ 
potesse  essere  infinita  in  qualche  punto  0  linea  entro  le  liste 
per  le  quali  supponesi  aver  luogo  il  proseguimento  continuo.  Egli 
è  perchè  questo  caso  non  può  verificarsi. 

Ed  invero  ammettiamo,  in  prima,  che  w  possa  essere  io- 
finita  in  un  punto  rs.  In  questo  punto  la  -  sarebbe  nulla.  Cir- 

w 

condando  il  punto  con  una  linea  (che  da  esso  disti  ,  ben'  in- 
teso, sensibilmente  tu tt' air  ingiro),  sino  a  questa  linea  inclusi- 
vamente  il  ragionamento  sopra  esposto  darebbe  subito  che  la  w 
dovrebbe  conservare  lo  stesso  valore  A  suppostole  in  l,  e  quindi 

1  1  1 

la  funzione  -  il  valore  -•  Ma,  poiché  la  —  e  continua  ed  anche 
w  A  tv 

finita  dappertutto  entro  la  linea,  essa  dovrebbe  quivi  avere  dap- 

1 

pertutto  il  valore  --;  il  che  contraddice  alla  supposizione  che  io 

A 

fs  siai  =  -  =  0  (•). 

W       ce 

(*)  Se  foMe  A=0,  per  evitare  la  consMrrazione  di  una  fanzìooe  ~ avente  il  valore-»'  i 

w  A 

■i  potrebbe  considerare  invece  della  w  la  w-{-Bf  essendo  B  ana  costante  diversa  da  0.  U 
uh^B  sarebbe  infinita  dove  lo  fosse  to ,  e  quindi,  trovando  che  non  paò  esserlo i  resta  di- 
mostralo che  non  può  esserlo  né  anche  w. 
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Sapponiamo,  in  secondo  luogo,  che  w  possa  essere  infinita 
luogo  linee  ;  di  queste  linee  sia  j  la  prima  che  s' incontri  muo- 
Tendo  da  /  per  quelle  liste  che  si  vorranno  percorrere.  Da  ciò 
che  precede  discende  che ,  avvicinandosi  a  j  sino  a  distanze 
piccole  quanto  si  vogliano  purché  finite,  la  funzione  w  deve 
conservare  il  valore  A  suppostole  in  {;  e  però  il  passaggio  dal 
valore  A  al  valore  co  à\w  in  j  dovrebbe  compiersi  in  un  tratto 
iofioitesimo  sul  piano  z;  il  che  contraddice  alla  supposta  con- 
tiouità  dì  w.  Si  potrebbe  mettere  in  evidenza  la  contraddizione 

mhe  considerando  la  -.  Se  questa  fosse  nulla  in  j ,  essendo 

coolioua,  dovrebbe  conservatasi  nulla  anche  venendo  da  j  verso 

/,  mentre  muovendo  da  l  verso  j  deve  conservare  il  valore  -  • 

^  A 

Ora  possiamo  ommettere  la  presupposizione  del  valore  finito 
aoche  nella  penultima  proposizione,  cioè  enunciarla  semplice- 
mente come  segue. 

Una  funzione,  data  in  una  Knea  qualsiasi,  non  può  èssere  da 
pesta  Unea  proseguita  che  in  un  solo  modo  per  liste  di  larghezza 
hiia  dove  la  medesima  debba  essere  continua. 

Infatti,  se  per  una  stessa  strada  fossero  possìbili  due  prò- 
^^imenti,  indicandoli  con  tv  e  Wj^,  la  differenza  to—w^  avrebbe 
<^8UQtemente  il  valor  0  nella  linea  di  partenza  e  non  nelle 
successive  regioni  del  piano,  nelle  quali  dovrebbe  tuttavia  con- 
servarsi continua. 

Se  il  passaggio  da  una  parte  H  di  piano  ad  altra  parte 
^  ooq  potesse  effettuarsi  che  per  una  lista  la  cui  larghezza  ^e 
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(Fig.  30)  ÌD  qualche  dove  divenisse  infinitesima^  o,  in  altri 

rig.  50.  se  il  passaggio  non 

in  qualche  dove  ei 

che  sopra  una  linea,  I 

processo   di   proseg 

cesserebbe  di  esser 

bile;  una  equazione 

ri  vate  parziali   (qua 

dm      dw 
puDlola,-=^) 

trebbe  servire  a  determinare  i  valori   della  funzione  in 
mezzo  di  quelli  in  H. 

Sebbene   non  si  possa  proseguire ,  come   ora  ved 
che  in  una  sola  maniera  continua  una  funzione  data  su 
parte  del  piano  z,  tuttavia,  potendosi  giungere  a  una  ] 
percorrendo  liste  differenti  (per   esempio,  nella   fig.  30 
percorrendo  la  lista  H  prolungata  finché  occorra,  e   da 
correndo  invece  la  lista  K),  potrà  accadere   che  in  L 
zione  giunga  a  conseguire  valori   diversi  a  seconda  dell 
che  si  saranno  percorse.  Ma  a  questo  proposito  non  do 
entrare  per  adesso  in  ulteriori  considerazioni,  e  solamei 
ciamo  notare  che  colla  fatta  riflessione  si  apprezzeranno 
il  loro  significato  i  termini   impiegati  dal  sig.  Riemann 
porre  la  distinzione  delle   funzioni  in  funzioni  a  un  vali 
più  valori,  da  noi  posta  nel  |.  44. 

Mettiamo  da  ultimo  in  rilievo  anche  queste  altre  propo 

Una  funzione  monodroma  e  continua  in  una  porzion 
S  del  piano  non  può  avere  il  valor  0,  o,  pia  in  general 
stesso  valore  A  in  una  infinità  di  punti  entro  S  senza  i 
stesso  valore  dappertutto  in  S. 

Questa  proposizione  rientra  in  quella  nella  quale  si  s 

{*)  AUgemeine  Vorausietzungen  und  ìlàlfsmittel  eec, ,  giorn.  di  Crelle-Borcbard 
pag.  102.  14  Secondo  la  natura  della  funzione  da  proseguire  ,  essa  o  riprender 
stesso  valore  di  x  sempre  lo  slesso  valore  per  qualunque  via  il  proseguimento  ' 
tuare,  o  no.  Nel  primo  caso  chiamo  la  funzione  a  un  valort ,  .  .  .  n. 
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f(;  costante  in  una  linea  I;  poiché  i  punti  dotali  per  w  del  valore 
A  non  potrebbero  essere  in  numero  infinito  entro  S  senza  suc- 
cedersi in  qualche  dove  a  intervalli  infinitesimi,  cioè  senza  co- 
stituire  un  luogo  superficiale  o  lineare  entro  S.  E  chiaro  che 
S  vieo  sottintesa  tale  che  qualunque  sua  parte  sia  connessa 
alla  restante  per  liste  di  larghezza  finita. 

Ufia  funzione  non  può  avere  tulle  le  derivale  nulle  in  un 
pnlo .  dove  sia  monodroma ,  contìnua  e  finila ,  senza  essere  co- 
Uofile  per  lullo  /'  inlomo  di  esso  punlo. 

Infatti ,  se  le  derivate  fossero  tutte  nulle  nel  punto  y ,  la 
serie  (i)"  ridurrebbesi  al  solo  primo  termine  ,  cioè  darebbe 
w^w{y)  per  tutto  l'intorno  di  7. 

Nella  investigazione  delle  proprietà  e  per  la  trattazione  di 
tutte,  in  generale,  le  questioni  concernenti  una  funzione,  è  della 
massima  importanza  di  saper  anzitutto  stabilire  per  la  sua  com- 
pleta determinazione  un  sistema  di  dati  0  condizioni  non   solo 
sofDcienti  ma  anche  strettamente  necessarie  ossia   indipendenti 
tra  loro.  I  teoremi  precedenti  riducono  bensì  i  dati,  da  supporsi 
per  la  determinazione  di  una  funzione,  ad  una  ostensione  molto 
minore  di  quella  che  potrebbe  dirsi  tacitamente  abbracciata  al- 
lorquando ,  per   dimostrare  ,    per   esempio ,  la   equivalenza   di 
due  espressioni  in  ;^ ,  si  trasformassero  T  una    neir  altra ,  cioè 
si  dimostrasse  la  loro  coincidenza  per  tutta  quanta  la  estensione 
'^^lla  quale  entrambe  le  espressioni  tengono  significati;  ma  essi 
'^on  soddisfanno  tuttavia  alla  richiesta  di  ridurre  i  dati    ai  soli 
'Jccessari.  Supponendo  dati  i  valori   di  w  per  tulli  i    punti  di 
^^^  lìnea,  siccome  a  determinare  w  baslerebbeio  già  (insieme 
coir  altre  condizioni)  i  suoi    valori  in  una  porzione  di    questa 
"'^ea,  cosi  tutti  i  valori  nella  restante    porzione  sarebbero  dati 
^"^Ito  superflui  e  che  potrebbero  ripugnare  coi  valori  concepiti 
'^ella  prima  porzione.  Vedremo  più  lardi  come  venga  soddisfal- 
^  Si   fondamentale  richiesta  per  le    classi  di    funzioni  che  più 
^  importano. 

4.  SO.  Imaginiamo  che  nel  punto  a  la  funzione  w,  essendo 
Monodroma  e  continua,  sia  nulla.  La  serie  (<)'  del   |  prece- 

27 
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dente,  applicala  al  caso  /  =  «,  dà 

ovvero 

ove  s' intenda 

La  funzione  W^  siccome  espressa  al  pari  della  tv  da  una  serie 
ordinata  secondo  le  potenze  intere  positive  di  z—a  e  conver- 
gente per  tutto  r  intorno  di  a ,  si  comporta  in  quest'  intorno 
come  la  w,  cioè  si  comporta  da  funzione  monodroma,  continoa 
e  finita.  Invece  del  valor  0  essa  ha  in  <x  il  valore  C|.  In  ri- 
guardo  di  qualsiasi  punto  diverso  da  a,  basta  riflettere  che  IT 
è  il  quoziente  di  w  per  la  funzione  z — a  monodroma  e  continua 
dappertutto  e  nulla  soltanto  in  a,  per  poter  conchiudere  che 
W  è  monodroma,  continua  e  finita  dovunque  lo  sia  iv  e  nulla 
negli  stessi  punti  che  w. 

Se ,  insieme  colla  w ,  fossero  nulle  in  a  le  sue  derivate 
prima  ,  seconda,  . . . ,  ((x — 1) esima  ,  si  avrebbe 

ovvero 

ove  intendasi 

W=  C^  4-  C^+i  (2— a)  +  C,x+2  {Z—^Y  4-  .  .  .    . 

Laonde  in  ogni  caso  vediamo  che 

Una  funzione  che  sia  nulla  in  un  punto  <x ,  intorno  al  quak 
sia  monodroma  e  continua,  equivale  al  prodotto  di  una  potenza 
intera  positiva  di  z — a  per  una  funzione  monodroma  e  continua 
itisieme  con  essa,  infinita  negli  stessi  punti,  nulla  negU  stessi  pwiti 
tranne  in  a. 

Considerando  i  punti  attorno  ad  «,  pel  fattore  {z—ay  con- 
tenuto in  w,  si  fa  chiaro  che  in  essi  i  valori  di  tu  saranno  tanto 
meno  diversi  da  0  quanto  più  grande  sarà  il  numero  f*.  Que- 
sto numero  si  prende  come  elemento  per  distinguere   gli  ieri 
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delle  fanziooi  in  ordini;  chiamandosi  deU'ordtW  ii esimo  lo  zero 
di  una  funzione  monodroma  e  continua  nel  punto  a  allorché  il 
quoziente  di  essa  per  {z — a^  riesca  in  a  nò  nullo,  né  infinito. 

Ciò  che  specialmente  fa  importante  questa  distinzione  in 
ordini  si  è  che  uno  zero  fxuplo  (cioè  dell'ordine  fx  esìmo)  potrà 
riguardarsi  come  un  sistema  di  fi  zeri  semplici  (cioè  dell'ordine 
primo)  venuti  a  coincidere  in  uno  stesso  punto  del  piano,  ossia 
come  il  zeri  sempiici  infinitamente  vicini. 

Per  rendere  tal  cosa  manifesta  (*)  imaginiamo  che  w  sia 
in  S  monodroma  9  continua  e  finita  e  dotata  di  ii  zeri  semplici 
distribuiti  nei  punti  «4 ,  ^s ,  •  • .  >  «lii .  Ponendo 

la  fF|  sarà  monodroma,  continua  e  finita  come  w,  e  nulla  nei 
punti  ^  9  ^3  »  •  •  •  9  ^(fc ,  in  S.  Ponendo 

la  W,  sarà  monodroma,  continua  e  finita  come  w  e  Tf^,  e  nulla 
nei  punti  «3,  <3(^>  ...,«(& ,  in  S.  E ,  cosi  di  seguito ,  ponendo 
finalmente 

ir,»— I = (2— «,»)  w^  , 

la  IFiii  sarà  monodroma,  continua  e  finita  e  priva  di  zeri,  in 
S.  Moltiplicando  le  precedenti  eguaglianze  si  avrà 

w;=»  (2:— «i)  (2— aj) . . .  (2— «!*)  W^fi    ; 

e  imaginando  che  i  punti  «^  ,«3,  . .  .,<x,& ,  avvicinandosi  viepiù 
tra  loro,  finiscano  per  confondersi  in  un'unico  punto  a,  la 
precedente  eguaglianza  finirà  per  convertirsi  nella 

affatto  simile  alla  (1). 


(*)  Vtrrameiile  potremmo  anche  dispensarci  da  questa  spiegazione ,  considerandosi  giù 
affaUo  analogamente,  nella  teorica  delle  equazioni  algebriche,  una  radice  [iupla  rome  rqiii- 
%  aleniti  a  {Ji  radici  semplici.  Senza  di  ciò  non  potrebbero  enunciarsi  i  teoremi  :  ogni  equa- 
lioDC  ha  tante  radici  quunlV  il  grado  ;  il  cooinciente  del  secondo  termine  eguaglia  la  somma 
delle  radici  con  segno  contrario  ;  ecc.  Come  in  questa  teorica ,  cosi  in  quella  delle  funzioni 
in  generale,  con  siflatli  modi  di  considerare  si  consegue  maggiore  generalità  e  semplicità. 
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Per  la  stabilita  definizione  deW ordine,  una  funzione,  dove 
sìa  monodronaa  e  continua,  non  può  dunque  avere  che  zeri  di 
ordine  intero  ;  e  cioè  dell'  ordine  ì,  se  con  essa  non  sìa  nulla 
la  derivala  prima;  dell'ordine  2,  se  sia  nulla  la  derivata  prima 
ma  non  la  seconda;  ecc. 

Ma  ciò  che  giova  segnatamente  notare  si  è  che  quest'ordine 
non  potrebb'essere  infinito  a  meno  che  la  funzione  fosse  nulla 
per  tutto  l'intorno  di  a.  Imperocché  l'ordine  non  potrebb'es- 
sere infinito  se  qualcuna  delle  derivate  di  w  avesse  io  a  valor 
diverso  da  zero;  e^  se  tutte  le  derivate  avessero  in  a  il  valor 
zero,  tutti  i  coefficienti  delia  serie,  come  già  avvertimmo,  sa- 
rebbero nulli ,  e  quindi ,  dovunque  la  serie  è  valida ,  cioè  per 
tutto  l'intorno  di  a,  dovrebb* essere  w=0. 

Volendo  in  seguito  significare  abbreviatameute  zero  dell'or- 
dine (JL  esimo  useremo  del  segno  0*^ .  Però  0  continuerà  a  signi- 
ficare zero  senza  distinzione  di  ordine ,  mentre  uno  zero  del 
primo  ordine  sarà  designato  con  0*  (*). 

CAPITOLO  SECONDO 


Come  ana  fàniloBe  mi  eoniporil  Interno  a  an  valore  diella  variabile 
pel  quale  ola  meaedrona  9  eoailnaa  e  lailalta* 


$.  SI.  Avendo  già  visto  che  ,  dove  una  funzione  sia  mo- 
nodroma  e  continua,  ivi  non  può  essere  infinita  per  una  esteo- 

(*)  Come  i  valori  0,  cosi  anche  i  vnlori    A  (essendo  A  numero  complesso  qualsiasi)  di 
una  funzione  w  possono  distinguersi  in  ordini.  Il  valor  0  dì  w  in  a  si  dice  dell'ordine  |&  esimo 

se,  tendendo  z  nd  et  f  h  tv  tenda  al  valor  0  in  ragione    finita  con    (s — ay.  Similmente ,  il 
valor  A  dìw  in  x  si  potrA  dire  deirordine  |i  esimo  se,  tendendo  z  a  r,  la  tD  tenda  al  valor  A 

in  ragione  finita   con  {z — t)^.  In  questo  caso,  analogamente  alla  w — 0=(* — a]I^W  y  si    po- 
trà   porre   w—A  =  {z — x)^^»  significando  W  una  funzione  né   nulla,  né  infinita  in  r-  ^^ 

(& — I  prime  derivale  di  w  sarebbero  nulle  in  y.  La  formula  w — A=(z — ^^'••'^1*01*'^^^*?*"^ 
riguardarsi  come  provenuta  dalla  te— i<=(r— TiK*— Ti)  •  •  •  (*— tJ  ^Vl  cioè  dire  un  valore  A 

|Auplo  come  un  sistema  di  [k  valori  A  semplici  infinitamente  vicini. 
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siooe  comunque  piccola  superficiale  o  lineare  senza  essere  in- 
finita dappertutto ,  considereremo  puramente  il  caso  in  cui  gli 
infiniti  trovìnsi  in  punti  separati. 

Sia  i3  uno  di  questi  punti.  Per  scoprire  come  si  comporti 

1 

w  intorno  al  punto  /3,  osserviamo  in  prima  la-.  Essendo  quo- 
ti; 

sta,  non  solo  continua  come  w,  ma  anche  finita  e  precisamente 

nulla  in  j3,  si  potrà  porre,  giusta  il  |  precedente, 

1 

essendo  v  numero  intero  positivo,  e  — •  una  funzione  monodro- 

W 

1  1 

ma  e  continua  insieme  con  la—,  infinita  dove  lo  è  —  , e  nulla 

w  w 

dove  Io  è  —,  tranne  in  /3.  Quindi  si  avrà 
w 

cioò 

Una  funzione  infinita  in  un  punto  fi,  intomo  al  quale  sia  mo- 
nodronui  e  continua ,  può  riguardarsi  come  una  frazione  ,  ti  cui 
denominatore  è  una  potenza  intera  positiva  di  z  —  fi  ,  e  U  nume- 
ratore è  una  funzione  monodroma  e  continua  insieme  con  essa,  nulla 
negli  stessi  punti,  infinita  negli  stessi  punti  tranne  in  fi  (*). 

Questa  funzione  numeratore  può  esprimersi  mediante  una 
serie  della  forma 

w=m+  a')  {z^fi) + (p)  {z-fif  + . . . 

convergente  per   tutto  Y  intorno  del   punto  fi  (**).  Con   questa 


(*)  Si  vorr&  bene  avvertire  la  perfella  analogia  tra  le  proposizioni  che  qui  si  vanno 
esponendo  circa  gli  zrri  e  gli  iuOniti  delle  funzioni  monodrome  e  quelle  notissime  relative 
nlle  faniioni  algebriche  razionali. 

(**)  QuMi*  inforno  potrà  dirsi  relativo  tanto  a  W  che  a  w.  Poiché,  quando  w  abbia  in 
mo  ponto  an*inflnito,  come  nel  presente  caso,  o  una  discontinuità,  chiamiamo  ancora  intorno 
di  eiso  panto  il  massimo  fra  i  cerchi  che  avendo  ivi  il  centro  non  racchiudono  altri  inQniti 
od  «lire  ditcoolinnità  di  te. 
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serie  la  (1)  somministra  la 

Da  qui  possiamo  riguardare  la  w  come  composta  delle  due  parti 
(3)      _^+      ^*'        •       ■^-' 


•  •  • 


(2_/3).   •    (2-^)v-l  '  '    2-/3 

e 

6^*>  +  C<'^'>(2_/3)  + 


Il  valore  della  prima  parte,  non  che  separatamente  il  valore 
di  ogni  suo  termine,  diventa  infinito  in  /3,  mentre  la  seconda 
parte  rimane  finita.  È  dunque  la  prima  parte  quella  a  cui  è 
dovuta  la  comparsa  dell'oo  come  valore  della  funzione  w  in  ^; 
di  essa  parte  si  può  dire  che  esprime  il  come  la  io  divenga  in- 
finita nelPaccostarsi  di  z  a  /3  ;  od  eziandio  che  diviene  in  j3  m- 
finita  come  la  tv.  Ed  in  questo  senso  si  può  asserire  che 

Una  funzione  non  può  diventare  infinita  in  un  punto,  intorno 
a  cui  sia  monodroma  e  continua,  altrimenti  che  come  una  frazione 
razionale. 

$.  S9.  Di  questa  frazione  razionale,  cioè  della  su  esposta  parte 
(3)  di  w,  importa  ed  è  subito  ottenuta  una  espressione  composta 
immediatamente  coi  valori  di  w  lungo  una  linea  che  racchiude  il 
punto  /3,  ma  nessun'altro  punto  dove  w  sia  discontinua  o  infinita; 
linea  che,  per  fissar  le  idee  ,  riterremo  a  dirittura  essere  una 
circonferenza  col  centro  in  /3.  Sia  B  il  cerchio  determinato  da 
questa  circonferenza  e  B  l'intorno  di  /3.  La  B — B  sarà  una 
corona  circolare  entro  cui  la  w  non  avrà  né  infiniti,  né  discon- 
tinuità. Entro  B— JS  la  w  si  potrà  dunque  esprimere,  giusta  il 
teorema  fondamentale  del  |.  76,  mediante  V  integrale 

i      PwMdéi 
inij      K — z 

da  prendersi  lungo  il  contorno  della  corona  in  direzione  posi- 
tiva: cioè  lungo  la  circonferenza  li  nel  senso  positivo  e  lungo 
la  b  nel  senso  negativo  degli  angoli.  Indicando  queste   due  in- 
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tegrazioDi  separatamente  ,  avremo 


/t(?(x)  dìt        i      p 


w 

27rì 

il  6 


Questa  eguaglianza  presenta  la  w  decomposta  in  due  parti,  come 
già  la  (2)  del  §  precedente.  Per  riconoscere  la  diversa  natura  di 
queste  parti  basta  far  tendere  z  à  (3.  Perciò  bisogna  imaginare 
che  vada  sempre  più  stringendosi  intorno  a  /3  la  linea  b,  che  limita 
ravvicinamento  possibile  di  z  (come  punto  di  B— B)  a  jS.  Lo 
stringersi  di  b  non  altera  l'eguaglianza  precedente;  poiché  b  non 
sorpassa  veruna  singularità   di  tv.  Stringendosi   dunque  b,  e  z 

ieDdendo  a  ^,  la  funzione  wM  ed  ancora  più  il  rapporto  — ^ 

X — Z 

teodoDO  ad  avere  costantemente  il  valore  oc  lungo  b.  Lungo  li 
iovece  questo  rapporto  resta  sempre  finito.  L' integrale  lungo  6 
rappresenta  dunque  una  parte  di  w  che  diviene  inGnita,  men- 
tre r  integrale  lungo  li  rappresenta  una  parte  che  resta  Gnita 
io  jS.  Che  poi  r  integrale  lungo  b  sia  precisamente  la  parte  di 
V  espressa  dalla  (3)  del  §  precedente,  e  non  questa  parte  colla 
(inota  di  una  quantità  che  resti  Gnita  in  i3 ,  lo  si  riconosce  ri- 
flettendo che  in  esso  integrale  è  mod  {x--jS)<mod  {z — jS)  e  che 
^tiiodi ,  in  luogo  di 

1    _  1 

K-2-(2-^)-(x-/3)     ' 

^'  può  mettere  lo  sviluppo 

1    ^    «      I     ^-^     I  ('^"^)'  I 

^'  Quale  non   contiene  alcun  termine  che  resti  Gnito  in  /3.  Si 
"^  dunque 

(2-/3)v  +  (z-/3)v-t  +  •  •  •  +  ^_/3  ~     Stti  J    x-z 

6 
ì       /^M?(x)dx 

'^     ijtij     Z—y, 
h 
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Ciascuno  dei  coefficienti  C  può  esprimersi  isolatamente  per 
mezzo  di  un'integrale.  Basta   introdurre   nella  eguaglianza  qui 

ottenuta  il  precedente  sviluppo  invece  dì  sotto  il  segno  in- 

y. — z 

tegrale,  per  dedurne  subito 

(2)  C<*-"^=^.y..W(x-/3)-i(i.      (•). 

6 

$.  SS.  Ritornando  alla 

e  considerando  ì  punti  attorno  a  jS,  è  chiaro  che.  in  essi  i  va- 
lori di  w  saranno  tanto  più  grandi  quanto  più  grande  sarà  v. 
Come  gli  zeri^  cosi  anche  gli  infiniti  delle  funzioni  si  sono  di- 
stinti in  ordini,  dicendosi  deW ordine  vesimo  l'infinito  di  una 
funzione  monodroma  e  continua  nel  punto  jS  allorché  il  prodotto 
di  essa  per  (z — (Sy  riesca  in  (3  né  infinito ,  né  nullo.  Un  in- 
finito vuplo  (cioè  dell'ordine  vesimo)  può  riguardarsi  come  od 
sistema  di  v  infiniti  semplici  venuti  a  coincidere  in  uno  stesso 
punto  (**). 


(*)  É  chiaro  che  per  tutti  i  valori  (interi)  di  n  maggiori  di  v — i  questMntegrale  è  nullo; 
poiché  la  funzione  w{z)(z^^)         riesce  fluita,  oltreché  monodroma  e  continua  ,  entro  6. 


(**)  Analogamente  al  già  osservato  per  gli  zeri ,  la  formola 

I 

w= W   , 

(^-Pi)  (^-Pi) .  .  .  (^-P J 


V 

per  P|=p9=  •  •  =P  "=P  >  traduccsi  nella 

I 


Anche  la  espressione 


10=  W 


V+A-+...+  '' 


2 — Pi       z —  pg  z — p^ 


opportunamente  preparata  ,  si  tradurrà  nella 

7+ 7  +  ---+ • 

(2:-P)^         (^-P)^"*  ^-P 

Tuttavia    non   sembrerà    né    anche    qui  fuor  di  luogo  la  seguente  riflessione  generale. 
Essere  uno  dei  pregi  ragguardevoli  della  integrazione  curvilinea  di  somministrare  spesso  for- 
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Do?6  la  tv  ha  un'infinito  dell'ordine  v esimo  la-  ha  uno 

w 

zero  dell'ordine  v esimo.  Avendo  notato  nel  §.  80  che  l'ordine 
dello  zero  di  una  funzione  in  un  punto  non  potrebb'essere  in- 
finitamente grande  a  meno  che  la  funzione  avesse  il  valor  zero 
per  tutto  r  intorno  di  esso  punto;  se  si  applica  questa  verità  alla 

funzione  -,  si  fa  manifesto  che  l'ordine  dell'infinito  di  w  in  un 
w 

puDlo  non  potrebb'essere  infinitamente  grande  a  meno  che  w 

avesse  valor  infinito  per  tutto  l' intorno  di  esso  punto. 

Per  significare  abbreviatamente  infinito  deW  ordine  v esimo 
useremo  del  segno  oo^ . 

$•  ft4.  Qualunque  sìa  il  valore  che  tv  possa  avere  in  un 
punto  y ,  se  quivi  sia  monodroma  e  continua,  si  può  sempre 
porre 
(4)  w  =  {z-yyW  , 

essendo  q  un  numero  intero,  e  W  una  funzione  monodroma  e 
continua  insieme  con  w  e  nulla  ed  infinita  negli  slessi  punti 
tranne  in  /.  L' esponente  q  sarà  positivo ,  nullo ,  o  negativo , 
secondochò  il  valore  di  u?  in  7  sarà  zero,  diverso  da  zero  ma 
finito,  0  infinito. 

Per  quest'  esponente  daremo  ora  una  formola  assai  impor- 
tante che  ne  determina  il  valore  mediante  i  valori  di  w  lungo 
una  linea  racchiudente  7  ma  nessun  altro  punto  dove  w  possa 
essere  nulla  0  infinita  (0  discontinua). 

mole  valevoli  senza  motamento  per  totU  i  casi  possibili  ;  mentre  dovrebbero  mutarsi  più  o 
meno  le  formoie  d'  altra  sorla  che  allo  slesso  scopo  si  potrebbero  comporre.  Nello  scopo 
presente  ,  di  esprimere  cioè  la  parte  di  io  che  diviene  infinita ,  se  la  espressione  si  cerchi 
in  forma  di  frazione  razionale  compare  o  la  prima ,  o  la  seconda  delle  due  precedenti ,  od 
altre  ancora  ,  secondochè  le  quantità  Pi  »  Pf  «  •  •  •  ^  P^  siano  o  tutte  diverse ,  o  tutte  eguali 

tra  loro,  od  alcune  diverse  ed  altre  eguali.  La  integrazione  curvilinea  dà  invece  senz'arti- 
fizio la  stessa  forma  in  ogni  caso ,  cioè  V  integrale 

I    nw{*)d* 

preso  lungo  linea  che  abbracci  tutti  i  punti  P|  >  Pt  >  *  *  *  '  ^v  * 
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Sia  g  una  linea  si  fatta,  che  sarà  o  potrà  supporsi  ridotta 
ad  una  circonferenza.  Facciamola  percorrere  dalla  z ,  cioè  faccia- 
mo fare  alla  z  un  giro  positivo  attorno  a  y,  ed  osserviamo  come 
si  roodiflcbino  per  effetto  di  questo  movimento  gli  argomenti 
di  z — y  ,  W  e  to.  Scegliendo  inizialmente  ad  arbitrio  uno  fra 
tutti  i  possibili  argomenti  tanto  per  z — y  che  per  W,  e  deter- 
minando quello  di  w  mediante  la  relazione 

argu?  =  q  arg  (2— y)  4-  arg  TF  , 

discendente  dalla  (1),  i  valori  che  in  ogni  successivo  istante 
questi  tre  argomenti  prenderanno  per  effetto  di  loro  variazione 
simultanea  e  continua  soddisferanno  pur  sempre  a  questa  re- 
lazione. Ora,  allorché  infine  z  giungerà  al  termine  del  giro  at- 
torno a  y  ,  i' argomento  di  z^-y,  (poiché  z — y  è  rappresentala 
dai  raggio  mobile  della  circonferenza  g)  si  troverà  cresciuto  di  ìj:\ 
mentre  Targomento  di  W  (non  avendo  W  né  zeri,  né  infiniti  en- 
tro g)  potrà  aver  ottenuto  valori  ora  più  grandi  ed  ora  più  piccoli, 
ma  si  troverà  infine  ridotto  allo  stesso  valore  iniziale.  Dunque  l'ar- 
gomento di  w  si  troverà,  giusta  la  precedente  relazione,  cresciuto 
di  27rf.  Se  adesso  riflettiamo  che  T  argomento  di  te^  è  il  coef- 
ficiente di  t  in  /tr,  e  che  la  parte  reale  di  /tir  potrà  variare 
durante  il  giro  di  e,  ma  riprenderà  infine  il  valore  avuto  ini- 
zialmente, poiché  w,  e  quindi  anche  il  suo  modulo,  ha  un  solo 
valore  per  ciascun  punto;  riconosceremo  che  la  somma  delle 
variazioni  di  argto  moltiplicata  per  ì,  cioè  la  quantità  Sirgi ,  non 
è  altro  che  la  somma  delle  variazioni  di  Iw  ossia  V  integrale 


/ 


dlw 


preso  luDgo  la  linea  g.  Avremo  pertanto 

2roi=  fdìw 


.gi=f 


d' onde 
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$.  Sft.  Consideriamo  adesso  una  porzione  S  di  piano  con- 
tenente, non  un  solo,  ma  un  numero  qualunque  k  di  infiniti 
della  funzione  w.  Sieno  i3^ ,  •  • ,  jS^  i  posti  di  questi  infiniti 
(cioè  dire  i  punti  del  piano  sui  quali  s'imaginano  giacere),  e 
^4  f  •  •  >  ^fc  S'i  ordini  rispettivi.  Circondando  questi  posti  sepa- 
ratamente con  altrettante  linee  &|,..,&a  e  considerando  le  li- 
nee come  tagli  operati  in  S,  pei  quali  ne  risultino  staccati  i 
pezzi  5|,..,Bjk,  si  avrà  la  porzione  S — B^ — .•— B*  di  piano 
entro  cui  w  sarà  dappertutto  monodroma,  continua  e  finita;  e 
però ,  giusta  il  ni)to  teorema  fondamentale,  si  potrà  porre 

t«;(x)dx 


tv 


=-f 


X- 

f — 6i— •  •  •  —— o. 


ossia 


1    Peo(x)d>c       {    pw(ì()dìi  i    Ptt;(x)(/x 

imf)    X — z      27rit/    X — z       *  '      2mV     X — z 

Il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  può  considerarsi  come 
una  prima  espressione  analitica  dì  w  valevole  per  tutta  S. 
LMntegrale  preso  lungo  s  esprime  una  parte  di  w  che  rimane 
finita  dappertutto  entro  S;  l'integrale  lungo  6  (intendendo  con 
6  una  qualunque  delle  &| ,  •  •  #  &*)  esprime,  come  s'è  visto  nel 
§.  82  ,  una  parte  che  diviene  infinita  in  jS. 

Supposto  che  S  sia  un  cerchio,  questa  prima  espressione 
può  subito  tradursi  in  una  seconda,  pure  valevole  per  tutta  S, 
composta  di  una  serie  e  dì  k  frazioni  razionali.  Infatti  V  inte- 
grale lungo  b  (e  questo  qualunque  sia  S)  traducesi  ,  giusta  la 
(1)  del  §.  82,  in  una  frazione  della  forma 

(2_j3)v  +  (2— /3)v-^  +  •  •  +  ^_^  ; 

e  r  integrale  lungo  s ,  se  sia  y  il  centro  del  cerchio  S ,  potrà 
svolgersi  in  una  serie  della  forma 
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introducendo ,  come  nei  |.  78 ,  la  serie 

X —  y       (k  — y)*       (x  — y)* 

in  luogo  di neir  integrale  stesso.  Cotesla  seconda   espres- 

X — z 

sìone  di  w  può  qualificarsi  come  l'analoga  di  quella  colla  quale 
una  funzione  algebrica  razionale  presentasi  decomposta  nella 
propria  parte  intera  e  nelle  più  semplici  parti  frazionarie. 

Si  può  subito  ottenere  anche  l' espressione  analoga  di  quella 
colla  quale  una  funzione  razionale  presentasi  come  quoziente  di 
due  prodotti  di  fattori  lineari.  Basta  applicare  la  decomposizione 
t«;=(2— a)»* Tf"  per  ciascun  zero  e  IaM^=(z — jS)— »  IF  per  ciascuo 
infinito  di  w  in  S.  Per  Y  infinito  che  è  in  /3^  potremo  porre 

(z-/3,)vi 

essendo  W^  né  infinita,  nò  nulla  in  /3^,  ma  altrove  infinita  o 
nulla  dello  stesso  ordine  che  te;.  Per  l'infinito  che  è  in  iS,, 
porremo 

W  —      ^^ 


e 9  così  via. 


essendo  Wi,  priva  afTatto  di  infiniti  entro  S.  Quindi 

. Wu 

w= . 

(2-/3,)"' (2- /3,f...  (2-/3»)"» 

Siano  ora  »i, . . ,»/,  i  posti  degli  zeri  di  to ,  e  però  anche  di 
Wk,  in  S,  e  (>-i, .  .,ftk  gli  ordini  rispettivi.  Avuto  riguardo  ad 
«1 ,  potremo  porre 

avuto  riguardo  ad  «, 
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ecc.  ;  laonde 


e 


(g-«/'(z-«,)^..(z-«,r*„^ 

^kfk  esprimendo  una  funzione  priva  di  zeri  e  di  infiniti  in  S. 

Da  tutto  l'esposto  emerge  che,  in  una  porzione  di  piano 
dove  sia  monodroma  e  continua,  qualunque  funzione  si  comporta 
analogamente  ad  una  funzione  razionale. 

4*  SO.  La  somma  dei  numeri  q  (§.  84)  relativi  a  tutti  t 
ponti  di  S  può  esprimersi ,  come  nel  |.  84,  mediante  Tinte- 
graie  di  dlw  preso  lungo  il  contorno  di  S.  Ed  invero,  il  diffe- 
renziale 

dw      i  dw  , 
dlw=  —  =  — T-dz 
tv       wdz 

può  dichiararsi  finito  dappertutto  in  S  tranne  nei  posti  degli  0 
0  degli  00  di  w.  Indicando  tuttora  con 

*i  >  •  •  >  ^A  ;  ^i  >  •  •  >  /3* 

Questi  posti,  e  circondandoli  separatamente  con  altrettante  linee 

^i  »  •  •  >  C^A  >  fri  j  •  •  1  '^k    ì 

^>  ricordando  dal  |.  72  che  l'integrale  preso  lungo  il  contorno 
^&  S  equivale  alla  somma  degli  integrali  presi  lungo  le  linee 
'^Vie  circondano  le  singularità  del  differenziale  (che  adesso  è 
•^^w),  avremo 

C (aw=   r dlw^..+    rdìw+    f  dliv-^-..^    e  dlw, 
^a  cui ,  per  la  (2)  del  §.  84 ,  la  formola  annunziata 


i 


Ricordando   che  uno   zero  od   un   infinito  fxuplo  può   riguar- 
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darsi  come  un  sistema  di  fi  zeri  od  infiniti  semplici»  la  somma 
2fA  può  dirsi  il  numero  degli  zeri  (semplici)  e  la  2v  il  numero 
degli  infiniti  di  ti;  in  S  ;  perciò  il  teorema  contenuto  nella 
eguaglianza  precedente  può  enunciarsi  come  segue  : 

il  numero  degli  zeri  diminuito  del  numero  degli  infiniti  di  una 
funzione  tv ,  in  una  porzione  S  di  piano  dove  sia  monodroma  e 
continua ,  eguaglia  la  quantità  di  cui  varia  Itv ,  divisa  per  %m , 
nel  mentre  z  percorre  positivamente  il  contomo  di  S. 

La  quantità  di  cui  varia  Iw  lungo  s  equivale,  come  abbia- 
mo già  detto,  al  prodotto  di  t  per  quella  di  cui  varia  l'ai^o- 
mento  di  tv.  Dunque,  indicando  rispettivamente  con  (argu;)o 
e  (argt(;)«  il  valore  scelto  per  argtc;  al  principio  del  cammiDO 
dì  2  e  il  valore  che  per  variazione  continua  ne  risulta  alia  fine, 
potremo  anche  scrivere 

(ly  gT I  (argM?).— (arg«?)o  1  =  2a— 2v 

ed  enunciare  il  teorema  come  segue  : 

//  numero  degli  0*  diminuito  del  numero  degli  oo^  di  tv  in 
S  eguaglia  la  qtiandtà  di  cui  varia  l'argomento  di  tv,  divisa  per 
2r,  facendo  percorrere  a  z  positivamente  il  contomo  di  S  (*). 


CAPITOLO  TERZO 


m  n  val^r  éMm  varlaMle  pel  ^|«Al«y 


^  SV.  Per  e^mìnare  il  caso  di   una  funzione  che   soffra 
ilisoonlinuìtà  in  un  punto  i  „  mentre   allorno  al  medesimo  sia 


(*'  \>«rU«>  ìttxip»^  t<N>rfiftji  «k^rciji  i  Ca»{>by  prv$u  p-A»J^  «er«ipo  arila  srparauoae 
«W<lli^  r*.ji«ri  U<ril^  r^«MÀ.*«ì.  C^mmk'  m  t  «>Mlrjii««  w£r  .Vi4fes»r  jMp]E-  I07>lll)  specialoiCBte 
«^  ir«iit<k<  4«  c^MisfCiMM*    %-     \-*-<i^-^    Alprl«:if«,  2  i<vrf>  e  ^mtì»c  mcmo  sotto    forma  aa 

r 
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moDodroma  e  coDlìDua,  imagineremo  una  corona  circolare,  come 
già  nel  §.  82,  col  centro  in  d,  entro  cui  la  funzione  sia  dap- 
pertutto monodroma,  continua  e  finita,  e  quindi  esprimibile  me- 
diante il  solito  integrale 


w 


preso  lungo  V  intero  contorno  della  corona ,  ossia  esprimibile 
mediante  la  differenza 

é  d 

dove  d  e  d  significano  le  circonferenze  maggiore  e  minore  co- 
stituenti il  contorno  della  corona ,  e  da  percorrersi  entrambe 
nel  senso  positivo  degli  angoli. 

Ma  adesso  sì  presenta  una  distinzione  importante  fra  due 
modi  entrambi  possibili  di  essere  della  discontinuità.  Affinchè  la 
espressione  trovata  per  w  nella  corona  possa  servire  a  riconoscere 
come  tv  si  comporti  quando  z  s'approssimi  al  centro  della  co- 
rona, bisogna,  come  nel  già  citato  §.  82  ne  avemmo  esempio, 
che  la  espressione  continui  senza  mutamento  a  valere  anche  se, 
restando  fissa  la  maggiore  delle  due  circonferenze ,  la  minore 
si  vada  stringendo  sempre  più,  affinchè  z  possa  sempre  più  ac- 
costarsi al  centro  senza  dover  uscire  dalla  corona.  Or  bene , 
non  possiamo  ammettere  questa  immutabile  validità  se  non 
quando  la  circonferenza  d  nello  stringersi  non  debba  mai  sor- 
passare infiniti  0  discontinuità  di  tv-  In  quanto  alle  discontinuità, 
avendo  supposto  quella  in  i  separata  (cioè  a  distanza  finita) 
dalle  altre ,  potremo  sempre  imaginare  la  corona  già  bastante- 
mente piccola  perchè  non  solo  in  essa,  ma  né  anche  nel  cer- 
chio D  (di  circonferenza  d),  non  sianvi  altre  discontinuità,  ed 
allora  la  d  potrà  restringersi  indefinitamente  senza  mai  sorpas- 
sarne. Ma,  quanto  agli  infiniti,  non  volendo  escludere  a  loro 
riguardo  verun  caso,  dobbiamo  contemplare  e  il  caso  in  cui  la 
discontinuità  ne  sia  separata  e  il   caso  contrario.   Nel  primo , 
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prendendo  la  corona  bastantemente  piccola,  sì  che  né  anche  il 
cerchio  D  contenga  infiniti  di  w,  la  espressione  trovata  per  tv 
nella  corona  si  manterrà  valida  comunque  restringasi  la  d.  Ma 
altrettanto  non  si  può  fare  nell'  altro  caso ,  che  perciò  vuoisi 
distinguere  dal  primo  ,  ed  esige  speciale  considerazione. 

Per  intanto  cominciamo  a  riflettere  come  possano  trovarsi 
distribuiti  in  questo  secondo  caso  gii  infiniti,  [^asciamo  in  dis- 
parte, come  superflua  per  questo  scopo,  una  delle  due  circon- 
ferenze ,  considerando  semplicemente  un  cerchio  D.  È  chiaro 
che ,  comunque  pìccolo  si  voglia  supporre  questo  cerchio  pur- 
ché finito,  gli  00  di  ti;  fuori  di  D  si  troveranno  a  distanze  fini- 
te tra  loro  ;  altrimenti  w  avrebbe  valore  oo  in  qualche  esten- 
sione lineare  o  superficiale  dove  è  continua,  e  però  avrebbe  va- 
lor 00  dovunque,  partendo  da  quivi,  si  potesse  andare  per  liste 
di  larghezza  finita  esenti  da  discontinuità.  Per  lo  contrario,  entro 
D  le  distanze  tra  gli  oonon  dovranno  essere  sempre  finite;  al- 
trimenti si  potrebbe  far  impiccolire  D  di  tanto  che,  pure  essendo 
ancora  finito  ,  lasciasse  fuori  di  sé  tutti  gli  oc ,  eccetto  quello 
che  fosse  per  trovarsi  nel  centro  à;  ed  allora  la  singularità  in 
e?  si  troverebbe,  contro  il  supposto,  separata  da  ogni  altra.  Si 
fa  quindi  manifesto  che,  se  non  siano  separabili  dalla  disconti- 
nuità ,  gli  infiniti  si  succederanno  a  intervalli  che  diverranno 
infinitamente  piccoli  col  diventare  infinitamente  pìccola  la  loro 
distanza  dalla  discontinuità. 

Entro  /)  0  ,  più  in  generale ,  entro  una  porzione  S  del 
piano  ,  la  quale  comprenda  uno  o  più  punti  di  discontinuità  , 
esisterà  un  numero  finito  o  no  di  oo,  secondo  che  questi  sa- 
ranno 0  no  separati  dalle  discontinuità. 

Concependo  intorno  ad  una  discontinuità  non  separata  da- 
gli 00  una  corona  circolare  finita  D — D  non  contenente  verun 
00 ,  allorché  si  vorrà  imagi nare  che  la  circonferenza  d  si  ri- 
stringa, siccome  di  quando  in  quando  dovrà  sorpassare  degli 
00 ,  se  questi  si  vorranno  escludere  dalla  corona ,  bisognerà 
imagìnare  che  allora  si  ristringa  anche  la  circonferenza  d,  e  si 
dovranno  quindi  mutare  ad  un  tempo  e  T  integrale   lungo  d  e 
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quello  lungo  d  nella  espressione  (1)  della  funzione.  La  corona 
non  potrebbe  più  avere  che  una  larghezza  inflnitesima ,  se  si 
volesse  con  essa  stringere  infinitamente  da  vicino  il  punto  i. 

Esempi.  Presentano  in  i   una  discontinuità   separata   dagli 
infiniti  le  funzioni 


I 

e      ,   sen  — r   ,    cos- 
z — a  z 


—i  '  ~(^  ' 


le  quali,  di  infiniti,  non  ne  hanno  nemmeno  uno,  essendo  conti- 
nue e  finite  per  ogni  valor  di  z  diverso  da  i.  Esse  però,  eccettua- 
tane la  prima,  posseggono  una  infinità  di  zeri  succedentisi  ad 
intervalli  che  divengono  infinitesimi  insieme  colla  distanza  loro 

da  i.  Cosi,  per  esempio,  la  funzione  cos — ^è  nulla  (del  primo 

ordine)  per  tutti  i  valori  di — rche  sono  multipli  dispari  di-; 
cioè  dire  è  nulla  in  tutti  i  punti  del  piano  z  dati  dalla  formota 

(2m+i)-    ,    ossia    2=<J+ 


z—i      ^       '     ^2    '  '   (2m+l)7r  ' 

la  qual  formola  somministra  evidentemente  punti  tanto  più  pros- 
simi r  uno  air  altro  e  a  (^  quanto  più  grandi  sono  i  valori  che 
vi  si  pongono  per  m.  Prendendo  una  di  siffatte  funzioni  come 
denominatore  (si  che  i  suoi  zeri  diano  luogo  ad  altrettanti  in- 
finiti), si  formeranno  quozienti  che  offriranno  in  d  una  disconti* 

nuità  non  separata  dagli  infiniti.  Tale  è  il  quoziente  tang  — r  (*). 

z — o 


{*)  Le  addolle  trascendenli  porgono  gli  etfmpi  i  più  ovvi  poitibili  di  difcoationità.  Le 
fassiooi  algebriche,  sia  irraiionali  che  raiiooali,  oon   possono  offirire,  come  oolaoiBio  nel 

I 

S*  i3,  e^mpi  di  disconliouiia.  Se  considerassimo ,  non  le  e'       ,  sen -,  ecc.  ,  ma  le  t' , 

X'—Q 

seo  z,  ecc. ,  queste  presenterebbero  la  disconlinuilà,  non  nel  ponto  ^,  ma  nel  punto  «  (Gs- 
jNÌto<o  quarto).  Una  dneontiouitii,  come  un*  infinito,  di  u*im  funiione  può  sempre  trasportarsi 

nel  ponto  x ,  con  soslilutione  z —  ^  «s  .--  di  nuova  variabile  indipendente. 

28 
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(.  SS.  Teorema.  In  un  punto  di  discontinuilà,  una  funzione 
ammette  come  valori  tutti  quanti  i  numeri  ;  ove  però  la  discontinuità 
non  sia  di  quelle  che  si  possono  togliere  mutando  il  valor  della 
funzione  puramente  in  esso  punto. 

Cominciamo  a  dimostrare  che  nel  detto  punto  (sia  sempre 
$)  la  funzione  ammette  il  valore  oo .  Ciò  è  di  per  sé  evidente 
se  la  discontinuità  non  sia  separata  dagli  oo .  Quando,  pel  con- 
trario,  ne  sia  separala,  si  consideri  la  espressione 

1      /*«(?(K)dx       i      Pw{x,)dx. 

é  d 

della  quale  si  supponga  che  D  non  ecceda  l'intorno  di  d^  cioè 
non  contenga  altra  singularità  di  %o  fuorché  quella  che  esiste 
in  i.  Ponendo,  nell'integrale  preso  lungo  rf, 

7i—i=Re       ,    d)c=(x— (J)tdiì  , 
esso  può  scriversi  come  segue  : 

\      Pw(y)dy(._  i      P     u?(x) 
ìnij     Tt—z        "ÌT^J    .       z-^i 


"ini,.      ..     .         ...,     . 

1  — 


~d 


Il  valore  di  questo  integrale  non  cambia  allo  stringersi  della 
circonferenza  d;  ma,  stringendosi  d  e  perciò  avvicinandosi  x  a  à, 
il  denominatore 

z—$ 


\~ 


X— J 

cresce  all'  infinito.  E  pertanto,  se  w{y.)  mai  non  cessasse  di  es- 
sere finita  in  ogni  punto  di  d  comunque  questa  circonferenza 
impiccolisse  ,  la  frazione 


X— (? 

e  quindi  T  integrale ,  dovrebbe  essere  minore  di  qualsia   gran- 
dezza assegnata,  cioè   dire   zero.  Ma  in    tal  caso   resterebbe, 
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come  espressione  dì  w , 


i     Aic(x)dx 

\tif)        Z  —  Z 


2 

é 

cioè  il  solo  integrale  tango  d«  il  quale  rimane  continuo  e  finito 
anche  giungendo  z  nel  punto  i.  Quindi  w  dovrebbe  rimanere 
pur  essa  continua  e  finita  per  z=i ,  a  meno  che,  al  giungere 
di  z  in  i,  to  cessasse  di  coincidere  in  valore  coir  integrale;  il 
che  avvenendo ,  w  avrebbe  in  d  una  discontinuità  che  si  po- 
trebbe togliere  mutandone  il  valore  in  questo  solo  punto,  cioè 
dandole  come  valore  quello  somministrato  dall'  integrale.  Esclu- 
dendo le  discontinuità  di  questa  sorta,  resta  dunque  dimostrato 
che  w  deve  ammettere  in  ù  come  valore  Too . 

Per  riconoscere,  infine,  che  w  deve  ammettere  in  9  anche 
qualsiasi  altro  numero  A  come  valore,  si  consideri  la  funzione 

tv — A 

Questa  è  pure  necessariamente  discontinua  in  i,  e  però  vi  am- 
mette come  valore  Tx;  ma   ciò  non    può  darsi   senza  che  ivi 
possa  riuscire  w — A=0,  cioè  w='A  ('). 
4.  S9.  Pigliamo  ancora  la  Tormola 

ì      PwMdy.        \      PwU)dy. 

é  d 

Come  la  (1)  del  §.  78  per  la  estensione  S,  cosi  questa  per  la 
estensione  D— /)  può  riguardarsi  come  una  prima  espressione 
analitica  della  funzione  ti; ,  e ,  svolgendo  in  serie  gli  integrali, 
si  otterranno  altre  espressioni  analitiche  di  essa  funzione. 

Consideriamo  lo  sviluppo  in  serie  progrediente  secondo  le 
potenze  intere  di  z—i.  Nel  primo  integrale,  essendo  mod(x— d) 


(*)  Nel  $.  15  si  è  già  riscontrala  la  verità  «li  questo  teorema  a  riguardo  della  funzione 
e  nel  punlo  2*=:0. 
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>mo(l(2— o) ,  possiamo  porre 

1  \  2^i     ,  (z-i) 


=  — >  + 


-^"'"(x  — *)«"'" (x—*)»"^  •  •  • 


X  —  Z       X 

e  nel  secondo,  essendo  inod(x--^)<mod(2 — i),  possiamo  porre 

x_2       2- <J "'"(«-*)« "^ (2— *)»'^*"    • 

Ritenato  ,  per  brevità  , 
avremo 

é 
d 

e  quindi 

16'  — Ho+Hi(2-*)+"j(^-*)*+  •  •  • 

La  espressione  (i)  e  quindi  questo  sviluppo  io  serie  non 
presuppongono  altro  se  non  che  w  sia  monodroma,  continua  e 
finita  entro  la  corona.  In  i  ed  in  ogni  altro  punto  entro  D  o 
fuori  di  D  la  w  potrebbe  comportarsi  comunque  ;  e  non  ò 
né  anche  necessario  di  supporre  che  essa  esista  o  sia  data  fuori 
della  corona.  Enuncieremo  l'ottenuto  risultato  nel  seguente 

Teorema.  Una  funzione  monodroma,  continua  e  finita  entro 
una  corona  circolare,  di  cui  sia  d  il  centro,  può  quivi  rappresene 
tarsi  mediante  una  serie  che  procede  secondo  le  potenze  intere,  pò» 
sitive  e  negative  di  z — i. 

Questo  teorema  è  dovuto  a   P.  A.  Laurent,  che  lo  pre- 
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seDlava  nel  1843  (*)  air  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  come 
esleosione  di  quello  di  Cauchy  (|.  78). 

Riflettendo  che  tanto  V  uno  come  T  altro  integrale  nelle 
formolo  (i)  può  prendersi  indifferentemente  lungo  d  o  lungo 
d,  'poiché  fra  d  e  d  non  cade  alcuna  singularità  dei  loro  dif- 
ferenziali ,  si  scorge  che  le  due  formolo  si  possono  compendiare 
io  ana  sola,  bastando  di  ritenere  Tuna  o  l'altra  come  adope- 
rabile anche  per  n  negativo,  e  di  porre  nella  (5)  H-.»  in  luogo 
di  Ht^,  ovvero  H~^  in  luogo  di  H».  Si  avrà  dunque 

ll«»-|-Oi 

doTe  i  coefficienti  sono  dati  dair  unica  formola 

w(x)(ix 


^*>'  ■■-Si/ 


nella  quale  V  integrale  può  prendersi  lungo  d,  o  lungo  d,  o  lungo 

qualsiasi  altra  linea  chiusa   entro  la  corona  che  formi  un  giro 

positivo  intorno  a  i. 

Volendo  mettere  io  evidenza  una  variabile  d'integrazione 

reale  «  sì  potrebbe  porre 

12.' 

^^endo  A  il  raggio  della  d,  o  della  d,  od  altro  intermedio.  Si 
«crebbe 

0  g  0 

^  anche 

(5>  «.=-2   k__LJ^(^+fl,  ),     du. 


^    Velli  il  lomo  17  àv\  Otmplet   BenHuM,  jiiigg.  S48  e  958, 
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Come  Del  caso  del  cerchio  (ossia  del  teorema  di  Cauchy), 
faremo  qui  osservare  che 

La  w  ammette  un  solo  sviluppo  secondo  le  potenze  intere  di 
z—$  entro  la  corona. 

Infalli  y  supponiamo  che  per  tutta  o  per  Qoa  parte  della 
corona  possa  sussistere  T  eguaglianza 


>oe 


Questa  parie  di  corona  non  potrebb' essere  che  essa  pure  una 
corona  di  centro  à\  poiché  ima  serie  della  forma  qui  supposta 
converge  di  necessità  entro  tutta  una  corona  di  centro  i  e  quifi 
soltanto  (|.  53),  e,  se  w  entro  la  corona  D — D  coincide  colla 
serie  per  qualche  estensione  lineare  o  superficiale,  deve  coio- 
cidere  per  tutto  in  D— D  dove  la  serie   rimanga  convergente 

dz 

(|.  79).  Moltiplicando  la  supposta  eguaglianza  per ,  e 

integrando  lungo  una  circonferenza  di  centro  i  e  compresa 
nella  corona  in  cui  T  eguaglianza  deve  sussistere ,  si  avrà 

ma  ,  giusta  il  §.  75 ,  l' integrale 

è  nullo  per  tutti  i  valori  delP  intero  v  diver3i  da  n,  ed  eguale 
a  2;rt  per  v=n  \  dunque  resterà 

wdz 


s 


(.-.r+' 


la  qual  formola,  sostituendo  la  lettera  x  alla  z,  non  diversifica 
dalla  (sy,  cioè  dice  che  A'„=II». 

(.  90.  Se  si  tratta  di  una  discontinuità  separata  dagli  in- 
finiti ,  mercè  le  formole  trovate  possiamo  considerare  come 
risoluta  (per  quanto  può    richiedersi  in    generale  ,  cioè  senza 
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scendere  a  fanzioni  particolari)  la  questione  di  ricoDoscere  come 
la  funzione  si  comporti  intorno  a  essa  discontinuità.  Questo  modo 
ili  comportarsi  viene  espresso  dal  secondo  dei  due  integrali 
componenti  il  secondo  membro  della 

■2 


^*)  ^"^^ij         7C—Z      ~2^iJ     TU" 

é  d 


in  cui,  mentre  rimane  Gssa  la  circonferenza  d,  la  d  può  restrin- 
gersi quanto  si  vuole;  laonde  si  può  imaginare  che  il  punto  z 
si  avvicini  quanto  si  vuole  al  punto  $.  Ovvero  viene  espresso 
dalla  serie 

a 

nella  quale  l'integrale  suddetto  può  svolgersi,  e  della  quale  i  coef- 
ficienti rimangono  invariati  avvicinandosi  comunque  z  a  ^. 

Di  questa  serie  o  funzione  si  potrà  dire  che  in  i  dimene 
discontinua  come  la  tv.  E  della  espressione  (1)  si  può  dire 
che  offre  la  xo  decomposta  in  quella  sua  parte  (l'integrale  lungo 
(f)  a  cui  è  dovuta  la  singularìtà  in  ^  ,  ed  in  queir  altra  (l' in- 
tegrale lungo  d)  che  rimane  continua  e  finita  in  9  come  in 
Ogni  altro  punto  di  D^  e  che  ammette  quindi  in  D  uno  sviluppo 
secondo  le  potenze  intere  e  positive  di  z^-à.  Le  singularità  di 
cui  w  potesse  essere  affetta  nelle  altre  regioni  del  piano,  cioè 
fuori  del  cerchio  D,  trovansi  tutte  necessariamente  compendiate 
in  questa  parte  (l'integrale  lungo  d),  la  quale  sarebbe  continua 
e  finita  per  tutto  il  piano,  so  tv  non  avesse  altra  singularità 
che  quella  in  i;  giacché  la  parte  (2)  è  funzione  monodroma, 
continua  e  finita  in  qualunque  punto  del  piano  diverso  da  i. 
Ciò  è  manifesto,  tanto,  considerando  la  espressione  di  questa 
parte  sotto  forma  di  integrale,  quanto  la  serie,  la  quale,  con- 
vergendo nella  corona  D— Z)  esteriore  al  cerchio  D,  a  maggior 
ragione  converge  per  moduli  di  z-^à  ancora  più  grandi  (§.51). 

Se  nel  punto  à  la  funzione  sarà  veramente  discontinua,  la  (2) 
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sarà  veramente  una  serie,  cioè  consterà  di  ud  numero  infinito  di  termi- 

ni;  imperocché, se  si  chiudesse  col  termine^ — -rr^,  la  funzione,  in 

forza  della  stessa  (i),  non  sarebbe  discontinua  in  i,  ma  infinita 
dell'  ordine  v  esimo. 

E,  reciprocamente,  possiamo  asserire  che  qualunque  serie,  or* 
dinata  secondo  le  potenze  intere  e  negative  di  z—i,  e  convergente 
per  qualsia  valor  di  z  diverso  da  i,  esprime  una  funzione  discon- 
tinua in  $.  e  quindi  ammette  in  i  come  valore  qualunque  numero. 

Per  una  discontinuità  non  separata  dagli  infiniti  la  espres- 
sione (4) ,  come  avvertimmo  nel  §.  87  ,  non  soddisfa  alla  ri- 
chiesta di  individuare  il  modo  secondo  cui  la  funzione  si  com- 
porti ,  avvicinandosi  z  sl  i.  Essa  ,  ovvero  lo  sviluppo 


2     H,(z-<?)' 


«SET « 


non  è  una  permanente  espressione  della  funzione;  per  l'oppo- 
sto, i  coefficienti  H  dovrebbero  mutare  e  tanto  più  spesso 
quanto  più  z  si  andasse  accostando  a  i,  poiché  lo  sviluppo  non 
riuscirebbe  valido  se  non  che  in  una  corona  viepiù  sottile.  Per 
siffatte  discontinuità  divengono  necessarie  altre  formolo.  Nei  casi, 
che  nella  Sezione  successiva  considereremo,  troveremo  non  già 
una  serie  quale  là  (2),  od  un  prodotto  infinito  di  fattori  interi  e 

lineari  rispetto  a  z'=s — - ,  ma,  come  anche  già  qualche  esem- 

z — o 

pio  n'adducemmo,  quozienti  di  simili  serie  o  di  simili  prodotti. 
(.  91.  Considerando  una  funzione  w  nell'  intorno  di  una 
sua  discontinuità,  abbiamo  poc'  anzi  osservato ,  che  ,  delle  due 
parti  ossia  dei  due  integrali  componenti  la  espressione 

*     P  M;(x)dx        4     p  tt?(K)dx 

ÌTtif)      X — z         inifj      X — z 

é  d 

la  prima  compendia  in  se  tutte  le  singularità  che  w  può  pre- 
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senUre  fuori  del  cerchio  D.  Ora,  questa  parte  potrà  alla  sua 
volta  decomporsi  ;  o ,  in  altri  termini ,  come  si  è  estratta  da 
te;  la  parte  corrispoudeute  alla  singolarità  in  i,  cosi  si  potranno 
estrarre  le  diverse  parti  corrispondenti  a  quante  altre  piacerà 
fra  le  singularilà  della  stessa  funzione. 

Ed  invero ,  consideriamo  una  porzione  qualunque  S  del 
piano  che  contenga  quanti  si  siano  punti  tra  loro  separati  dove 
w  sia  infinita  o  discontinua.  Indicando  con  /3|»..,/3jt  i  punti  dove 
te;  è  infinita ,  con  ^|,  .  .  ,ij  quelli  dov'  è  discontinua ,  e  cir- 
condando tutti  questi  punti  con  altrettante  lìnee  b| ,  • .  »  bj^  > 
d^,.  .fdj,  nella  porzione 

ài  S,  esteriore  a  tutte  le  anzidette  linee,  w  sarà  continua  e 
finita  senza  eccezioni  ;  quindi,  pel  solito  teorema,  potremo  porre 

i     n  wMdìt. 

^==^"-  I  — ^ —  ' 

r  integrale  essendo  da  prendersi  lungo  il  contorno 

8 — fe|  —  • .  —  fejk  —  ^i  —  •  •  —  dj 

della  porzione  medesima.  Indicando  le  integrazioni  lungo  le  sin- 
gole parti  del  contorno  separatamente  ,  avremo 

W{^)dy. 

2 


^  27rt>/      X— 2         ÌTTiJ      K — z         "'      inif)      x— 


6,  6^ 

ì     p«(;(x)dx  2.  pw{yC)dY, 

imo      X— ^        '  '     imo      >'-— 3 

Ed  ecco  che  questa  formola  porge  appunto  w  decomposta  in 
diverse  parti  o  funzioni  corrispondenti  alle  diverse  singolarità  en- 
tro S,  ed  in  un'ultima  parte  o  funzione  la  quale  è  continua  e  finita 
io  ogni  punto  di  S ,  ma  compendia  in  se  tutte  le  singularità 
che  tv  potesse  ancora  presentare  fuori  di  S,  ossia,  fuori  di  S, 
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riesce  dovunque  coDlinua  e  finita  con  te; ,  o  nella  slessa  guisa 
infinita  o  discontinua  (*). 

In  questa  Tormola  di  decomposizione  potremo  sostituire  a 
ciascun  integrale  preso  lungo  una  linea  d  uno  sviluppo  io  serie 
della  forma  (%  89) 

+  /"" — ^:tì  "t  r — i^nj  +  •  •  •  f 


valevole  comunque  z  si  approssimi  a  i,  del  pari  che  a  ciascun 
integrale  preso  lungo  una  linea  b  possiamo  sostituire  una  fra- 
zione razionale  della  forma  (|.  82) 

7   I  iZT   I    •  •  •  •  H  • 

{z-^y       (2-/3)'  .-/3 

Se  per  ciascun  punto  /3  fosse  data  la  rispettiva  frazione  e 
per  ciascun  punto  d  la  rispettiva  sèrie  ,  ovvero ,  se  per  ogni 
punto  della  S ,  dove  tv  dovesse  essere  infinita  o  discontinua , 
fosse  data  una  funzione  che  ivi  dovesse  essere  infinita  o  di- 
scontinua come  w  (**),  e  se  inoltre  fossero  dati  i  valori  <li  w 

(*)  Quesla  decomposizione  può  beii*ancbe  farsi  se  qualcuna  delle  disconlinuilà,  per  eseniNo 
quella  in  $|  ,  non  fosse  separala  dagli  infiniti.  Allora  però  bisognerebbe  rileoere  Dj  di  oaa 
grandezza  delerminala  (od  almeno  compresa  fra  limiti  determinali)»  onde  non  Teuisse  a  Ba- 
iarsi il  numero  degli  infiniti  compresi  nella  superficie 

S——Bé  —  •  •  — Jj,—  Di  ——  •  •  —  U,    f 
*  k         •  j 

e  quindi  il  numero  degli  integrali  da  assumersi  nella  espressione  (1).  Pure  sotto  quesla  eoo- 
dizione ,  è  ben  lecito  di  dire  che  V  integrale  preso  lungo  d|  somministra  quella  parte  di  r 
che  è  afletta  dalla  discontinuità  non  separata  dagli  infiniti  esistente  in  9| .  La  delermioa' 
zione  di  una  diversa  espressione  per  quest'integrale  ne  darebbe  pur  sempre  una  corrispoa- 
denle  per  w. 

Sianvi  0  non  sianvi  discontinuità  non  separate  dagli  infiniti ,  dalla  esposta  decomposi- 
zione s*  incomincia  a  comprendere  che  lo  studio  delle  funzioni  affette  da  qualsiasi  oamcre 
di  discontinuità  in  punti  si  potrà  ridurre  allo  studio  di  funzioni  affette  ciascuna  da  una  sola 
discontinuità  ;  la  quale  d*  altronde  potrà,  come  notammo ,  essere  sempre  supposta  nel  pualo 

(**)  Con  questo  secondo  modo  d*  esprimerci  vogliamo  far  intendere  che  nei  punti  p  e  ^» 

per   esempio  in  pj  ,  potrebbe  anche  essere  data  ,  non  precisamente  la  su  indicata   frazione 

razionale,  ma  una  qualsiasi  altra  funzione  9  che  in  p|  divenisse  infinita  come  la  mede^iiwi; 

t      /*<KK)dx 
imperocché  questa  potrebbe  poi  sempre  ostrarsi  da  9  prendendo  1*  integrale I 


COME   SI  COMPORTILO  LE  FUNZIONI*  OVE  SIANO   MONODROHE  443 

nel  contorno  della  S,  la  formola  precedente  attesta  che  tv  reste- 
rebbe affatto  determinata  per  tutti  i  punti  entro  &  Però,  come 
già  altrove  avvertimmo^  questo  sistema  di  dati  è  soprabbondante, 
cioè,  i  dati  stessi  non  sono  tutti  indipendenti  tra  loro. 

Anche  all'integrale  preso  lungo  s  potrà  sostituirsi  una  serie 
ordinata  secondo  potenze  intere,  ma  positive,  di  una  differenza 
z — '/  ogniqualvolta  la  S  si  ritenga  un  cerchio.  Cosi  ritenendola, 
e  designando  con  y  il  centro  del  cerchio,  se  nella  formola  (1) 
si  sostituisce  a  ciascun  integrale  il  rispettivo  sviluppo,  essa  for- 
mola diviene 

dove  il  2  accenna  ad  una  somma  di  espressioni  della  stessa 
forma  di  quelle  alle  quali  è  preposto  ;  cioè  di  espressioni  dal- 
l' una  air  altra  delle  quali  possono   cambiare  soltanto ,  insieme 

con  /3,  il  numero  intero  v  e  i  coefficienti  à^\  C^*\...,  à^''^\  e , 
insieme  con  9,  i  coefficienti  H-.|,H-^,. ...  Le  formolo  che 
determinano  i  coefficienti  mediante  i  valori  di  w  sono  (§§.  78, 
82 ,  89)  : 


1_  P  w;(x)</x 


(«=«0,  I ,  %,  ecc. 


Y  ('«—'/) 


1    z^»+»)       *     f*    w{*)d* 

fn\    1    C^'  =  --.\   ^ (»=_v,-(.-i),..,_i 


>-k        /     \    j 


(«=  — 1, —  2>  ere. 
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CAPITOLO  aUARTO 


Esaaie  del  mméì  seeesdU  I  ^aall  vaa  fasBl^ae  p«s«a  eaiyrtarBl 

pel  valere  «  della  variabile  9 
■■ppee<e  eÌM  failerae  al  BiedleelaM  deMa  eeeere  omi 


4«  09o  Da  qui  innanzi  giova  avvezzarsi  a  concepire  il  luogo 
dei  punti  rappresentativi  dei  valori  di  z  in  forma  sferica  pintlo- 
stochè  piana,  o  meglio»  giova  tenere  simultaneamente  entrambe 
le  forme  presenti  nel  pensiero  {*). 

Imaginando,  come  fu  detto  nel  §•  14,  al  disotto  del  piano  ora- 
zontale  una  sfera  di  raggio  finito  che  lo  tocchi  nel  punto  0,  riguar- 
deremo come  rappresentativo  del  numero  z  sulla  sfera  il  punto  p 
in  cui  la  medesima  (Pig.  3f)  è  traversata  dalla  retta  che  va  dal 

Fig.  31. 

0 


punto  antipode  di  0  (**)  al  punto  P  rappresentativo  dello  stesso 
numero  z  sul  piano  orizzontale.  Le  effettive  dimensioni ,  tutte 

{*)  II  nostro  modo  d*  esprimerci  deve  ricordure  che  nessuno  degli  enii  geometrici  di 
cui  si  fa  uso  ha  carattere  di  necessità  nell'analisi  delle  funiioni.  É  poi  chiaro,  r  gìA  Fa^-^ 
verlimmo  a  pag.  1 26 ,  che  si  preferisce  la  sfera  ad  altre  superficie  noo  meno  acconcie  allflp 
stesso  ufficio  per  la  sola  ragione  che  è  la  più  famigliare. 

(**)  Per  fissar  meglio  le  idee  e  per  brevità  di  linguaggio  conviene  considerare  la  sfer«* 
come  fosse  il  globo  terrestre.  Riferendoci  al  punto  0 ,  continniamo  a  qualificare  come  oriz"' 
xontale  il  piano  ?,  e  qualifichiamo  come  antipode  il  punto  diametralmente  opposto  a  0. 
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le  proprtelà  della  srera  che  non  hanno  a  fare  colla  sua  connes- 
sione, restano  adatto  indiilerenti  per  quesl'  ufillcìo  di  rappresen- 
laiione;  e,  ogni  qualvolta  sarà  d'uopo  concepire  con  più  di 
precisione  la  elTeltiva  grandezza  delie  parli  reale  e  imaginarìa 
del  Dumero  z  rappresentato  da  un  punto  p,  s'imaginerà  dal- 
l'antìpode di  0  la  retta  che  per  p  va  a  determinarne  nel  piano 
oriizontale  il  corrispondente  P,  e  la  posizione  di  P  rispetto  agli 
isi\  soddisferà ,  come  al  solito ,  alla  richiesta. 

Ogni  qualvolta  i  valori  di  una  funzione  f(x,y)  fossero  presup- 
posti distribuiti  su  una  porzione  S  del  piano  orizzontale,  si  potreb- 
bero anche  ìmaginare  trasportali  ciascuno  nel  punto  corrispon- 
dente della  sfera  (il  valore  esistente  in  P  trasportato  lungo  Pp 
e  deposto  in  p) ,  e  cosi  avere  invece  una  porzione  della  sfera 
coperta  dai  valori  di  7;  il  che  poi  si  potrebbe  esprimere  di- 
cendo che  f  ('  data  in  qui'sta  porzione  dilla  sfera.  Viceversa,  se 
f  fosse  data  da  prima  su  una  porzione  della  sfera  ,  si  potreb- 
be imaginarne  trasportali  sul  piano  i  valori,  e  riguardare  quindi 
la  f  coaie  d^ta  nella  corrispondente  porzione  del  piano. 

Ma  propriamente  giova  avvezzarsi  a  riguardare  il  piano,  con 
sopra  depostivi  ì  valori  della  funzione,  puramente  come  una  delle 
diverse  forme  che  può  prendere  la  superfìcie  sferica  (0,  più  in 
generale,  tanto  il  piano  che  la  sfera  come  due  delle  diverse 
forme  che  può  prendere  la  superficie  :),  considerata  come  una 
rete  o  tessuto  dì  (ìli  flessibili  ed  estendibili,  di  cui  i  nodi  0 
Crocìcchi  esprimano  i  punii ,  coi  quali  punti-valori  di  s  debbonsì 
ìmaginare  congiunti  indissolubilmente  i  valori  della  funzione.  DJ 
Conformità  a  ciò,  ciascuna  lettera,  che  verrà  assunta  per  signi- 
ficare una  porzione  di  superficie  z,  od  una  linea  in  essa,  od 
Un  valore  di  z,  0  di  w,  od  ecc. ,  si  riterrà,  in  generale  ('),  si- 
gnificativa della  stessa  cosa  e  nella  forma  piana  e  nella  forma 
ftferica  della  superficie  :.  Potremo  ìmaginare  che  questa  super* 
ficie  dalla  forma  sferica  si  tramuti  alla  forma  piana,  0  viceversa, 

rr  qujndu  lj  tbiairtix   tiiga  lellcrr  >n  ijUBkhe  moda  dtiliUa  j 
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per  molo  simultaneo  di  tutti  i  suoi  punti  che  percod 
speltive  rette  pP,  o  Pp. 

Sino  dal  g.  8  stabilimmo  che  il  piano  oriizotlld 
desse  sempre  osservato  dalTalto  al  basso, 
che  se  ne  nsservasse  sempre  la /ocno  superiore.  Ora,  1 
si  deformi  )a  siìpi3rlìcie  o  tessuto ,  si  ha   sempre    da  \ 
osservala  la  faccia  che  è  la  deformata  di  cotesta  superici 
forma  sferica  questa  faccia  riesre  la  esterna ,  che  puùl 
con  ogni  convenienza  ,  qualificarsi  come  superiore. 

Imaginando  in  forma  sferica  anziché   piana  la  $apà 
si  ha  ìnconlraslabilmenle  un  solo  punto  come  rappresemi 
z=^as,  e  tutti  ì  valori  di  qualsiasi  funzione  distrìbuUta 
perficie  z  vengono  a  trovarsi  nel  finito,  e,  precisameoU 
quelli  che  sarebbero  stati  all'  infinito  vengono  a  riunirai  i 
punto  antìpode.  Quindi  si  potrà    abbracciare,    come 
afTallo  cbiaramente  con  eguali  considerazioni,  e,  peri 
eguali  formole,  tanto  ciò  che  si  riferisce  ai  valori  6nÌV 
ciò  che  al  valor  oc  della  variabile  ;  la  qual  cosa  si  |ruò  be^ 
sentire  che  permetterà  di  introdurre  viepiù  di  armonia  i 
plicilà  nella  teorica  delle  funzioni. 

$•  OS*  Eccettuati  nel  piano  i  punti  all' inlìn ilo  e  t 
il  punto  antìpode,  ad  ogni  puDto  nell'una  superficie  cnn 
un  esclusivo  punto  nell'  altra,   e,   secondochè  due  paoli  { 
o  non  siano  infinitamente  vicini  ira  loro  nell'una, 
rispondenti  nell'  altra  sono  o  non  sono  ìnfìnitamenle  vidAl 
però,  falla  eccezione  por  2>=ac,  una  funzionu  che   ahhla 
solo  valore  (finito  o  infinito)  in  un  punto  nell' una.  fonhl 
na  0  sferica  )  dì  distrìliUKÌone ,   conserverà    disliiilafflSOll 
solo  valore  nel  corrispondente  punto  dell'  altra.,  e  la.  OHI 
nei  valori  della  funziono  non  potrà  subire  alterazioiift  alc^ 
passaggio  dall'una  all'altra  forma.  Le  sÌDguUrità  (in&v 
scontinuilù)  della  futiiione  compariiTUino   (iutit)ue  4iy 
luoghi  corrispondenti  ma  anche  collo  «tesso  drcost^V 
stribuzione  ifferica  comii  nulla  kliglrtbuiìaae  pìuitt" 
rendocì  anche  di  considenre    U  rlislribiu 


naì^^M' 
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ferimento  alla  piana,  in  quanto  ai  modi  possibili  di  comportarsi 
di  una  funzione  in  un  punto  potremo  ritenere  a  dirittura  sta- 
bilite precisamente  le  stesse  distinzioni  che  si  farebbero  con- 
siderando la  funzione  sul  piano.  Ora,  nella  distribuzione  sferica , 
il  laogo  di  z=<x>  è  nettamente,  come  il  luogo  di  un  valor 
fioilo  di  2,  un  solo  punto,  al  quale  si  possono  immediatamente 
applicare  senza  oscurità  le  stesse  distinzioni  di  circostanze  che 
per  ogni  altro  punto  abbiamo  riconosciute  possibili  e  potute 
trasportare  dal  piano  alla  sfera. 

E  pertanto ,  noi  adottiamo  da  questo  momento  per  esso 
punto  le  dette  distinzioni  ;  e ,  dalle  medesime  prendendo  le 
mosse,  vogliamo  avviarci  a  conseguire  relativamente  ai  vari  modi 
di  qnivi  comportarsi  delle  funzioni ,  le  espressioni  analoghe  di 
quelle  che  abbiamo  ottenuto  per  valori  finiti  di  z. 

Ma  non  sembrerà  inopportuno  di  osservare  prima  con  quali 
modificazioni  passino  a  presentarsi  nella  distribuzione  piana  le 
Tane  sorta  di  circostanze  delle  quali  resta  cosi  fissato  di  fare 
distinzione  circa  il  punto  oo  nella  distribuzione  sferica. 

Giusta  il  fissato  ,  sarà  da  chiamarsi  continua  e  finita  per 
:=oo  una  funzione  tv  allorché,  entro  una  calotta  C«,(od  altra 
comunque  foggiata  porzioncella  della  sfera  )  piccola  quanto  si 
sia  ma  finita  e  contenente  il  punto  antipode ,  si  trovi  deposto 
per  tv  in  ogni  punto  un  valor  finito  che  non  differisca  sensibil- 
mente dai  valori  deposti  nei  punti  contigui.  Ora ,  designando 
eoo  C  la  calotta  che  insieme  colla  C^  costituisce  tutta  quanta 
la  sfera,  tutte  le  singularità  da  cui  tv  fosse  affetta  si  troveran- 
no entro  C,  e,  se  si  imagina  che  C  ingrandisca  ossia  tenda 
^  divenire  la  intiera  sfera,  i  valori  di  tv  sulla  circonferenza  e 
(contorno  di  G)  tenderanno  tutti  per  gradi  insensìbili  a  dive- 
Dire  quell'unico  numero  A  che  è  il  valore  di  tv  nel  punto  an- 
tipode. E  però,  considerando  la  distribuzione  nel  piano,  affin- 
ché w  possa  dirsi  continua  e  finita  per  2  =  00,  bisogna  che 
si  possa  descrivere  sul  piano  una  circonferenza  finita  e  (la  cor- 
rispondente della  e  sulla  sfera)  abbracciante  tutte  quante  le 
singolarità  di  tv,  e  che,  facendo  ingrandire  questa  circonferenza 
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iDdefiDitamente,  i  valori  di  %jo  su  di  essa  tendano  tolti  per  gradi 
insensìbili  ad  un  medesimo  limite  A. 

Esempi.  Supponendo  distribuiti  sul  piano  i  valori  delia  fun- 
zione e* ,  come  circonferenza  e  può  prendersi  una  qualunque 
contenente  il  punto  0^  essendo  questo  il  solo  punto  in  cui  la 
funzione  presenta  una  singularità  (  discontinuità  )  ;  facendo  poi 
ingrandire  la  e  indefinitamente,  i  valori  della  funzione  su  di  essa 
tendono  tutti  per  gradi  insensìbili  al  limite  1  ,  che  è  il  valore 
della  funzione  per  z=^qc.  Supponendo  distribuiti  i  valori  della 
frazione  razionale 

in  cui  h  non  superi  k,  come  circonferenza  e  si  potrà  prendere 
una  qualunque  di  quelle  che  abbracciano  i  punti  ^i,!^^,'.  ,^kl 
e,  facendo  ingrandire  e  infinitamente,  i  valori  su  di  e  tenderanno 
tutti  al  limite  0,  se  sia  h<k ,  od  al  limite  A,  se  h^^k. 

Sarà  da  chiamarsi  continua  ma  infinita  per  z=cc  una 
funzione  w  allorché  per  z=cc  sia  continua  e  nulla  la  sua  re- 
ciproca. E  però ,  nella  distribuzione  piana  dovranno  verificarsi 
pei  valori  reciproci  di  tv  le  circostanze  dianzi  avvertite  per  w 
continua  e  finita  (e  col  valor  0  per  A  ).  Del  resto  giova  rico- 
noscere potersi  ancora  dire  che  le  stesse  circostanze  si  verifi- 
cano direttamente  nei  valori  della  funzione  ;  ingrandendo  la  e , 
non  si  può  negare  che  la  funzione  su  di  essa  tende  ancora 
per  gradi  insensibili  a  prendere  ancora  un  valor  eguale  in  tutti 
i  punti;  in  questo  senso,  che  la  medesima  non  salta  mai  bru- 
scamente da  un  valore  finito  ad  altro  valore  ,  e  che  i  suoi 
valori  su  e  devono  infine  esser  lutti  oo . 

Sarà  finalmente  da  chiamarsi  discontinua  per  z^=^cc  una 
funzione  allorché  non  cada  nei  due  casi  precedenti,  ciojé  dire, 
allorché  né  essa ,  né  la  sua  reciproca ,  sia  continua  e  finita 
per  z=cc .  In  questo  caso  resterà  fra  breve  dimostrato,  anale- 
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gamente  a  ciò  che  dimostrammo  delle  Jisconlinuilà  per  valori  finiti 
di  :  ,  che  ,  se  la  discontinuità  non  sia  tale  da  potersi  togliere 
mutando  sulla  sfera  il  valor  della  funzione  nel  solo  punto  an- 
tipode ,  in  questo  punto  la  funzione  ammette  come  valori  tutti 
quanti  i  numeri.  Se  la  discontinuità  sì  supponga  separata  dagli 
ioRoìti ,  si  potrà  ancora  ìtnagìnare  sul  piano  una  circonferenza 
finita  e  che  abbracci  tutte  le  altre  sìngularilà  di  to;  ma,  facendo 
ingrandire  la  e  ,  tanto  io  questa  supposizione  come  in  quella 
di  discontinuità  non  separata  dagli  infiniti,  i  valori  della  funzione 
sa  di  e  più  non  tenderanno  a  divenire  tutti  eguali  tra  loro. 

Esempio  ne  può  essere  la  e'.  Questa  funzione .  come  s'  è 
più  volte  ripetuto,  è  discontìnua  in  oc,  ma  dappertutto  altrove 
continua  e  finita.  Andando  nel  piano  all'  infinito  per  una  retta 
non  parallela  all'asse  imaginario,  la  e'  nell'una  direzione  della 
retta  riesce  infinita,  nell'  altra  nulla.  Andandovi  per  una  paral- 
lela al  detto  asse  ,  la  e'  riesce  indeterminata  per  la  indetermi- 
nazione dell'argomento,  che  in  tal  caso  si  combina  con  mo- 
dulo e'  che  più  non  riesce  infinito  o  nullo  ,  ma  che  rimane 
costante.  OlTrono  pure  discontinuità  in  co  separata  dagli  infiniti 
le  funzioni  sens.coss  ,5-(^z)  ;  come  anche  ì  quozienti  dì  simili 
funzioni  per  una  funzione  razionale,  nel  qua!  caso  si  avrebbe 
la  discontinuità  in  oc  ed  un'  infinito  in  ciascuno  dei  punti  di- 
versi da  oe  dove  la  funzione  razionale  fosse  nulla.  Esempi  di 
discontinuità  io  oc  non  separate  dagli  infiniti  si  possono  rico- 
noscere  nelle ,  tangz, — z,saz,  cn3,dnz.  Mentre  per  que- 

cosz  :}{z) 

ste  funzioni  sulla  sfera  gli  infiniti  si  succedono  a  intervalli  tanto 
più  piccoli  quanto  più  sono  prossimi  all'antipode,  sul  piano  in- 
vece si  succedono  a  intervalli  costanti,  cioè,  per  le  prime  due 
si  succedono ,  com'  è  notissimo  ,  in  linea  retta  coli'  intervallo 
costante  n,  e  per  le  altre  quattro  si  succedano  nelle  interse- 
zioni di  due  sistemi  di  rette  parallele  ed  equidistanti. 

4.  94.  Passiamo  a  determinare  le  espressioni  analìtiche 
dei  modi  di  comportarsi  delle  funzioni  intorno  al  valore  oc  di 
3.  Perciò   consideriamo    sulla   sfera    una  zona  che  circondi   il 

29 
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puDto  00  6  non  contenga  oò  infiniti ,  nò  discontinaità  di  w,  zona 
che  sia  la  differenza  G« — C^^^di  due  calotte  aventi  il  centro  in 
00 ,  0,  ciò  eh'  é  lo  stesso ,  la  differenza  C — C  delle  altre  due 
calotte,  che  hanno  il  contorno  in  comune  rispettivamente  con 
C^e  €j^e  il  centro  in  0  (*).  Non  essendovi,  per  supposto,  entro 
la  zona  (o  corona  circolare  nel  piano)  C — C  alcuna  singularità 
di  w,  sussisterà  la  solita  formola 

wU)dìL 
w  — 


in  cui  r  integrale,  essendo  da  prendersi  lungo  V  intero  contorno 
in  direzione  positiva ,  dovrà  prendersi  lungo  la  circonferenza  e 
nel  senso  positivo  degli  angoli  e  lungo  la  e  nel  senso  negativo. 
Indicando  le  integrazioni  separatamente,  avremo  la 

,jx  ^ L   ntv{y)d7c        i     nw{y)dyc 

e  e 

che,  secondo  fu  già  detto  nei  ||.  82  e  87,  potrà  ritenersi  come 
una  prima  espressione  analìtica  del  modo  di  comportarsi  di  w  per 
2=00,  quando  essa  continui  a  valere  senza  mutamento  anche 
se,  restando  fissa  la  circonferenza  e,  la  e  si  vada  stringendo 
sulla  sfera  sempre  più  intorno  a  oo  (ossia  sul  piano  sempre  più 
ingrandendo),  si  che  z  possa  accostarsi  sempre  più  a  oc  senza 
uscire  dalla  zona. 

Ora,  consideriamo  separatamente  i  tre  casi  di  w  continua 
e  finita,  continua  e  infinita,  discontinua  in  oo,  notando  per 
ciascuno  Io  sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze  intere  di  z  che 
scaturisce  dalla  (4). 

(.  9S.  Nel  caso  di  tv  continua  e  finita  in  co,  prendendo 
la  calotta  G^  in  modo  che  entro  di  essa,  giusta  la  definizione 
data  nel  §.  93  ,  la  funzione  sia  dappertutto  continua  e  finita , 


(*)  Come  si  vede^  rappresentiamo  sisteroaticamenle  per  meno  di  una  medesima  letterif 
con  e  seaia  il  segno  oe  al  piede,  d«e  calotte  che  insieme  costituiscano  la  totalità  della  sfers. 
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la  calotta  minore  C^  doq  conterrà  alcuna  siogularità  di  tt;  e 
quindi  potrà  impiccolirsi  indefinitamente  senza  che  il  secondo 
integrale  nella 

•  e 

cambi  di  valore.  Ponendo  in  questo  integrale 

X 

dove  R  significa  il  raggio  delia  e  sul  piano ,  si  avrà 

in 


X 


27rt^       ...         _^      ^       . 

e  0        i  • 

X 

z 
Imaginando  che  R  divenga  infinitamente  grande,  il  rapporto  -- 

diverrà  infinitamente  piccolo  ossia  nullo  ,  quindi 

e  0 

vale  a  dire,  il  secondo  integrale  nella  (i)  non  varia  con  z  ed 
ò  il  valor  di  w  per  z^soc. 

Nel  primo  integrale  è  sempre  mod  x  <  mod  z,  quindi,  mercè 
lo  sviluppo 

1  1         X         x« 

e»  -«— _-— .^,, 

X — ^  2;       2* 


ponendo  per  brevità 


e 


si  avrà  per  esso  integrale  lo  sviluppo  seguente 

27n^     X— z         2*2*        r 
E  però  lo  sviluppo  secondo  le  potenze  intere  di  z   scaturiente 
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dalla  (4  ) ,  per  le^  continua  e  finita  in  oo ,  è  : 
(4)  „»=K,+^  +  *!+...   . 

Abbiamo  qui  rappresentato  con  Kq  il  valore  di  u^  in  oo ,  che 
è  anche  efifettivamente  dato  dal  secondo  membro  della  (2) 
per  w=0. 

Se  questo  valore  sarà  Io  0  e  se  insieme  con  Kq  saranno 
nulli  altri  |x— 1  coefficienti  tutti  di  seguito,  si  avrà 


tv 
ossia 


=tX'^+^+^+-)  ■ 


(5)  «-(ijw. 


essendo  W  funzione  continua ,  finita  e  diversa  da  zero  per 
z=co ,  siccome  esprimibile  colla  precedente  serie  fra  le  paren- 
tesi. Analogamente  al  già  convenuto  nel  |.  80 ,  sussistendo  la 
(5),  diremo  che  w  ha  nel  punto  2=>qo  uno  zero  deW  ordine 
li  esimo.  Nel  |.  80  figurava  come  infinitamente  piccolo   di  pri- 

m' ordine  la  dififerenza  z-^a,  in  questo  §  figura  -•  Anche  in  oo 

l'ordine  dello  zero  di  una  funzione  continua  non  potrebbe  es- 
sere  infinito;  poiché  dovrebbero  essere  nulli  tutti  i  coefficienti 
K ,  cioè  la  funzione  essere  nulla  per  tutta  la  calotta  €i^  e  do- 
vunque altrove  si  potesse  giungere  da  C^  per  liste  di  larghezza 
finita  esenti  da  discontinuità. 

^.  06.  Nel  caso  di  tv  continua  e  infinita  in  od  ,  sarà  quivi 

continua  e  finita  la  funzione  reciproca  — .  E  però ,  per  questa 

sussisterà ,  giusta  il  §  precedente  ,  la  formola 


i 

essendo-—,  e  quindi  anche  W,  funzione  conlinaa,  finita  e  di- 
Ir 
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versa  da  zero  per  zaaoo.  e  y  numero  intero  positivo.  Dunque 
si  avrà 


w  »=G) 


W^z'W  . 


Analogamente  al  dichiarato  nel  §.  83,  qui  diremo  che  w  ha  nel 
punto  z=cc  un'infinito  dell'ordine  v esimo.  Anche  in  oo  l'ordine 
dell'infinito  non  potrebbe  essere  infinitamente  grande  senza  che 
w  fosse  costantemente  infinita. 

Ponendo  nella  (1)  lo  sviluppo  in  serie  secondo  le  potenze 
intere  negative  di  z,  di  cui  W  è  suscettibile,  otterremo  lo  svi- 
luppo che  corrisponde  sl  w,  del  quale  i  primi  v  termini  con* 
terranno  potenze  positive  di  2  e  daranno  la  parte  di  tv  che 
diviene  infinita  in  00,  la  quale  è  dunque  una  funzione  razio- 
nale intera. 

Questa  parte,  colla  giunta  d'  una  costante,  trovasi  espressa 
dal  secondo  integrale  della  formola 

ti;(x)d)t 


Infatti ,  essendo  pel  detto  integrale  mod  x  >  mod  2; ,  si  ha 

1         \      z      z^ 


X — Z 
fi;(x)d: 


(^>  à/^^=^o  +  *^*'+*^«^'+  •  •  •  ' 


e 


dove 


fi;(x)dx 


e 

Ora ,  siccome  il  primo  integrale  della  formola  (2)  si  converte 
in  serie  contenente  soltanto  potenze  negative  di  z  (|  prece- 
dente), e  lo  sviluppo  secondo  potenze  intere  di  z  entro  la  zona 
0  corona  in  considerazione  è  possibile  in  una  sola  maniera 
(S*  ^^)  1  c^si  '^  funzione  razionale  intera   esprimente  la  parte 
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di  tv  che  diviene  infinita  in  <x>  non  può  essere  che 

(5)  K^z  +  K^z^+...'{-K,  z^    . 

I  coefficienti  ^v+4 ,  Ky+^ ,  ecc.  non  possono  essere   diversi  da 
zero. 

(.  9f.  Consideriamo  finalmente  il  caso  di  w  discontinoa 
in  00.  Lo  sviluppo  dei  due  integrali  della  formola 

W){x)dx 

z 


secondo  le  potenze  intere  di  z  ha  sempre  luogo ,  cioè  si  ha  ^ 
giusta  le  formole  (3)  dei  due  paragrafi  precedenti , 

(2)  ti;=         V  +  ^+  •  •  • 

+  ^0  +  «l2+«J^'+    •   •  •      • 

Considerandosi  in  questo  Capitolo,  come  nel  precedente^  soltanto 
discontinuità  in  punti  tra  loro  separati,  se  inoltre  si  lascia  per 
adesso,  ancora  come  ivi,  in  disparte  il  caso  di  discontinuità  noD 
separata  dagli  infiniti,  si  potrà  imaginare  la  zona  G«  —C^  pur  sem- 
pre sensibile  ma  bastantemente  piccola  affinchè  la  calotta  interna  C^ 
non  contenga  altra  singularità  di  w  fuorché  la  discontinuità  ìd 
00 ,  ed  allora  si  avrà  nella  formola  {ì\  come  nella  (i),  una  e- 
spressione  valida  per  qualunque  avvicinamento  di  2  a  od,  cioè 
dire  una  vera  espressione  del  modo  di  comportarsi  di  w  in- 
torno a  2=00. 

La  parte  di  i^^  a  cui  è  dovuta  la  discontinuità  in  00  è  data 
dal  secondo  integrale,  ossia,  tralasciando  K^^  è  data  dalla  serie 

JSri2+  ir,  2«  +  «32»  4-  .  .  .    , 

la  quale,  sostituendo  — \  a  z,  assumerebbe  la  forma  della  serie 

z — 0 

z—i^{z—àf'^{z-$f'^  "  '  • 

del  §.  90,  ed  ammette  qoal  valore  per  js^^qo,  come  già  sap* 
piamo  di  questa  per  2;»»^,  qualunque  numero. 
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Le  dae  formole  esprimenti  i  valori  dei  coefficienli  WL  q  K 
possono  ridursi  a  aoa  sola,  poiché  i  rispettivi  integrali  possono 
prendersi  entrambi  lungo  e  o  lungo  e  o  lungo  qualunque  altra 
linea  chiusa  entro  la  corona  C— C  che  compia  un  giro  intorno 
a  0.  E  però,  gli  sviluppi  dati  per  w  in  questo  e  nei  due  para- 
grafi precedenti  si  possono  compendiare  nelle  due  formole 

Oppure  nelle 

wU)  rfjt 


J,K,z-    ,  ^-^^ij  —f 


cioè  nel  teorema  di  Laurent,  applicabile,  come  è  ben  evidente, 
a  questa  affatto  egualmente  che  ad  ogni  altra  corona  sul  piano. 
La  corona  D  —  D  considerata  nel  §.  89  coincide  con  questa 
supponendo  i==0,d==c,d=^e ,  nelle  quali  supposizioni  le  for- 
molo (Sy  e  (2y  di  quel  paragrafo  sono  le  qui  esposte. 

(•  98.  I  risultati  ottenuti  nei  paragrafi  precedenti ,  ed  in 
generale  tutto  quanto  può  importare  di  stabilire  riguardo  al  va- 
lor 00  di  2 ,  si  possono  anche  e  semplicissimamente  conse- 
guire col  sussidio  di  nuova  variabile  indipendente  che  rimanga 

finita  mentre  z  diviene  infinita,  come  in  particolare  la  2'=»-. 

z 

Applicando  il  teorema  di  Laurent  ad  una  corona  circondante 
il  punto  0  nel  piano  della  2',  e  nella  espressione  da  esso  for- 
nita per  tv  restituendo  -  in  luogo  di  z's  si  avrebbe  la  espressione 

di  w  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  intere  di  z  da  con- 
siderarsi intorno  a  2  =>  00 .  Ma  T  aver  stabilito  i  risultati  pre- 
cedenti tanto  per  valori  finiti  che  pel  valore  oc  di  z  direttamente 
coir  esclusiva  considerazione  di  questa  variabile  indipendente 
rende  forse  ancora  più  facile  il  tener  abbracciate  simultanea- 
mente nel  pensiero  tutte  quante  le  proprietà  generali,  che  pos- 
sono importare,  delle  funzioni  in  riguardo  ai  valori,  sieno  finiti 
0  no  ,  della  variabile. 
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Però,  quantunque  non  sia  necessaria  la  introduzione  della 
z\  e  meno  ancora  la  considerazione  di  un  luogo  geometrico 
per  la  medesima ,  tuttavia  non  tralascieremo  di  indicare  una 
particolare  corrispondenza  attuabile  tra  i  luoghi  geometrici  (piano 
e  sfera)  imaginati  per  z  ed  un  piano  assumibile  come  luogo 
rappresentativo  per  2'  ;  corrispondenza  semplicissima  e  che  tal- 
volta potrà  tornare  opportuna  (*). 

La  sfera  z  abbia  per  diametro  1'  unità ,  e  si  imagini  nel- 
r  antipode  di  0,  designato  con  (H ,  il  piano  tangente  la  sfera, 
del  quale  s'  intenda  osservata  la  faccia  non  rivolta  alla  sfera, 
faccia  che  sarebbe  pure  detta  superiore  da  un  osservatore  ritto 
in  0'  (*').  Seguitando  a  qualificare  come  orizzontale  il  piano 
z  f  qualificheremo  come  antipode  il  piano  tangente  in  &.  Si 
projettìno  su  questo  piano  i  punti  della  sfera  mediante  rette 
partenti  tutte  da  0.  Il  punto  P,  già  projezione  sulla  sfera  del 
punto  P  del  piano   orizzontale ,  si   projetterà  in   P  (Fig.  32) 

Fig.  32. 


sul  piano  antipode.  ÀI  punto, P  spettano  le  coordinate  x,y  re- 
lative agli  assi  reale  e  imaginario  già  supposti  nel  piano  oriz- 
zontale. Ora ,  riferiscansi  i  punti  del  piano  antipode  mediante 
le  coordinate  x',y'  alle  due  rette  passanti  per  0'  parallelamente 
agli  assi  del  piano  orizzontale.  E  propriamente,  si  prenda  come 

(*)  É  data  ed  impiegata  dal  sig.  Neumann  nelPopcra  di  cai  riferimmo  •  pagg.  f  4i-i43. 
(**)  Vedi  la  seconda  nota  alla  pag.  444. 
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direzione  positiva  delle  oi  la  positiva  delle  Xy  e  come  direzione 
positiva  delle  \j  la  negativa  delie  y;  si  che  l'osservatore  in  0' 
guardando  sul  piano  (antipode)  secondo  la  direzione  positiva 
delle  a/  abbia  la  direzione  positiva  delle  ^,  come  di  regola , 
alla  sinistra.  Ciò  fissato ,  fra  le  coordinate  dei  punti  P  e  P 
avranno  luogo  le  due  relazioni  reali  compendiate  nella  complessa 

x+yt 

Infatti ,  esprimendo ,  come  al  solito  ,  r,  r'  le  lunghezze  e 
u^u   gli  angoli  delle  rette  OP,&P  cogli  assi  delle  a:^^,  si  avrà 

Ora,  si  rifletta  che,  per  essere  la  direzione  positiva  delle  ^ 
contraria  alla  positiva  delle  y,  il  senso  positivo  degli  angoli  co' 
è  il  negativo  degli  &>;  laonde 

(1)  w'  =  — «  . 

Inoltre  ,  per  la  somiglianza  dei  triangoli  P&O  ,QfOP,  si  ha  la 
proporzione 

O'O  ~0P    ' 
cioè 

(2)  r'-i  . 

r  . 

Dunque 

(3)  sf+y'i^if'^         * 


r  x  +  yi 

Questo  risultato  dimostra  che,  prendendo  come  piano  della 

nuova  variabile  z'^^-W  piano  antipode  e  fissandovi  gli  assi  come 

z 

si  è  fatto ,  il  punto  che  nel  piaud  z'  corrisponde  ad  un  dato 
punto  P  nel  piano  z  si  avrà  tirando  la  PO'  e  pel  punto  d' in* 
contro  di  questa  colla  sfera  tirando  la  OP. 

Se,  considerando  la  tv  come  funzione  della  variabile  zf,  si 
vorrà  imaginarne  i  valori  distribuiti  sul  piano  z',  sarà  da  ima- 
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ginare  trasportato  nel  punto   P  il  valore   che  sul   piano  z  era 
deposto  in  P  e  sulla  sfera  in  P. 

I  valori  di  w  distribuiti  sulla  sfera  in  una  calotta  col  centro 
in  Ql  (cioè  in  2;=oo)  verranno  sul  piano  antipode  a  trovarsi 
distribuiti  in  un  cerchio  col  centro  in  (H  (cioè  in  z^=fS^  La  cir- 
costanze che  si  possono  dare  pei  valori  di  w  intorno  al  punto 
z=^  sulla  sfera  non  sono  dunque  altro  che  le  circostanze  che 
possono  darsi  intorno  al  punto  «'=«0  sul  piano  z' ,  e  quindi 
non  altro  che  le  circostanze  stesse  riscontrabili  per  altri  valori 
finiti  di  z'  ossia  per  valori  finiti  di  z.  Questo  semplice  confronto 
delle  due  distribuzioni  sulla  sfera  e  sul  piano  antipode  assicura 
quindi ,  per  esempio ,  non  potar  avvenire  che ,  camminando 
sulla  sfera  verso  il  punto  z==oo ,  si  incontri  uno  stesso  valore  A 
per  w  a  intervalli  che  divengano  infinitesimi  insieme  colla  di- 
stanza da  esso  punto,  a  meno  che  w  sia  discontinua  io  z=ao 
oppure  abbia  costantemente  il  valore  A  in  z=<x>  e  dovunque 
si  possa  giungere  a  partire  da  questo  punto  per  liste  di  larghezza 
finita  esenti  da  discontinui tà« 

Anche  il  piano  antipode  con  sopra  distribuitivi  i  valori  di  w 
si  può  considerare  come  uno  degli  stati  pei  quali  può  passare 
la  superficie  o  tessuto  z  ,  di  cui  già  qualificammo  due  stati 
particolari  il  piano  2  e  la  sfera  z.  Si  potrà  imaginare  che  il 
tessuto  dallo  stato  sferico  venga  ridotto  allo  stato  di  piano  an- 
tipode col  far  percorrere  simultaneamente  a  tutti  i  suoi  punti 
le  rispettive  rette-  pP*. 

(.  09.  Tenendo  la  superficie  z  in  stato  0  forma  sferica,  riesce 
intuitivamente  più  chiaro,  che  non  tenendola  in  forma  piana,  che 
una  linea ,  la  quale  possa  considerarsi  come  i'  intero  contorno 
di  una  parte  di  essa  superficie,  può  anche  considerarsi  come 
r  intero  contorno  di  tutta  la  restante  parte.  Abbiasi  sulla  sfera 
la  linea  chiusa  e ,  che ,  per  esempio ,  corrisponda  sul  piano  1 
a  circonferenza  e  di  centro  0  ;  chi  si  sia  riconosce  senz'  altro 
nettamente  ch'essa  linea  divide  la  sfera  in  due  calotte  C  eC^, 
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di  entrambe  le  ijuali  forma  essa  il  conlorco  (*).  È  però  da 
osservarsi  se  una  persona  percorre  la  linea  e,  l' una  calotta 
rimane  a  sinistra ,  1'  altra  a  destra  della  persona.  Quindi ,  to- 
leDdo  tener  ferma  anche  per  porzioni  di  sfera  contenenti  il 
panlo  oc  la  data  definizione  di  direzione  positiva  del  contorno,  è 
chiaro  che,  mentre,  come  contorno  della  calotta  C  di  centro  0 
(ossia  del  cerchio  C  nel  piano),  la  linea  e  s'intende  diretta  po- 
sitivamente nel  senso  positivo  degli  angoli,  come  contorno  della 
calotta  C„  dì  centro  oo  (ossia  della  regione  infinita  di  piano  este- 
riore al  cerchio  C),  essa  dovrà  intendersi  positivamente  diretta 
nel  senso  negativo  degli  angoli  ("). 

Come  si  sono  conservati  i  concetti  di  ordine  d'  uno  zero 
e  ^  un  infittito  pel  ponto  oo ,  cosi  vogliasi  conservare  anche 
questo  di  direzione  positiva  del  cotitorno ,  non  che  gli  altri  che 
parimenti  s'  ò  trovato  opportuno  Ji  stabilire  per  punti-valori 
finiti  di  1.  Un  i/iVo  positivo  attorno  a  oo  equivarrà  (net  senso)  ad 
nn  giro  negativo  attorno  a  0,  od  attorno  a  qualsiasi  altro  punto- 
valore  finito  di  z-  L'intorno  del  punto  co  per  una  funzione  re 
s'intenderà  essere  la  massima  fra  le  calotte  che,  avendo  il  con- 
(ro  in  <x,  non  racchiudono  alcuna  singularità  di  »<,  tranne  quella 
che  fosse  per  esistere  nel  punto  stesso  oc>.  Esistendo  una  singola- 
rilà  in  co  non  separata  da  ogni  altra,  l'intorno,  come  nel  caso  di 
i]ualunque  altro  punto  della  superficie  z,  non  esisterebbe,  ossia 
non  sarebbe  altro   che  il  punto  x  stesso.  L'intorno  di  oc  sul 


n  Si  pn6  comprendere    sin  J'  ora    fonie    posi 

B  riuìcJre    enclie  iuoIid  ulUe   per  Ulune 

coBlorno  e.  V  Integrele   de   iircaderti 

Ungo  .  Ai  un  (linerrn.isle  <bv    per  tnllg  e  .i.   mo 

loclrawa  rinierrli    lu  sleeto  (oppure  non 

ter*  ci»!  ombierc  .li  tfeDo  »  ai  cDiiibirrti  le  direi 

uno  dfir  inlegreiioac),  eia  tlir  li  .once- 

pista  come  prew  luuga  II  contiiruo    dell'  una    pnrt 

C .  che  come  preso  lon^o  .1    eonlorno 

deS-akre  perle  Cd!  superRne  i.  Ora.  k  nell'uii 

ed  HD*  qoeDlilA,  e  uell'  «Uro  eguale  ad  ullra  qu>nl 

lilt  Mao  cgnuM  (oppure  eonlrurie). 

<")  Alle  regione  InBnila  di  pienn  i  eittrloPe 

1  rerrhio  di  cenira  0  e   reggio  r  eorri- 

eponde  nd  pieno  enlipode  II  lerchlo  di  nnlro  0'  e 

aggio  r'=.-.    E.    mentre    II    parilo    P 

(Pig.  SS}  girerà  nel  temo    negelivo  degli  angoli  u  ,  il  punio  P  (che   si  n 
^■ao  POO'P'}  girerì  nel  lenu  poiiliio  degli  angoli  u'. 
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piano  2;  e  la  regione  esteriore  al  minimo  fra  i  cerchi  che^  avendo 
il  centro  in  0,  abbracciano  tutte  quante  le  singularità  di  w,  ec- 
cetto quella  che  avesse  luogo  per  2=00. 

Non  s' incontra  alcuna  difficoltà  neir  estendere ,  colle  de- 
bite modificazioni,  al  valore  00  di  z  le  varie  sorte  di  formolo 
stabilite  nei  passati  Capitoli  della  corrente  Sezione  e  nel  Capi- 
tolo quarto  della  precedente  e  non  ancora  considerate  in  que- 
sto. A  conferma  di  ciò  possono  bastare  i  seguenti  brevi  cenni. 

Comunque  sia  la  funzione  u?  in  oc,  purché  continua,  si 
può  porre,  giusta  i  %%.  95  e  96, 

essendo  W  funzione  continua,  non  infinita,  nò  nulla  in  00,  e  9 
numero  intero;  il  quale  propriamente  sarà  positivo,  nullo,  op- 
pure negativo,  secondochò  il  valore  di  u?  in  00  sarà  zero,  non 
zero  e  non  infinito ,  oppure  infinito.  Ora ,  da  questa  formola , 
come  dalla  (1)  del  %.  84 ,  deducesi  colle  stesse  considerazioni 

ivi  esposte  (nelle  quali  devesi  prendere  -  ossia  2'  invece  di  z—y) 

z 

la  formola 


w  '>-kf'"'-kf 


dtv 
w 


e 


00 


in  cui  c^  significa  una  linea  sulla  sfera  racchiudente  il  punto  00, 
ma  nessun'  altro  punto  dove  w  possa  essere  nulla  0  infinita  0 
discontinua;  lìnea  da  percorrersi  girando  positivamente  intorno 
a  00,  cioò  dire  girando  nel  senso  negativo  degli  angoli  sul  piano. 
La  formola  del  |.  86,  stabilita  nel  supposto  che  la  porzione 
S  di  superficie  z  fosse  tutta  nel  finito  sul  piano,  sussiste  anche 
abbracciando  con  S  il  punto  00,  ammesso,  ben' inteso,  che  to 
sia  ancora  dappertutto  continua  in  S.  A  persuadersene,  basta 
imaginare  circondato  il  punto  00  (sia  0  non  sia  in  esso  infinita 
0  nulla  la  w)  mediante  una  linea  c^,  e  rifiettere  che  il  teorema 
ivi  invocato  dal  §.  72  si  applica  tuttora  alla  S. 
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Pelò  il  teorema  fondamentale,  che,  integrando,  wdz  lungo 
r  intiero  contorno  di  una  porzione  S  di  superficie  z,  entro  cui  w 
sia  funzione  monodroma,  continua  e  finita,  si  abbia  per  risultato 
lo  zero ,  non  può  estendersi  ad  una  S  comprendente  il  punto 
00 ,  se  non  presupponendo  che  in  oo  sia  non  soltanto  continua 
e  finita  la  tv,  ma  finita  anche  la  tvz^  f  ).  Possiamo  tosto  rico- 
noscere questa  verità  riferendo  Y  integrale  alla  variabile  2^. 
Essendo 


si  ha 


i         ^  dz' 

Zr^-      ,       d2  =  — — 

z  z 


fV{z)dz= ^hr^àz 


Se  S  significa  porzione  di  piano  z  abbracciante  il  punto  00,  ossia 
porzione  di  sfera  z  abbracciante  V  antipode  ,  ma  non  il  punto 
0  (**),  la  porzione  S'  di  piano  antipode  corrispondente  ad  S 
sarà  finita  e  conterrà  il  punto  (X.  Facendo  percorrere  alla  z  il 
contorno  di  S,  la  z'  percorrerà  il  contorno  di  S*  e  si  avrà 


/«"^ — / 


Per  qualunque  valore  di  2;  la  u;  suppongasi   continua  e  finita  « 

lo  dovrà  essere  anche  la  —  ,  eccetto  però  per  z=co,  essen- 

z  * 

docbè  per  questo  valore  riesca  z'=0.  Per  poter  dunque  asse- 
rire che  r  integrale  di  -^dz'  preso  lungo  il  contorno  di  S  sarà 

2* 

nullo  (e  quindi  nullo  quello  di  wdz  preso  lungo  il  contorno  di  S) 


(*)  Laonde  te,  intorno  a  ;(>»(»,  dovrebbe  poterti  etprimere  con  nna  serie  della  fonna 

Kf      B£a 

^-| — ~-|~^^*9  ^^'^  dovrebbe  estere  nulla  almeno  del  seeond*  ordine  in  «. 

jl  ;jt 

(**)  Dal  qoal  coso  può  farsi  dipendere  qualsiasi  altro,  imaginando,  all'nopo,  la  esten- 
sione da  considerarsi  divisa  in  due  parti ,  una  contenente  0  »  I'  altra  oe . 
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bisogna  presupporre  non   soltanto  la  w  continua  e   finita  dap- 
pertutto in  S,  ma  in  oo  finita  anche  la  wz^. 

Dal  qui  esposto  si  può  inferire  ,  ciò  che  del  resto  si  ri- 
scontrerà eflfettivamente  in  seguito,  che,  non  soltanto  per  questa, 
ma  anche  per  molte  altre  proposizioni  rìferentisi  a  j  wdz ,  il 
passaggio  dal  caso  di  z  finita  a  quello  di  z  infinita  si  otterrà 
col  semplice  surrogare  la  wz^  alla  tv. 

La  decomposizione  di  w  in  parti  fatta  nel  §.  91  per  meno 
degli  integrali  presi  intorno  alle  singularità,  non  che  la  sosti- 
tuzione delle  serie  agli  integrali,  si  opera  aflfatto  similmente  se 
anche  S  contenga  il  punto  oo.  Siavi  o  non  siavi  in  questo  punto 
una  singularità  per  tv ,  circondandolo  con  una  linea  c^ ,  e  cir- 
condando con  linee  b^,  ..,h»d^9'  ^^dj  le  singularità  che  si 
trovassero  ancora  in  S  dopo  averne  levata  la  calotta  C^,  si  po- 
trà porre 

i     PwU)dU 

imo     ìf.—z 

essendo  z  un  punto  qualunque  della  superficie  S— C^— J?|— .. 
—Bk—D^ — ..—Dj9  di  estensione  finita  anche  nello  stato  piano, 
e  l'integrale  essendo  da  prendersi  lungo  il  contorno  di  questa 
superficie,  e  quindi  decomponibile  nella  somma  degli  integrali 
da  prendersi  lungo  le  singole  parti  s, — c^p,— 6|,  ecc.  del  con- 
torno. Se  S  fosse  tutta  la  sfera ,  la  parte  8  di  questo  contor- 
no sarebbe  nulla,  ed  avremmo  ancora  precisamente  la  formola 
(4)  del  §.  91,  postovi  — c^  in  luogo  di  s.  Se  nel  piano  la  c^ 
sarà,  come  è  più  semplice  di  supporre,  circonferenza  di  centro 
0,  la  quantità  y  della  formola  (2)  del  citato  paragrafo  sarà  0, 
cioè  l'integrale  lungo  c^  sarà  tradotto  in  serie  ordinata  secondo 
le  potenze  intere  e  positive  di  2;  la  qual  serie,  del  resto,  dovrà 
ridursi  al  solo  termine  costante,  0  ad  un  numero  finito  di  ter- 
mini, se  tv  sarà  continua  e  finita,  0  continua  e  infinita  in  00. 
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CAPITOLO  aUlNTO 

€}mmm  mi  «•■ip«rilB«  9  Intera*  al  alaf^ll  valori  della  variabile, 
la  derivata  e  V  teiegrale  dU  ana 

la  eeafreale  della  faaileBe  eleeea* 


(.  100.  Per  avere  una  prima  espressione  della  derivata  di 
w  neir intorno  di  un  punto,  potremou)  derivare  rispetto  a  z  i 
due  integrali  la  cui  differenza  esprime ,  come  al  soitto ,  w  in 
una  corona  circondante  il  punto  ;  derivazione  che  può  farsi , 
come  già  nel  §.  77,  sotto  il  segno  integrale.  Ma ,  per  il  con- 
fronto che  vogliamo  qui  fare  tra  la  derivata  e  la  funzione,  de- 
riveremo a  dirittura  i  soliti  sviluppi  in  serie  di  essi  integrali, 
cioè  deriveremo  la  formola  ((5)'  del  §.  89,  la  di  cui  lettera  i  ci 
piace  di  qui  scambiare  con  7). 

(1)  to=    2    tt.(2-7)- 

ovvero  la 

secondochè  il  punto  rappresenti  un  valor  finito  y  ovvero  il  va- 
lore 00  di  z.  Avremo 


(2)  ^-2  «■-(»-/')-* 


ovvero 


dw     "^*     »K. 


Della  corona  0  zona  circondante  il  punto  y  ovvero  od  ,  pur  te- 
nendo invariabile  la  maggior  circonferenza,  si  potrà  imaginare 
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che  la  minore  vada  stringendosi  quanto  si  vorrà  intorno  al  detto 
punto;  a  meno  che  w  avesse  quivi  una  discontinuità  non  iso- 
lata da  ogni  altra  singularità. 

Distinguiamo  ora  i  vari  casi.  Supponiamo  tv  continua  e 
finita  (in  7  ovvero  in  00).  Allora  i  coefficienti  H  ovvero  K  d'in- 
dice negativo  saranno  nulli ,  e  per  la  derivata  avremo  la  e- 
spressione 

'*"'=H,+  2e,(z-y)+3H,(2-y)«+ . . . 


•    •   • 


dz 
ovvero 

dw M4     21t^     31Ì3 

dz  z^         2?  z* 

Quest'  ultima  espressione  mostra  che,  siccome  già  sapevamo  per  tm 
valor  finito,  cosi  anche  pel  valore  00  di  z,  la  derivata  è  monodroìna^ 
continua  e  finita ,  se  tale  sia  la  funzione.  Ma  pel  valor  oo  di  % 
ewi  anche  da  notare  che  la  derivata  riesce  non  soltanto  finita,  ma 
nulla  almeno  del  secondo  ordine. 

Se  tv  sarà  nulla  dell'ordine  ii,  cioè  se  saranno  Bo=H|==.. 
=H,*— 1==0  ovvero  Kq=11i=  . .  =Itjk— ^=0,  si  avrà 

ovvero 

dw_      1"^      (f*+*^R^i 
dz  /+«  /+^ 

Dunque ,  passando  dalla  funzione  alla  derivata ,  V  ordine  di  uno 
zero  diminuisce  ovvero  cresce  di  un'  unità  ,  secondochi  lo  zero  ha 
luogo  per  valor  finito  ovvero  infinito  della  variabile. 

Supponiamo  adesso  w  continua  ma  infinita  dell'ordine  v. 
Allora  i  coefficienti  H  ovvero  R  che  dovranno  essere  nulli 
saranno  quelli  degli  indici  ~(i'+l), — (»'+2),  —  (y+^)f  ecc.; 
e  si  avrà 

dw  ^"-^         («'-OH.^v-i) 


dz  ^._.A^+' 


•  • 


(2—-/)  ^  (2—7) 
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ovvero 


Dunque ,  pacando  daUa  funzione  alla  derivata,  V  ordine  di  un'  in- 
finito cresce  ovvero  diminuisce  di  un'unità,  secondochè  V infinito  ha 
luogo  per  valor  finito  ovvero  infinito  della  variabile. 

Supponendo  finalmente  che  w  sìa  discontinua,  il  numero 
dei  coefficienti  d' indice  negativo  che  non  saranno  nulli  dovrà 
essere  infinito  nella  (1)  ovvero  (ly,  e  quindi  anche  nella  (2) 
ovvero  (2)'.  Dunque  la  derivata  sarà  pure  discontinua  in  y  ovvero 
in  00,  essendo  del  resto  nell'intorno  monodroma  al  pari  di  w. 

%.  101.  Come  nel  |  precedente,  osserveremo  che,  per 
avere  una  prima  espressione  dell' integrale  di  wdz  neir  intorno 
di  un  punto,  potremmo  integrare  i  due  integrali,  la  cui  diffe- 
renza esprime  ,  come  al  solito ,  tv  in  una  corona  circondante 
il  punto;  integrazione  che  potrebbe  farsi  sotto  i  segni  integrali, 
trattandosi ,  già  s' intende ,  di  cammino  tutto  contenuto  nella 
corona.  Ma  anche  qui ,  per  il  confronto  che  vogliamo  fare  tra 
r  integrale  di  wdz  e  u?,  integreremo  a  dirittura  gli  sviluppi  in 
serie,  cioè  la  formola  (1)  ovvero  (1)'  del  §  precedente. 

Sia  Zq  il  punto  (fisso)  di  partenza  e  z  il  punto  (variabile)  finale 
a  cui  supponiamo  che  si  giunga  coll'integrazione.  Questa  potrà  dare 
risultamenti  diversi  a  seconda  del  cammino  che  si  seguirà  da  Zq 
a  z.  Però,  essendo  w  ,  non  che   ogni  termine  H«(2— y)"  ov- 

vero  — ,  funzione  monodroma,  continua  e  finita  entro  la  co- 

rona ,  tutti  i  cammini  che  si  possono  ridurre  V  uno  all'  altro , 
mediante  le  solite  deformazioni  infinitesime  senza  uscire  dalla 
corona,  daranno  uno  stesso  risultamento.  Quindi  possiamo  limi- 
tarci a  considerare  un  cammino  afi^atto  particolare  I,  conducente 
da  Zq  a  z,  e  tutti  quelli  che  si  hanno  aggiungendo  ad  /  un  nu- 
mero intero  dì  giri  intorno  al  centro  /  ovvero  oo  della  corona, 
come  fu  distesamente  spiegato    nel  §.  72.  Indicando  rispettiva- 

30 


466  SEUOMB  QUARTA 

mente  cod 


-•0 

fwd.     ,     f 


Wdz 

i  risultati  della  integrazione  di  wdz  idi  z^a  z  lungo  {,  e  da  2q 
a  ^0  facendo  un  giro  intorno  a  /  ovvero  oo,  e  indicando  con 
m  un  intero  arbitrario  (suscettibile  di  valori  tanto  positivi  che 
negativi),  potremo  rappresentare  tutti  i  possibili  risultati  dell'in- 
tegrazione di  tvdz  da  2o  a  2  entro  la  corona  mediante  la  formola 

Z  Zq 

{i)  I  wdz  =  m  I  wdz-\-  j  wdz    . 

Troviamo  ora  separatamente  le   espressioni  dei   due  integrali 
componenti  questo  secondo  membro. 

Per  la  espressione  in  serie  dell'  integrale 


/ 


wdz 

i 

integrando  lungo  I  ciascun  termine  del  secondo   membro  della 
(1)  ovvero  (i)'  del  |  precedente  >  si  ha 

(.)  /«*=2"H./(.-r)M, 

ovvero 

Ora,  per  n  diverso  da  — \,  è  manifestamente 


J  ^'     "  "-         n-\-\  n+1 


(z — 7)"dz  = 


e ,  per  n  diverso  da  \  , 


/dz 1  i 

z"""      (n— 1)2»-*  "^(«—1)20"-* 
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Quanto  all'  integrale 


/dz  C 
ovvero       I 


ài 

2 


I  l 

poDendovi 

fìt  iìi 

z — y  =  R$      ovvero     z=^z — 0  =  Re 

lo  si  muta  in 


/"+•/ 


dù 


e  si  riconosce,  come    nel    |.  73  (considerando  il   movimento 

della  retta  R,  cioè  della  /I  ovvero  Oz),  che  esso  ha  per  valore 
la  differenza 

in  cui  IRq  e  iìo,lR  e  iì  significano  i  valori  del  logaritmo  prin- 
cipale di  A  e  quelli  di  iì  al  principio  e  al  termine  del  cam- 
mino l  Questa  differenza  potremo  anche  esprimerla  con 

l{z—y)  — 1(^0""/)    ovvero    Iz  —  Izq    , 
intendendo  presi  i  coefficienti  di  i  in  modo  che  ne  risulti,  come 
prima ,  V  angolo  descritto   durante  la  integrazione.  Sostituendt) 
tutti  gli  indicati   valori  nel  secondo  membro   della  (2)  ovvero 
(2)',  avremo 

+ 

4-  ■*  [(z-yy-  (^0-/)'] 

(3)     J*wdz=   H_,[l(2-y)-K2o— /)] 

+5=?r  j i_  1 

—i  L  2— y       io— 7  J 

+ 
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ovvero 


+ 

+ 


(3)' 


I  wdz='     K4 1  te — ÌZq  I 

+ 

Per  ottenere  il  valore  dell'  integrale 


wdz 


basta  supporre  che  la  l  nella  (2)  ovvero  (2)'  divenga  il  cammino 
chiuso  che  principia  e  termina  in  z^  e  riconiare  il  §.  75,  0, 
ciò  eh' è  lo  slesso,  basta  introdurre  cotesta  supposizione  a  di- 
rittura nella  (3)  ovvero  (3)'.  Riuscendo  in  tal  caso  2=20,  tulli 
i  termini  algebrici  si  distruggeranno  e  si  avrà 

J   wdz  =  H-4  [/(V-y)  —  '  (^0-7)] 


ovvero 


*0 


W(fc==Iti[feo— l^o]     • 


*o 


Stabilendo  ora,  per  togliere  ogni  indeterminatezza,  che  il  giro 
da  Zq  a  ^0  debba  farsi  positivamente  intorno  a  7  ovvero  negali- 
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vamente  ÌDlorno  a  oc,  la  retta  R  dovrà  in  entrambi  i  casi  rotare 
nel  senso  positivo  degli  angoli,  e,  siccome  deve  compiere  una 
intiera  rotazione  ,  si  avrà 

(4)  I    wdz  =  H-4 .  2m 

ovvero 

(4)'  r  wdz  = 


Ki  .  27rf 


Sostituendo  i  valori  (3)  e  (4)  ovvero  (3)'  e  (4)'  nella  (1) 
si  avrà  la  voluta  espressione  generale  dell'  integrale 


9 

s 


wdz , 


'0 

nella  corona  piana  o  zona  sferica.  Per  sififatta  espressione,  del  re- 
sto, può  ritenersi  già  senz^  altro  la  (3)  ovvero  (3)' ,  qualora  si 
riguardi  il  cammino  {  come  qualunque,  o,  ciò  eh'  è  dire  lo  stesso, 
qualora  il  termine  logaritmico  lo  s'intenda  in  tutta  la  generalità, 
cioè  involgente  un  multiplo  arbitrario  di  ìm.  Ritenendo,  come  al 
solito,  che ,  se  havvi  singularità  per  tv  in  /  ovvero  in  oo,  essa 
però  sia  separata  da  ogni  altra ,  si  può  stringere  quanto  piace 
la  minor  circonferenza  della  zona  attorno  a  y  ovvero  oc,  on- 
d'è  che  la  formola  ottenuta  può  dirsi  una  vera  espressione  del 
modo  di  comportarsi  dell'integrale  nell'intorno  di/  ovvero  oo. 

Questo  modo  di  comportarsi  sarà  monodromo  se  sarà  nullo 
il  coefficiente  H-i  ovvero  K|.  Possiamo  quindi  enunciare  il 

Teorema.  Affinchè  V  integrale  fwdz  sia  monodromo,  al  pari 
di  tu,  neìV  intorno  di  un  punto  y  ovvero  oo ,  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  nello  sviluppo  di  w  ovvero  wz^ ,  in  serie  ordinata  se- 
condo le  potenze  intere  di  z — y  ovvero  -  ,  manchi  il  termine  che  in 

quel  punto  diverrebbe  infinitamente  grande  del  prim'  ordine  (^). 
f 

(')  Se  w  ovvero  toz^  doveue  sapporsi  conlinoa  e  finita  in  r  ovvero  *  ,  la   proprietà 
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In  UD  coir  essere  moDodromo ,  V  integrale  sarà  continuo  e 
finito,  oppure  continuo  e  infinito,  oppure  discontinuo,  secondo 
che  nella  (3)  ovvero    (3)'  non    esisteranno  termini    contenenti 

potenze  negative  di  z — /  ovvero  -,  oppure  ne  esisterà  un  nu- 

z 

mero  finito,  oppure  un  numero  infinito.  Ciò  è  quanto  dire  che, 

in  un  coW  essere  monodromo ,  V  integrale  sarà   continuo  e  finito , 

0  continuo  e  infinito,  o  discontinuo  insieme  con  w  ovvero  wz^  nel 

punto  y  ovvero  oo . 

In  generale^  quando  V  integrale  divenga  infinito  in  y  ovvero 

in  Qo ,  vuoisi  ricordare  che,  mentre  ivi  tv  si  comporta  come  la 

espressione  algebrica 


1-4 


+  .-^=^  +  ,-^=^+...+ 


z  —  y      {z—yY      (2—7)'  (2; — 7)v 

ovvero 

esso  integrale  (come  risulta  tralasciando  nella  (3)  ovvero  (3)'  i 
termini  costanti  e  quelli  che  restano  finiti)  si  comporta  come  la 
espressione  algehricoAogaritmica 


\ — V 
•    •  — —  ^— — 


z—y       2(2  — /)•  ("—0(2— 7)*"^ 

ovvero 

E  soltanto  nel   caso    della    monodromia,    che  si  potrà    dire   che 
V  integrale  diviene  in  y  ovvero  oc   algebricamente  infinito.    E  in 


j  wdz^^  non  sarebbe  altro  ancora  che  il  solilo  teorema  fondamentale,  Ji  coi  aeeennamiDO 

la  estensione  al  vulur    x,   di  z  sul  finire  del  §.  99.  Ma  ,  perchè    questa  proprietà    sussista  , 
si  vede  dall»  {l\  ovvero  (i)'   non   e-mere  necessario  che  w    ovvero  wz^  rimanga  finita ,  rm 


soltanto  che  lo  sviluppo  In  serie  non  contenga  il  termine  «  ovvero  WL^z . 

Nel  Calcolo  dei  residui  la  trovata  condizione  della    monodromia  esprimerebbesi  dieeodo 
che  dev*  esser  nullo  il  residuo  di  w  relativo  a  y  ovvero   x . 
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tal  casi;  r  ordine  dell'infinito,  passando  dalla  funzione  air  integrale, 
diminuisce  ovvero  cresce  di  un'unità,  secondochè  l'infinito  corri- 
sponde a  valor  finito  ovvero  infinito  di  z. 

Le  due  forinole  precedenti,  che  si  possono  anche  qualificare  sic- 
come la  parte  della  funzione  integrale  a  cui  è  dovuta  la  singularita 
(in  7  ovvero  in  <x>) ,  si  compendiano  facilmente  in  una  sola  (*). 
Indicando  con  (  T  infinitamente  piccolo  di  prim' ordine  z — 7  ov- 

i 

vero  -,  e  con    A  ,  B  ,C , . .  delle  costanti,  e  riflettendo  essere 

z 

K|{2;  =  — K|/-,  si  ottiene  infatti  che  entrambe  le  formolo 


z 


compajano  come  somme  finite  della  forma 

(5)  An+BC^^cr^-^ .  .  .  . 


FINE  DEL  VOLUME  PRIMO 


(*i  Avremmo  potuto  riunhrf  ì  due  cali  sin  da  prinripio  in  questo  Capitolo  f  nei  pascali 
ma  col  distinguerli  crediamo  d'  aver  guadagnalo  in  faeiliift  ed  e%idenia. 


/? 


